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a       L'accueil  •favorable  qui  a  été  fait  à   la  première 

édition  de  cet  Ouvrage  m'a  permis  de  croire  que  le 

plan  en  élait  bon  et  je  l'ai  conservé  dans  l'édition 

l^ouvelle  ;  mais  j'ai  apporté  tous  mes  soins  à  revoir 

W  mon  travail,  à  faire  disparaître  les  incorrections  de 

f  ^détails  qui  s'y  étaient  glissées;  en  bien  des  endroits, 

.  i  j'ai  amélioré  la  rédaction  primitive  et  j'ai  fait  de  nom- 

^  Y.breuses  additions  qui  devront  être  utiles  aux  aspirants 

a  la  Licence  et  à  l'Agrégation.  C'est  à  eux  que  ce  Livre 

adresse  spécialement.  J'ai  voulu  leur  présenter  des 

"^y  exemples  des  divers  genres  de  problèmes  qu'ils  pour- 

^^nt  avoir  à  résoudre,  sans  fatiguer  leur  attention  par 

p,  *  l'inutile  répétition  d'exercices  trop  semblables  les  uns 

1  aux  autres;  je  n'ai  point  multiplié  les  questions  dont 

'^  la  solution  est  intuitive;  mais,  d'autre  part,  j'ai  évité 

celles  que  leur  difficulté  ou  leur  étendue  empêcherait 

de  considérer  comme  de  véritables  exercices  ou  de 

4 

proposer  comme  sujets  de  composition. 

J'essaye  d'arriver  à  la  solution  de  chaque  problème 
par  la  voie  la  plus  naturelle  et  la  plus  facile,  puis, 
une  fois  cette  solution  trouvée,  de  l'étudier  aussi  com- 
plètement que  possible  :  il  ne  suffit  pas  d'avoir  obtenu 
l'équation  d'un  mouvement  ou  d'une  courbe  :  il  faut 
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mettre  en  lumière  la  nature  du  mouvement,  la  forme 
de  la  courbe  et  discuter  les  divers  cas  qui  peuvent  se 
présenter.  J'ai  presque  exclusivement  traité  des  pro- 
blèmes pour  lesquels  cette  étude  était  possible;  mais 
j'ai  montré,  par  maints  exemples,  qu'il  n'est  pas  pour 
cela  nécessaire,  ni  même  toujours  désirable,  d'arriver 
à  des  formules  définitives  au  point  de  vue  analytique  : 
une  équation  différentielle  peut  indiquer,  parfois  plus 
clairement  que  son  intégrale,  la  loi  d'un^nouvement; 
il  peut  être  facile  d'apercevoir  la  forme  d'une  courbe 
quand  on  a  exprimé,  en  fonction  d'un  paramètre 
variable,  les  coordonnées  du  point  qui  la  décrit  et 
l'on  n'a  pas  intérêt  à  en  chercher  l'équation  explicite. 

Au  début  de  chacun  des  Chapitres,  je  rappelle 
brièvement  les  résultats  théoriques  qui  doivent  y  être 
f^ppliqués,  afin  d'en  préciser  le  sens  et  la  portée  ;  par 
exception,  je  développe  quelques  théories  qui  pour- 
raient trouver  place  dans  le  cours  proprement  dit, 
lorsqu'on  peut  les  regarder  comme  accessoires  ou 
que  je  désire,  à  titre  d'exercice,  les  exposer  d'une 
façon  particulière;  je  citerai  l'étude  des  forces  qui 
ne  changent  pas  quand  on  déplace  leur  point  d'ap- 
plication, les  propriétés  fondamentales  du  potentiel, 
de  l'accélération  centrale,  les  accélérations  d'ordre 
supérieur,  la  théorie  géométrique  des  brachisto- 
chrones,  l'étude  de  l'herpolhodie.  D'un  autre  côté, 
•  j'ai  supprimé  quelques  développements  sur  les  mou- 
vements relatifs,  sur  les  équations  d'Euler,  de  La- 
grange,  d'Hamilton  et  d'autres  questions  complète- 
ment entrées  dans  l'enseignement  depuis  la  publica- 
tion de  ma  première  édition. 
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3 'ai  conservé,  en  modifiant  parfois  leur  solution, 
presque  tous  les  problèmes  que  j'ai  d'abord  dévelop- 
pés :  parmi  ceux  que  j'ai  ajoutés,  on  trouvera  quelques 
applications  géométriques  de  la  Statique  et  de  la 
composition  des  vitesses,  la  généralisation,  d'après 
Abel,  du  problème  des  tautochrones,  un  problème 
sur  les  forces  centrales  de  Jacobi,  une  application 
des  équations  de  Lagrange  au  gyroscope,  les  ques- 
tions proposées  à  l'Agrégation  depuis  une  dizaine 
d'années,  etc.  Mais  ce  qui  a  donné  le  plus  d'extension 
au  Volume  primitif,  c'est  l'introduction  de  nombreux 
exercices  dont  plusieurs  ont  été  proposés  aux  exa- 
mens de  Licence  et  dont  la  plupart  sont  accom- 
pagnés d'indications  propres  à  guider  le  lecteur  ou^à 
lui  permettre  de  contrôler  les  résultats  qu'il  aura' 
trouvés. 

On  peut  se  demander  s'il  convient  de  commencer 
le  Cours  de  Mécanique  par  la  Cinématique  ou  par  la 
Statique;  quant  à  leurs  applications,  elles  sont  si 
complètement  indépendantes  les  unes  des  autres  que 
l'ordre  dans  lequel  on  les  présente  est  indifférent. 
J'ai,  comme  en  1876,  commencé  par  la  Statique, 
puis  viennent  les  problèmes,  plus  spécialement  géo- 
métriques, de  la  Cinématique,  dans  laquelle  on 
s'occupe  de  mouvements  donnés  a  priori;  mais,  pour 
le  mouvement  d'un  solide  invariable,  j'ai  dû  me 
borner  aux  propriétés  les  plus  simples,  afin  de  ne 
pas  introduire  un  Chapitre  bien  intéressant,  mais 
singulièrement  étendu,  de  la  Géométrie  cinématique. 
La  Dynamique  tient  naturellement  la  place  princi- 
pale;   quant   à   la  Mécanique   des  fluides,    on    lui 
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emprunte  si  rarement  des  sujets  de  composition  dans 
nos  concours,  que  je  l'ai  laissée  de  côté. 

Si  j*ai  apporté  tous  mes  soins  à  bien  exposer  les 
points  délicats,  j'ai  cru  pouvoir  me  permettre  des 
abréviations  dans  les  parties  les  plus  faciles  et  dans 
l'énoncé  des  problèmes  proposés  aux  examens;  il 
s'agit  ici  d'un  Livre  d'exercices  et  il  faut  laisser 
quelque 'chose  à  faire  au  lecteur,  même  des  figures 
quand  elles  n'offrent  pas  de  difficultés. 

Un  grand  nombre  de  questions  traitées  dans  ce 
Livre  sont  tirées  des  Recueils  de  Walton,  du  P.  Jul- 
lien,  du  D^  Fuhrmann  et  des  compositions  données  à 
la  Licence  ou  à  l'Agrégation;  j'ai  aussi  été  très  heu- 
reux de  pouvoir  beaucoup  emprunter  aux  écrits  de 
maîtres  éminents  parmi  lesquels  je  me  fais  un  devoir 
de  citer  MM.  Darboux,  Resal,  Gilbert.  J'ai  indiqué 
les  sources  où  je  puisais,  sans  entrer  dans  des  détails 
historiques  qui  n'ont  d'intérêt  réel  que  s'ils  sont 
complets.  C'est  d'abord  avec  les  méthodes  de  la 
Mécanique  que  mes  lecteurs  doivent  se  familiariser; 
ces  méthodes  sont  d'ailleurs  loin  de  présenter  les 
difficultés  que  leur  attribuent  trop  souvent  les  débu- 
tants; elles  se  ramènent  à  un  très  petit  nombre  de 
principes  généraux  et  les  problèmes  de  Mécanique 
sont  peut-être  ceux  qu'on  peut  aborder  avec  le  moins 
d'hésitation. 

A.  S. -G. 
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elles  sont  alors  liées  par  les  relations  de  la  Trigonométrie^ 
convenablement  modifiées, 

P         ^         Q        ^         R 

sm(Q,  H;""  sin(H,  P;  ~  sin(P,Q)' 

Pî=Q2-HR2-t-2QRC0S(Q,  R).... 

Souvent  le  point  considéré  est  attaché  à  un  fil  dont  l'ex- 
trémité est  sollicitée  par  une  force  connue,  ou  fixée  en  un 
point  invariable.  Dans  le  premier  cas,  le  fil  se  dirige  sui- 
vant la  force  qui  le  sollicite,  et  sa  tension  est  égale  à  cette 
force  si  l'on  regarde  le  fil  comme  de  masse  négligeable  ; 
dans  l'autre  cas,  la  tension  est  inconnue  a  priori;  mais,  en 
exprimant  que  l'extrémité  est  fixe,  on  a  une  condition  qui, 
jointe  aux  autres  conditions  de  l'équilibre,  permettra  de 
déterminer  la  tension  du  fil  et  la  position  du  point  matériel. 
Quand  un  fil  sans  masse,  en  équilibre  ou  non,  passe  sur 
une  très  petite  poulie  ou  dans  un  anneau  parfaitement 
poli,  les  deux  brins  du  fil  ont  la  même  tension  :  autrement 
le  fil  se  mouvrait  du  côté  où  il  est  le  plus  tendu  avec  une 
vitesse  infinie,  ce  qu'on  ne  peut  admettre. 

2.  Résultante  des  attractions  exercées  sur  un  point  M 
par  des  points  fixes  avec  des  intensités  proportionnelles 
à  la  distance;  position  d'équilibre. 

Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  rectangulaires  de  M  ;  Xi , 
ro  Zs\  ^2)  y 2',  -^2?  •••  celles  des  points  fixes;  rj,  r2,...  les 
distances  de  ces  points  à  M.  L'intensité  de  la  force  exercée 
par  le  premier  de  ces  points  fixes  a  pour  expression  X«  r^\ 
et,  comme  elle  est  dirigée  suivant  la  droite  dont  les  cosinus 

directeurs  ^nt  -^ ?   •••>  ses  projections  sur  les  axes 

sontX|(^i  —  x)^  X|  {y  s  —  y),  \\{z^  — z).  On  a  des  résul- 
tats analogues  pour  les  autres  points,  et  les  composantes 
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de  Fatlraction  totale  sont 


3 


x  = 

:Xi(a?i- 

■X)-^\t(Xi  — 

-a:)H-.. 

•  > 

Y- 

Myi- 

■y)'^Myt'- 

-r)-+--- 

•  > 

Z  = 

:Xi(Zl- 

-z)-^  Xi(zj- 

-  ^)4-.. 

•   • 

M  serait  en  équilibre  si  Ton  avait 

Xj a?! -4- XjiFî -+-...  Xj  ri-»-Xjyj-i-...  X,^i-f-... 

a:  =  — ,     y  =  — 9  z=- r . 

AiH- AjH-...  Ai-+- A/5j-H...  Aj -t- Aj-t-... 


Si  Xi,  X,,.  . .  sont  proportionnels  aux  masses  des  points 
attirants,  on  en  conclut  que  la  position  d'équilibre  est  au 
centre  de  gravité  du  système  de  ces  points  :  en  tout  autre 
lieu,  le  mobile  est  attiré  vers  ce  centre  comme  si  toutes  les 
masses  attirantes  y  étaient  réunies. 

3.  Position  d'équilibre  d'un  point  M,  attiré  vers  les 
trois  sommets  d'un  triangle  par  des  forces  constantes,  mais 
qui  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport  que  les  côtés 
opposés  aux  sommets  dont  elles  émanent  respectiv^ement. 

On  peut  désigner  les  trois  forces  (Jig*  i)  par  P  =  Xa 


suivant  MA,  Q  =  X J  suivant  MB,  R  =  Xc  suivant  MG.  La 
relation 

pî  =  Q»-+-R>-4-  2QRcos(Q,  R) 

donne,  en  divisant  tout  par  X', 

a»=:  b^-\-  c» -4-  2ÔC  cos(P,  Q). 


4  RECUEIL    D  EXERCICES 

Comparant  avec  la  relation  qui  lie  a^b^  c  et  A,  on  en 

conclut 

(Q,  R)=EMF=:7r— A. 

De  même  FMD  =  tt  —  B,  DME  =  tt  —  C.  Le  point  M 
est  à  l'intersection  des  segments  capables  des  angles  tt  —  B, 
TT  —  C  décrits  respectivement  sur  AC  et  AB.  Soit  A  le  plus 
grand  des  angles  du  triangle  \  s'il  est  aigu,  les  deux  seg- 
ments se  coupent  à  l'intérieur  du  triangle,  car  leurs  tan- 
gentes en  A,  faisant  respectivement  avec  AC  et  AB  les 
angles  B  et  C  dont  la  somme  est  ^  A,  les  segments  empiè- 
tent l'un  sur  l'autre.  11  est  aisé  de  voir  qu'alors  M  est  le 
point  de  concours  des  hauteurs  de  ABC  ;  car  les  quadrila- 
tères inscriptibles  AEMF,  FMDB  donnent 

AFM  -+-  AEM  =  TT,     AMF  =  AEF  ==  ABC. 

La  dernière  égalité  prouve  que  le  quadrilatère  BCEF  est 
inscriplible  ;  les  angles  AEM,  AFM  sont  donc  égaux  ;  nous 
venons  de  voir  qu'ils  sont  supplémentaires  :  ils  sont  donc 
droits,  et  BE,  CF  sont  deux  hauteurs  de  ABC. 

Lorsque  A  est  obtus,  les  deux  segments  capables  n'ont 
d'autre  point  commun  que  le  sommet  A;  or  le  point  attiré 
ne  saurait  y  être  en  équilibre,  même  en  supposant  à  la 
force  P  telle  direction  qu'on  voudra;  car  les  forces  Q  et  R^ 
dirigées  suivant  AB  et  AC,  peuvent  se  représenter  respec- 
tivement par  des  droites  AC'^=:).AC,  AB'=XAB  :  si  l'on 
construit  leur  parallélogramme,  la  diagonale  partant  de  A 
ne  sera  pas  égale  à  B'C,  c'esl-à-dire  à  XBC  ou  P;  les  trois 
forces  ne  se  détruiront  pas,  et  il  n'y  aura  aucune  position 
d'équilibre.  Le  point  de  concours  des  hauteurs  de  ABC 
serait  une  position  d'équilibre  si  la  force  émanant  du  som- 
met A  était  répulsive. 

4.  Position  d'équilibre  d'un  poids  C  attiré  vers  deux 
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points  pareils  A,  B,  situés  sur  une  horizontale,  par  des 
forces  ^variant  en  raison  in\^erse  de  la  distance. 

Soient  a,  t,  c  les  côtés  de  ABC  \  P  le  poids  du  mobile  C; 
les  attractions  qu'il  reçoit  de  A  et  de  B  peuvent  se  repré- 

senter  par  —5  — »  X  étant  la  distance  pour  laquelle  rat- 
traction  serait  égale  au  poids.  Egalons  à  zéro  la  somme  des 
projections  horizontales  et  verticales  des  forces  agissant 
surC  : 

>P  ^p  )P  >p 

-r  cosA cosB  =  0,     -^sinA  H slnB  —  P  —  o. 

o  a  b  a 

O         1  7  sinA       sinB  ,,    . 

Kemplacons  a  el  b  par  c-r— 7,  »  c  -r-jzy  et  réduisons  : 
^      *  ^         sinC        sinC 

.  /sinA        siiiBX  c 

sm2A=:  sm2B,     l    -.—-  -h    .  — r     —  - -— • 

\smB       SinA/       siiiC 

Il  y  a  deux  solutions  : 
1°  A=B,     sinC=  ~. 

2À 

Cette  solution  n'est  acceptable  que  si  c<^  ^X^  ABC  est  iso- 
scèle,  G  étant  susceptible  de  deux  valeurs  supplémentaires. 

A=  -  —  B,     smC  =  i, 
9. 

2®       "/ 

f  C  =  A(laneA-f- cotA)= -1 -j      sm2A— - — • 

[  V  o  .  /  SIII2A  c 

Il  faut  que  c  soit  ^aX-,  à  cette  solution  correspondent 
deux  triangles  rectangles  symétriques  par  rapport  à  la  ver- 
ticale issue  du  milieu  de  AB. 

Il  y  a  toujours  deux  positions  d'équilibre,  et  pas  davan- 
tage. 


6  RECUEIL    d'exercices 

Ce  problème  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 

Trouver  les  positions  d'équilibre  d'un  point  (a:,  y) 
attiré  vers  des  centres  fixes  {xx^y^^  Xj,  j'^j.. . .),  situés 
dans  un  plan,  ay^ec  des  intensités  réciproques  à  la  dis- 
tance et  proportionnelles  aux  masses  des  points  attirants. 

Les  coordonnées  étant  rectangulaires,  m,-  désignant  la 
masse  du  centre  a:;,  yi^  les  équations  d'équilibre  sont  évi- 
demment 

Ces  équations  ont  une  interprétation  remarquable  :  ajou- 
tons-les, après  avoir  multiplié  la  seconde  par  —  yj —  i , 


—  ^v—  y/—  I  ir — Xi)  __  V ^' 


G. 


^     '    {^  -  J^iY -\- {X  —  Xi)'        ^  :r:  —  j;,- ~h  \/'^{x  —  Xi) 

Posons 

Z=:.x  H-r V^—  I,       Zi=  .Ti-hXi  V^—  I» 

ce  qui  revient  à  définir  chaque  point  du  plan  comme  l'af- 
fixe  de  l'imaginaire  z]  Téqualion  précédente  s'obtiendrait 
en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  la  fonction 

F(z)==  {z—ziy^t{z  — 22)^2,,,. 

Pour  en  déduire  notre  cas  particulier,  nous  supposerons 
d'abord  G  non  pesant,  mais  attiré  par  A  et  B  et  par  un 
point  H  situé  sur  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  ;  on 
prendra  cette  droite  pour  axe  des  y^  AB  pour  axe  des  x  ; 

alors  Zt=-y  S2= f  Zz  =  h\J —  i.  Faisons  mi  =  7722  =  5^, 

et  choisissons  m%  de  manière  que,  pour  l'origine,  les  at- 
tractions de  A  et  de  H  soient  dans  le  rapport  de  — - 

à  P  :  on  aura 

—  = >     m%  =  lu 

c        cmz 
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La  fonclion  F  [z)  considérée  précédemment  sera  ici 

Égalant  F' (-5)  à  zéro  : 

i\z{z  —  h /— i)  -\-hlz^  —  -cA  —  o. 

Remplaçons  z  par  x-\-ysJ — i,  et  séparons  les  parties 
réelles  et  imaginaires  : 

(2 X  -f-  A)  (a?*  — ^')  -\-i\hy  —  -  Ac*  =  0,     (7X-^h)xy  —  X hx  —  o. 

Divisant  maintenant  par  h  et  faisant  h  infini, 

^*  — ^'^  -T-  2  Xj^  —  -  c*  =  o,     a:^  —  X  a?  =  o  ; 

on  en    déduit  les  quatre  positions  d'équilibre   trouvées 
géométriquement. 

5.  Un  fil  flexible  y  inextensible  et  sans  masse  estfl^xé 
à  l'une  de  ses  extrémités  B  :  il  porte  en  G  un  poids  P  qui 
y  est  attaché  à  une  distance  connue  adeB;  puis  il  passe 
sur  une  très  petite  poulie  A  située  à  la  même  hauteur 
que  B  ;  enfin  il  porte  un  poids  Q  à  Vautre  extrémité,  qui 
est  libre.  Quelle  est  la  figure  d'équilibre?  Cas  dePz=Ç^, 

La  tension  du  cordon  CA  est,  d'après  une  remarque  faite 
au  commencement,  égale  à  celle  de  AQ,  c'est-à-dire  à  Q  : 
le  point  G  est  donc  en  équilibre  sous  l'influence  d'une 
force  Q  dirigée  suivant  GA,  d'une  force  verticale  P  et  d'une 
force  inconnue  T  qui  n'est  autre  que  la  tension  du  cordon 
CB.  Ghacune  de  ces  forces  est  proportionnelle  au  sinus  de 
l'angle  des  deux  autres  . 

(0 


cosB       sinG       cosA 
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Soit  AB=  c;  on  a,  dans  le  triangle  ABC, 


.    -,       csinB          ,   /         I  —  cos^B 
sinC  =  — > —  =  ^1/  -r-, — i 


ac  cos  B 

,  P  cosB 

Egalons  à  la  valeur  — ^ —  qu'on  déduit  de  (i),  et  rédui- 
sons :  il  vient 

(2)    aacPî  cos'B  —  (a«Pï+  c«P'-i-  c«Q«)  cos»B  ■+■  c«Q«=  o. 

Les  équations  (i)  exigent  que  B  soit  aigu,  et  aussi  A  si 
l'on  veut  que  Tsoit  positif;  cette  dernière  condition  exige 

que  c  soit^  a  cos  B,  ou  cos  B  <C  —  •  On  ne  peut  donc  prendre 
que  les  racines  dé  l'équation  (2)  qui  sont  positives,  infé- 
rieures à  —  ainsi  qu'à  l'unité.  Le  premier  membre  de  l'é- 
quation (2)  est  positif  pour  cosB=  o,  négatif  et  égal  à 
—  P2(a — cY  pour  cosB  =  i;  il  s'annule  toujours  pour 
une  valeur  de  cosB  comprise  entre  o  et  i  ;  quand  c  est  }>  a, 
cette  racine  est  acceptable  et  donne  une  figure  d'équilibre. 

Lorsque  c  est  <  a,  il  faut  exprimer  que  la  racine  est  <^  - 

ou  que  le  premier  membre  de  l'équation  est  •<  o  pour 

cosB  =  -;  le  résultat  de  cette  substitution  est 
a 

C'— -,— (Q^-P^); 

les  deux  premiers  facteurs  étant  positifs,  il  faut  Q<:^  P  :  il 
y  a  alors  une  figure  d'équilibre  ;  mais,  si  Q  >►  P,  l'équilibre 
est  impossible-,  le  point  G  serait  tiré  jusqu'en  A,  et  AC  ne 
serait  pas  rectiligne  comme  on  l'a  supposé.- 

Dans  le  cas  de  P  =  Q,  l'équation  (2)  pourrait  être  ré- 
solue, car  elle  admet  la  racine  -;  mais  il  est  plus  simple  de 
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remarquer  que  les  équations  (i)  donnent  alors 

sinC  =  cosB,     d'où     C  =  -  ±  B. 
Le  signe  +  suppose  c  >  a  ;  alors 


a       cosaB 


,      cosB  =  — -(a-f-/a2-h  8c*)- 


c         cosB  4^ 

Quand  c  est  <i  cl^  on  prend  C  = Bet  ABC  est  rectangle 

en  A,  alors  T  est  nul,  comme  l'exige  la  verticalité  du  fil  AG. 
Si  le  poids  P  était  porté  par  un  anneau  dans  lequel  pas- 
serait le  fil,  on  trouverait  facilement 

p 

T  =  Q,    sinA  =  sinB  =  — T^r- 

EXERCICES. 

1.  Position  d'équilibre  d'un  point  non  pesant  attiré  vers  deux 
points  fixes  suivant  la  loi  de  Newton. 

2.  Un  point  attirésuivantlaloideNewton  par  trois  masses  placées 
en  A,  B,  C  est  en  équilibre  au  point  de  rencontre  0  des  médianes 
du  triangle  ABC  ;  déterminer  le  rapport  des  masses  attirantes. 


Elles  sont  inversement  proportionnelles  à  OA  ,  OB  ,  OC  . 

3.  Montrer  qu'un  point  placé  dans  le  plan  d'un  polygone  et 
soumis  à  des  forces  perpendiculaires  aux  côtés  et  proportion- 
nelles à  leurs  longueurs  est  en  équilibre. 

4.  Les  extrémités  A,  B  d'un  fil  sont  fixées  en  deux  points  d'une 
horizontale;  déterminer  les  points  C  et  D  du  fil  auxquels  il  fau> 
drait  attacher  deux  poids  donnés  pour  que,  dans  l'état  d'équi- 
libre, ABCD  fût  un  trapèze  de  hauteur  h.  (Walton.) 

Prendre  les  angles  CAB,  DBA  pour  inconnues  auxiliaires. 

Cas  où  le  point  doit  rester  sur  une  surface  ou  une  courbe. 

6.  Quand  un  point  sollicité  par  des  forces  F,  F',  .  . 
est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  ou  une  courbe  rigide 
€t  polie,  il  peut  être  en  équilibre  sans  que  la  résultante  des 
forces  soit  nulle;  il  suffit  qu'elle  soit  normale  à  la  surface 
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OU  à  la  courbe^  autrement  dit,  les  forces  représentées  par 
les  projections  de  F,  F', . . .  soit  sur  le  plan  tangent,  soit 
sur  la  tangente,  se  font  équilibre. 

Soient  X,  Y,  Z  les  sommes  des  projections  de  F,  F', . . . 
sur  trois  axes  rectangulaires  j  pour  que  le  mobile  soit  en 
équilibre  au  point  x^y^  z  d'une  surface  ({>(  j:,  j^,  «)  =  o,  on 
doit  avoir 

(I  î^y_  =  .^. 

^  ?x  ^y  ?5 

Le  point  doit-il  être  en  équilibre  en  un  point  d  une  courbe 
sur  laquelle  les  déplacements  dx^  dy^  dz  sont  liés  par  les 
deux  équations  de  la  courbe,  on  a 

(2)  ILdx  -^Xdy  -h  Zdz  —  o. 

On  peut  résoudre  les  mêmes  questions  en  traitant  le 
point  comme  un  point  libre,  pourvu  qu'aux  forces  exté- 
rieures F,  F',  ...  on  adjoigne  la  réaction  de  la  courbe  ou 
delà  surface;  on  n'en  connaît  pas  la  grandeur  a  priori, 
mais  on  sait  qu'elle  est  normale  :  elle  est  d'ailleurs  égale  et 
opposée  à  la  résultante  des  projections  de  F,  F^,  ...  soit 
sur  la  normale  à  la  surface,  soit  sur  le  plan  normal  à  la 
courbe.  Quand  le  point  doit  être  en  équilibre  sur  une  sur- 
face dans  laquelle  il  ne  peut  pénétrer,  mais  dont  il  peut 
s'éloigner  d'un  certain  côté,  la  résultante  des  forces  F, 
F',  ...,  qui  est  encore  normale,  doit  être  dirigée  vers  la 
partie  de  Tespace  où  le  mobile  ne  peut  pénétrer;  et  Ton 
sait  {Calcul  dijfférentiel  de  M.  Bertrand,  p.  94)  que  la 
portion  de  normale  tracée  dans  la  région  de  l'espace  pour 
laquelle  ç(^,  jk?  -s)  >  o  a  pour  cosinus  directeurs 

v?i.  viv  è?i.  v  =  +  /(<?i)^  +  (<p;.)'+(?i)'. 
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Au  lieu  de  chercher  les  positions  d^équilibre  d'un  point 
sur  une  ligne  ou  une  surface  donnée,  cherchons  quelle  doit 
être  la  nature  de  cette  ligne  ou  de  cette  surface  pour  que  le 
point  y  soit  partout  en  équilibre  sous  l'action  de  forces  don- 
nées ;  appelons,  pour  abréger,  ces  lieux  courbes  ou  sur/aces 
de  niveau.  Les  équations  (i)  et  (2)  doivent  être  satisfaites 
pour  tous  leurs  points;  mais,  au  lieu  de  définir  les  surfaces 
par  les  équations  simultanées  (i),  il  revient  au  même  de 
les  regarder  comme  déterminées  par  l'équation  différen- 
tielle totale  (2)  ;  elle  peut  n'être  pas  intégrable  :  alors  il  n*y 
a  pas  de  surface  de  niveau  pour  les  forces  données.  Quant 
aux  courbes,  cette  équation  (2)  ne  suffirait  pas  à  les  définir  : 
il  faut  se  donner  une  surface  sur  laquelle  elles  doivent  se 
trouver.  Lorsqu'il  s'agit  de  courbes  planes  situées  dans  le 
plan  xy,,  on  fera  ^  =  o  dans  les  équations  qui  précèdent. 

7.  Un  point  pesant  est  placé  sur  une  ellipse  dont  le  petit 
axe  est  vertical  et  exerce  sur  ce  point  une  action  répul- 
sii^e  horizontale  proportionnelle  à  la  distance  du  point  à 
l'axe  :  position  d'équilibre,  pression  correspondante. 

Les  composantes  de  la  force  qui  sollicite  le  point  sont 

X=:X.r,      Y-- — p. 


L'équation  de  Tellipse  -r,  H-  y  =1  donne 


:rd.T        ydr 

La  condition  X  rfo:  -h  Y  rfj^  =  o  devient 

ci"  b^ 

La  solution  x  =^0  montre  qu'il  y  a  équilibre  si  le  point 
est  aux  extrémités  du  petit  axe  5  la  pression  sur  l'ellipse  est 
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le  poids  du  corps.  L'autre  solution 


J  = 


pb^ 


donne  deux  positions  d*<Squilibre  si  Xa*]>pè.  La  pression 
exercée  sur  la  courbe  a  pour  composantes 


yi  =  ±->]Va'  —  p'b\     Yr= 
a 


P'y 


ces  composantes  sont  de  même  signe  que  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  extérieure  r=  cf"',?  ï;  ? j  •  ^^  point  est  donc 
appuyé  contre  la  partie  concave  de  Tellipse. 

8.  Trouver  dans  un  plan  vertical  une  courbe  de  niweau 
pour  un  point  pesant,  repoussé  de  l* axe  des  j,  qui  est 
vertical,  par  une  force  X  x. 

En  tous  les  points  de  la  courbe,  on  doit  avoir 

\xdx  — pdy  =:  o; 


•   .  / 


intégrant. 


Xx"-^  2p(x—x.)  =^o. 


On  a  des  paraboles  égales,  dont  l'axe  est  Taxe  des  y;  la 
pression  est  dirigée  vers  l'extérieur  et  égale  à  yA^^-  +/^'- 

9.  Trousser  dans  un  plan  une  courbe  de  nis^eau  pour  un 
point  repoussé  de  V origine  as^ec  une  force  proportion- 
nelle à  la  distance  et  sollicité  par  une  force  constante  di- 
rigée suivant  la  tangente  du  côté  où,  les  rayons  vecteurs 
des  points  de  cette  droite  vont  en  diminuant. 

Soient  F  la  force  constante,  — la  force  émanant  du  pôle , 

leurs  composantes  sont — F-^-j  — F-7-et— ^i  -^;  la  con- 
*■  as  as        a       a 
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dition  d'équilibre  devient,  après  avoir  divisé  par  F, 

On  aurait  aisément  Tintégrale  en  prenant  des  coordonnées 
polaires*,  mais,  si  Ton  écrit  l'équation  sous  la  forme  équi- 
valente 

d.r  dr 

ds       -^  ds  ' 

elle  exprime  que  la  distance  de  l'origine  à  une  normale 
quelconque  de  la  courbe  est  égale  à  a  ^  la  ligne  cherchée 
est  donc  la  développante  d'un  cercle  ayant  pour  centre  le 
pôle  et  pour  rayon  a.  La  pression  normale  est  égale  à 


elle  est  proportionnelle  au  rayon  de  courbure  de  la  déve- 
loppante, 

10.  Position  d'cijuilibre  d'un  point  pesant  assujetti  à 
rester  sur  une  hélice  dont  l'axe  est  vertical;  un  point  de 
l'axe  repousse  le  mobile  a^^ec  une  intensité  réciproque  au 
carré  de  la  distance. 

Prenons  le  centre  de  répulsion  pour  origine,  l'axe  de 
l'hélice  pour  axe  des  z,  et  appelons  a  le  rayon  du  cylindre 
qui  contient  l'hélice.  Si  la  force  répulsive  est  P  à  la  dis- 
tance c,  ses  composantes  seront,  pour  la  distance  y/a'H-  z*, 

Pc^r  Pc^f  Vc^z 


,       Tî       r« 


3  '  3  '  8 


(^a^^x^y        {a^-^-x^y         {a'-hz^y 
Pour  tous  les  points  de  l'hélice,  on  a 

JK  dx  -^  j-  djr  =:z  O  ; 
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la  condition  d'équilibre  se  réduit  à  Z==  o,  ou,  en  divisant 
par  P, 

3 

c^z  —  (c*  ■+-  z^)^  =  o. 
Posons  a^  -H  5^  =  w,  nous  aurons  l'équation 

On  ne  peut  admettre  que  les  racines  >>  a^.  Or  f(a^)  et 
y  (oo)  sont  positifs  ;  pour  qu'il  y  ait  une  position  d'équilibre, 
il  faut  que  la  racine  positive  de  l'équation  dérivée  soit  >►  a^ 
et  rende /(w)  <;  o;  cette  double  condition  est  comprise 

dans  Tinégalité  c*'^  -a^yj'i.  Si  elle  est  vérifiée,  il  y  aura 

deux  positions  d'équilibre,  et  non  quatre,  parce  qu'à  chaque 
valeur  de  u  il  faut  faire  correspondre  la  valeur  de  z  qui  est 
positive.  La  pression  exercée  sur  la  courbe  aura  pour  com- 
posantes 


9         • T  >         O  . 


.3.  i. 


Elle  est  dirigée  suivant  la  normale  principale  de  l'hélice, 
et,  comme  le  reste,  indépendante  du  pas. 

1 1 .  Trouver  sur  une  sphère  une  courbe  de  niveau  pour 
un  point  pesant,  attiré  vers  l' extrémité  d'un  diamètre 
horizontal  par  une  force  réciproque  au  cube  de  la  dis- 
tance. 

Prenons  pour  origine  le  centre  de  la  sphère  dont  le  rayon 
est  a,  et  faisons  passer  Taxe  des  x  par  le  point  attirant^  les 
composantes  de  l'attraction  peuvent  se  représenter  par 

La  condition  d'équilibre  en  un  point  de  la  courbe  cherchée 
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sera 

Or 

(a  — a7)*-i-^*-+-z*  =  2a(a--a?)    et    x  dx -^ y  dy -\- z  dz  =  o\ 

donc 

c'  dx  j 

—  dz  =  o,    c^=  <^a(a  —  x)(z  —  ^o). 


4a(a  —  x)^ 


Les  courbes  cherchées  sont  à  double  courbure  et  se  pro- 
jettent, sur  le  plan  des  xz,  suivant  des  portions  d'hyper- 
boles équilatères  dont  une  asymptote  louche  la  sphère  au 
point  attirant.  La  pression  sur  la  courbe  se  calcule  aisément 
pour  chaque  point  : 

12.  Positions  d'équilibre  d'un  point  pesant  assujetti  à 
rester  sur  la  surface  d'un  ellipsoïde  dont  le  petit  axe  est 
vertical.  Le  point  est  attiré  vers  une  extrémité  de  Vaxe 
moy.en  par  une  force  proportionnelle  à  la  distance,  et  qui 
serait  égale  au  poids  du  point  s'il  était  au  centre  de  la 
surface. 

Prenons  le  grand  axe  pour  axe  des  Xj  l'axe  moyen  pour 
axe  des  y,  l'autre  pour  axe  des  z;  l'équation  de  l'ellip- 
soïde sera 

X*       y*      z^  __ 

Les  composantes  de  la  force  qui  sollicite  le  point  (x,  y,  z 
sont 

X  =  -¥,     Y=-P^,     Z=-P±±±.         . 
O  O  à 
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Par  suite,  les  équations  d'équilibre  sont,   eu  multipliant 

ù 
par  —  p, 

.  .r         X  —  b  z  -\-  h 

a»  b^  c' 

Ce  sont  précisément  les  conditions  pour  que  la  normale 
à  Tellipsoïde  en  x^  y^  z  passe  au  point  S  dont  les  coordon- 
nées sont  o,  i,  —  i.  Le  résultat  pouvait  se  prévoir,  car  les 
valeurs  de  X,  Y,  Z  montrent  que  la  force  attractive  et  la 
pesanteur  se  composent  en  une  attraction  aussi  propor- 
tionnelle à  la  distance  et  émanant  de  S. 

Les  équations  (i)  se  réduisent  à  une  seule  en  faisant 
a:  =  o  ^  mais  on  ne  trouve  alors  que  deux  systèmes  de  va- 
leurs réelles  pour  y  et  z;  car  on  ne  peut  mener  que  deux 
normales  à  la  trace  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  yz  par  notre 
point  S  qui  est  extérieur  à  la  développée  de  cette  trace. 
Dans  Tune  des  solutions,  la  valeur  de  z  est  négative  •,  dans 
l'autre,  positive ^  comme  la  composante  Z  de  la  pression 
sur  l'ellipsoïde  est  toujours  négative,  il  en  résulte  que 
dans  la  première  position  le  point  est  pressé  contre  le  côté 
concave  de  la  surface,  dans  l'autre,  contre  le  côté  convexe. 

En  supposant  a: ^o,  les  équations  (i)  donnent  deux  nou- 
velles positions  d'équilibre  à  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et 
de  la  droite 

b^  bc^ 


r  =  — 


a?  —  6'  a?-  —  c 


i 


Ces  points  sont  réels  si  a*  (rt* — ih^)[œ- — c*)^>Z>*c*(a® — &')*; 
le  point  y  sera  pressé  contre  le  côté  convexe  de  la  surface  \ 
en  sorte  que,  si  le  mobile  était  posé  dans  l'ellipsoïde,  il 
n'aurait  qu'une  position  d'équilibre. 

13.   Trouver  les  surfaces  de  niveau  pour  un  point  dont 
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le  poids  est  P,  et  qui  est  attiré  vers  un  point  fixe  O  par 
une  force  constante  Q. 

Prenons  pour  origîne  le  point  O,  et  pour  axe  des  z  une 
verticale  dans  le  sens  de  la  pesanteur  5  les  composantes  de 
l'attraction  du  point  O  sont 

-Q^  -Qj  -Qz 

—  < 


en  sorte  que  Téquation  des  surfaces  de  niveau  sera 


d'où 


xdjn-\-ydx  '\-zdz 

rdZ  (^ rr  —  -— =0, 


p 

V/x' 4- j' +  z' =  -  (2  — c). 


Les  surfaces  de  niveau  sont  les  lieux  des  points  tels 
que  leurs  distances  à  l'origine  et  au  plan  z  =  c  soient  dans 
un  rapport  constant  :  ce  sont  des  surfaces  de  révolution 
autour  de  Taxe  des  z,  et  leur  méridienne  est  une  conique 
ayant  pour  foyer  Forigine,  pour  directrice  la  droite  z  =z  c^ 
ce  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole,  selon 
que  P  sera  <C  Q,  =  Qi  ^  Q  5  niais  il  ne  faut  prendre  que 
les  points  pour  lesquels  z  —  c  est  >  o,  c'est-à-dire  ceux 
qui  sont  au-dessous  du  plan  z  =  c*^  les  autres  correspon- 
dent au  cas  où  Q  serait  négatif,  c'est-à-dire  au  cas  où  le 
point  serait  repoussé  de  l'origine.  Lorsque  l'on  a  un  ellip- 
soïde ou  un  paraboloïde,  il  faut  que  c  soit  négatif,  et  toute 
la  surface  répond  à  la  question;  dans  le  cas  de  l'byper- 
boloïde,  c  peut  être  quelconque,  et  la  partie  utile  est  tou- 
jours la  nappe  inférieure  de  l'hyperboloïde. 

La  pression  exercée  sur  la  surface  est  dirigée  suivant  la 
partie  de  la  normale  qui  va  rencontrer  l'axe  des  z-^  sa  gran- 

De  S.-G.  —  Rec,  2 
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deur  est 


v/a72H-j^2-H^2 


=i/p^- 


Q2_2Q2        ^ 


-S  —  c 


Sur  l'ellipsoïde,  elle  va  de  P  +  Q,  au  sommet  supérieur, 
à  Q  —  P,  au  point  le  plus  bas  ;  dans  l'hyperboloïde,  elle  va 
de  P 4-  Q  ou  de  P  —  Q  à  y/P^— QS  selon  que  c  est  < o. 

Cas  où  il  y  a  des  frottements. 

14.  Lorsqu'un  corps  M  est  posé  sur  une  surface  natu- 
relle qui  n'est  jamais  parfaitement  polie,  une  force  lan- 
gentielle  quelconque  ne  suffit  pas  pour  le  faire  glisser;  elle 
doit  dépasser  une  certaine  limite  qui  est  celle  de  la  résis- 
tance de  la  surface  au  glissement  ;  cette  résistance  est  la 
force  de  frottement.  On  dit  habituellement  que  la  force  de 
frottement  est  égale  au  produit  de  la  pression  normale  N  par 
un  coefficient  constant  /;  mais  il  faut  bien  entendre  qu'il  s'a- 
git de  la  valeur  maximum  qu'elle  puisse  atteindre,  alors  que 
le  glissement  est  près  d'avoir  lieu  ;  si  le  corps  n'est  pas  près 
de  glisser,  la  force  de  frottement  n'est  qu'une  fraction,  in- 
connue a  priori,  de^N,  mais  égale  et  opposée  à  la  pro- 
jection de  la  force  extérieure  sur  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face. Quand  cette  projection  est  précisément  égale  à /N, 
le  corps  M  est  sur  le  point  de  glisser  suivant  cette  projec- 
tion :  la  condition  de  cet  équilibre  limite  est  facile  à 
exprimer,  puisque  N  est  égale  à  la  composante  normale  de 
la  force  extérieure.  De  même,  pour  qu'un  point  soit  près 
de  glisser  sur  une  courbe  dépolie,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
rapport  des  composantes  tangentielle  et  normale  de  la  force 
extérieure  soit  égal  à  /. 

Quand  M  glisse  sur  la  surface,  ilse  produit  encore  un 
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frottement  proportionnel  à  la  pression  normale;  mais  le 
rapport  est  exprimé  par  un  coefficient  moindre  que  celui 
du  frottement  au  départ.  L'angle  qui  a  pour  tangente  les 
coefficients  précédents  est  dit  angle  de  frottement  :  c'est 
l'angle  de  la  normale  à  la  surface  et  de  sa  réaction.  Obser- 
vons dès  à  présent  que  si  deux  surfaces,  toutes  deux  mo- 
biles, glissent  l'une  sur  Tautre,  elles  sont  soumises  à  des 
forces  de  frottement  égales  et  opposées,  dont  la  direction 
est  celle  du  glissement  relatif,  c'est-à-dire  qu'elle  est 
parallèle  au  plan  tangent  commun. 

15.  Trou\>er  sur  une  parabole  dépolie,  dont  l'axe  est 
vertical  et  la  comexité  tournée  vers  le  haut,  le  point  le 
plus  bas  où  puisse  rester  en  équilibre  un  corps  pesant^ 
attiré  vers  le  foyer  par  une  force  réciproque  au  carré  de 
la  distance,  et  qui  est  égale  au  poids  quand  le  corps  attiré 

est  au  sommet  :  le  coefficient  de  frottement  est-' 

Soient  p  le  demi-paramètre,  r  la  distance  du  foyer  au 
point  cherché,  a  l'angle  que  la  normale  en  ce  point  fait 
avec  le  rayon  vecteur  et  avec  la  verticale  ;  en  prenant  le 
poids  du  corps  pour  unité  de  force,  l'attraction  du  foyer 

sera  -^i  projetons  les  forces  sur  la  normale  et  sur  la  tan- 
gente ;  on  aura,  en  remarquant  que  le  mobile  est  sur  le 
point  de  glisser  vers  le  bas, 


N  =  cosa  (  I 


^),   ln  =  ^.(.-jr) 


On  trouve   aisément  que  r=  — ^-j-;  remplaçons-le  par 

cette  valeur,  et  éliminons  N  : 

3 
sina(i  —  cos*a)  —  -cosa(n-  cos*a)  =  o 

ou 

5  tangs  a  —  3  tang*  a  -f-  lo  tang* a  —  6  lang*  a  —  6  =  o. 
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Il  y  a  la  solution  tanga  =  i;  si  on  la  supprime,  il  reste 
l'équation 

5  tangua  -h  a  lang^a-f- 12  tang'a  h-  6  tanga  -1-6  =  0, 

qui  n'a  plus  de  racines  positives.  Le  point  cherché  est  à 
l'intersection  de  la  parabole  et  de  l'horizontale  menée  par 
le  foyer,  où  la  tangente  fait  un  angle  de  45  degrés  avec 
l'axe. 

16.  Soit  O  un  point  pesant  posé  sur  un  plan  dépoli 
qui/ait  un  angle  i  avec  Vhorizon  :  déterminer  V intensité 
de  la  force  ayant  une  direction  quelconque  donnée,  qu^il 
faut  appliquer  à  la  masse  O  pour  qu^elle  soit  sur  le  point 
de  glisser. 

Prenons  pour  origine  le  point  O,  pour  axe  des  ^  la  ligne 
de  plus  grande  pente  du  plan  dans  le  sens  descendant,  l'axe 
des  y  étant  horizontal  et  l'axe  des  z  suivant  la  portion  de 
la  normale  au  plan  située  au-dessus  ;  définissons  la  direc- 
tion donnée  par  ses  cosinus  directeurs  a,  p,  y.  Soient  F  la 
force  correspondante,  P  le  poids  du  corps  ;  les  composantes 
des  forces  extérieures  auxquelles  il  est  soumis  sont 

X=:PsiniH-Fa,     Y=Fp,     Z^Fy  — Pcosi. 

Le  corps  étant  posé  sur  le  plan  exerce  sur  lui  une  réaction 
—  Z  qui  doit  être  dirigée  en  dessous  ;  la  composante  qui 

tire  le  point  dans  le  plan  est  y/X^  -|-  Y^  ;  on  a  donc,  si 
l'équilibre  est  près  d'être  rompu, 

/(Fa-+-Psini)2-HF«p*  =  /(F  cosi—  F^). 

Pour  étudier  la  manière  dont  varie  F  quand  sa  direction 
change,  portons  sur  chaque  direction  une  longueur  pro- 
portionnelle à  la  valeur  correspondante  de  F,  P  étant  re- 
présenté à  la  même  échelle  par  une  longueur  a;  le  lieu 
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des  extrémilés  de  ces  droites  représentatives  a  pour  équa- 


tion 


(i)  ^(a?  -i-  asini)»  -h  j^*  =  tang(p(acose  —  z). 

C'est  la  nappe  inférieure  d'un  cône  droit  :  le  sommet  a 
pour  coordonnées  —  a  sinj,  o,  a  cosi  ;  Taxe  est  perpendi- 
culaire au  plan,  et  fait  avec  les  génératrices  l'angle  <p.  (La 
nappe  supérieure  répondrait  au  cas  où  le  mobile  serait  en 
dessous  du  plan.)  Lorsque  cp  >>  i,  le  point  O  est  à  l'intérieur 
du  cône;  si  la  direction  de  la  force  est  au-dessus  du  plan, 
il  y  aura  toujours  une  valeur  de  F  répondant  à  la  question  ; 
il  en  sera  de  même  si  F  est  dirigée  au-dessous  du  plan, 
mais  fait  avec  l'axe  du  cône  un  angle  >  ç  ;  quand  cet 
angle  devient  •<  cp,  la  demi-droite  correspondante  ne  coupe 
plus  le  cône,  et  le  problème  est  impossible.  Soit  mainte- 
nant o  <;  i  :  l'origine  est  en  dehors  du  cône  ;  la  ligne  d'ac- 
tion de  la  force  peut  ne  pas  rencontrer  la  surface,  et  dans 
ce  cas  le  problème  est  impossible  ;  si  elle  la  coupe  en  deux 
points,  la  force  correspondante  aura  deux  valeurs.  Il  faut 
remarquer  que,  dans  chaque  cas,  le  glissement  se  fait  dans 
la  direction  indiquée  par  les  composantes  X,  Y  ;  cette  di- 
rection n'est  pas  liée  d'une  manière  évidente  a  priori  à 
a,  p,  y;  mais  elle  est  parallèle  à  la  trace  du  plan  méridien  qui 
contient  Textrémité  de  la  droite  représentative  de  la  force. 

Du  point  O  on  peut  mener  deux  normales  au  cône,  et 
l'une  a  une  longueur  minima  ;  elle  fait  avec  le  plan  l'angle 
cp,  et  est  au-dessus  si  <p^î,  au-dessous  si  cp<;t;  c'est  la 
force  minimum  qui  mettra  le  corps  sur  le  point  de  glisser. 
La  seconde  normale  n'est  minima  que  parmi  les  droites 
comprises  dans  le  plan  méridien  de  l'origine;  elle  fait 
l'angle  cp  au-dessus  du  plan^  et  c'est  la  direction  la  plus 
avantageuse  pour  faire  remonter  le  corps  suivant  la  ligne 
de  plus  grande  pente  * 

Si,  dans  une  direction  donnée,  on  applique  une  force  re- 
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présentée  par  une  droite  qui  se  termine  à  l'intérieur  du 
cône,  il  n'y  a  pas  mouvement;  car^  pour  l'extrémité  de  cette 
droite,  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  moindre 
que  le  second;  la  composante  tangentielle  est  <C^f'  Si 
l'extrémité  de  la  droite  qui  représente  la  force  est  exté- 
rieure au  cône,  il  y  aura  mouvement  dans  le  sens  de  la 
droite  dont  les  projections  sont  X  et  Y. 

Lorsqu'on  donne  la  grandeur  de  F  et  qu'on  cherche  sa 
direction,  on  voit  que  cette  force  doit  se  trouver  sur  un 
cône  ayant  O  pour  sommet  et  pour  directrice  l'intersection 
du  cône  étudié  précédemment  avec  une  sphère  dont  le 
centre  est  O,  et  le  rayon  égal  à  la  droite  qui  représente  F. 

17.    On  donne  un  paraboloïde  xy  ^=  az  rapporté  à 

trois  axes  rectangulaires,  l'axe  des  z  étant  vertical  \  un 

poids  P  est  placé  sur  sa  surface  dépolie,  et  repoussé  de 

Vaxe  des  z  par  une  force  horizontale ,  proportionnelle  à 

la  distance  du  point  à  Vaxe,  et  qui  serait  égale  à  P  pour 

la  distance  a;  lieu  des  points  où  P  est  près  de  glisser. 

P.r 
La  force  qui  sollicite  le  point  a  pour  composantes  — ^  y 

—  5  — P;  il  suffit  d'écrire  qu'elle  fait  avec  la  normale  en 


x,  j*,  z  l'angle  de  frottement 


2P-^  -h  aP 


COS(f  =■ 


a 


/  l^\T^       P»r»  \, 


2  xy  ~\-  a^  Q.az  -^  a 


La  courbe  cherchée  est  donc  à  l'intersection  du  paraboloïde 
équilatère  avec  un  paraboloïde  de  révolution  ayant  même 
axe  :  c'est  une  courbe  gauche  à  branches  infinies. 
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EXERCICES. 

1 .  Un  poids  P,  posé  sur  un  plan  incliné,  est  tenu  en  équilibre  par 

deux  forces  égales  à  -  P,  Tune  horizontale,  l'autre  suivant  une  ligne 

de  plus  grande  pente  du  plan,  toutes  deux  tendant  à  faire  monter 
le  mobile;  calculer  l'angle  i  du  plan  avec  l'horizon.  (Ph.  Gilbert.) 
En  projetant  sur  la  ligne  de  pente,  on  trouve 

i        I 
tanç-  =  -• 

2.  Deux  poids  P,  P',  posés  sur  deux  plans  inclinés,  sont  atta- 
chés aux  extrémités  d'un  fil  sans  masse,  de  longueur  /,  qui  passe 
dans  un  petit  anneau  situé  verticalement  à  une  hauteur  h  au-dessus 
de  l'intersection  des  deux  plans,  supposée  horizontale  :  il  n'y  a  pas 
de  frottement.  Déterminer  les  angles  6,  6'  des  deux  parties  du  fil 
avec  l'horizon  quand  il  y  a  équilibre. 

On  exprime  que  P  et  P'  sont  maintenus  en  équilibre  par  la  ten- 
sion du  fil,  la  même  aux  deux  extrémités,  puis  on  évalue  les  deux 
portions  du  fil;  on  a 

Psini       _       P'sini'  /  —  i,  f       ^^^^  cosi'      "] 

cos(e  — 0  -  cos(6'— i')'        ~      [sia(0  — 0  "^  sin(0'— i')J' 

3.  Positions  d'équilibre  d'un  poids  P  assujetti  à  rester  sur  une  spi- 
rale hyperbolique  située  dans  un  plan  vertical  et  soumis  à  une  force 
répulsive  de  grandeur  constante  Q  émanant  du  pôle.(A.FuHRMANN.) 

Équation  de  la  forme  Qcosfx  =  P  sin((j.-t-  6). 

4.  Quelle  force  horizontale  faut-il  appliquer  à  un  poids  P  pour 
le  tenir  en  équilibre  en  un  point  quelconque  d'une  hyperbole  équi- 
latère  dont  une  asymptote  est  verticale  et  sur  laquelle  il  est  assu- 
jetti à  rester?  (A.  Fuhrmann.) 

5.  Trouver  sur  le  paraboloïde  x'^-\-  y'^^^ipz^  les  axes  coor- 
donnés étant  rectangulaires,  une  ligne  de  niveau  pour  un  point 
soumis  à  une  force  dont  les  composantes  sont 


On  a 


X2(iF  dy  —  y  dx)  —  \k^z  dz  —  o, 
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donc 

y^xdy  —  y  dx  _  [t-^dz  ^ 

la  ligne  est  sur  un  hélicoïde  à  plan  directeur. 

6.  Positions  d'équilibre  d'un  poids  P  assujetti  à  rester  sur  un 
ellipsoïde  dont  un  axe  est  vertical  :  le  point  est  en  outre  soumis  à 
une  force  répulsive  de  grandeur  donnée  Q,  émanant  du  centre. 

Les  positions  d'équilibre  sont  sur  quatre  droites  issues  du  centre 
et  situées  dans  les  plans  principaux  qui  sont  verticaux  ;  mais  on 
devra  remarquer  que  sur  chaque  droite  il  n'y  a  qu'une  position 
d'équilibre  ;  il  y  a  en  outre  le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  plus 
bas  de  la  surface. 

7.  Surfaces  de  niveau  dans  le  cas  d'une  force  ayant  pour  com- 
posantes 

8.  Surface  de  niveau  pour  un  point  pesant  attiré  vers  une  droite 
horizontale  par  une  force  perpendiculaire  à  cette  droite  et  inver- 
sement proportionnelle  au  carré  de  la  distance  du  mobile. 

C'est  une  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  hyperbole 
équilatère  autour  d'une  de  ses  asymptotes,  qui  est  verticale. 

9.  Un  poids  P,  posé  sur  un  plan  incliné  dépoli,  soumis  à  une 
force  horizontale  égale  à  P  qui  tendrait  à  le  faire  remonter  sui- 
vant une  ligne  de  plus  grande  pente,  est  sur  le  point  de  glisser  : 
calculer  l'angle  du  plan  avec  l'horizon. 

Cet  angle  est  45**±:«p,  suivant  que  le  point  est  près  de  glisser 
vers  le  bas  ou  vers  le  haut  :  il  faut  d'ailleurs  cp  <  45*. 

10.  Déterminer  les  régions  d'un  tube  hélicoïdal  à  axe  horizontal 
dans  lesquelles  un  point  pesant  peut  se  tenir  sans  glisser. 

11.  Un  poids  P,  posé  sur  un  plan  incliné  dépoli,  est  attaché  à 
une  des  extrémités  d'un  fil  qui  va  passer  sur  une  très  petite 
poulie  O  et  porte  un  poids  Q  à  sa  seconde  extrémité  qui  est  libre  : 
les  deux  brins  de  fil  sont  dans  un  plan  normal  au  plan  incliné.  Galr 
culer  l'angle  a  du  plan  avec  la  ligne  PO  quand  P  est  prés  de  glisser. 

La  tension  du  fil  est  Q  et  l'on  a 

Qcos(aifc  cp)  =  P  sîn(tqz  ç). 
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COMPOSITION  DES  FORCES  PARALLÈLES. 


18.  Quand  on  a  un  système  de  forces  parallèles,  mais  qui 
n'agissent  pas  toutes  dans  le  même  sens,  on  peut  les  traiter 
de  la  même  façon  dans  les  calculs,  à  condition  de  donner 
le  signe  -f-  à  celles  qui  ont  une  certaine  direction,  le 
signe  —  à  celles  de  direction  opposée.  Il  y  a  généralement 
une  résultante  parallèle  aux  forces  données,  égale  à  leur 
somme  et  dont  le  moment  par  rapport  à  un  plan  quel- 
conque est  égal  à  la  somme  des  moments  des  compo- 
santes; désignons  celles-ci  par  P,  P',  ...  et  les  coordonnées 
de  leurs  points  d'application  par  x^  y^  z\  x',  y ^  z' \  ...  : 
nous  aurons,  pour  déterminer  la  grandeur  de  la  résultante 
et  les  coordonnées  de  son  point  d'application, 

x>        ^xy  ^P^  2Pr  2P^ 

(i)        R  =  SP,    ^i=-2;ir'    ^1= -^F'    ^^'^'sF' 

le  point  x^j  y^^  Zt,  centre  des  forces  parallèles,  est  indé- 
pendant de  leur  direction. 

Soit 

^  _  y  _  z 

une  droite  à  laquelle  les  forces  sont  parallèles  ;  les  condi- 
tions d'équilibre  seront 

/    N  vo  2:Par       SPy       SPs 

(2)  2P  =  o,     =  __-il.  = 

Si  la  première  condition  est  seule  satisfaite ,  on  a  un  couple . 
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Pour  que  l'équilibre  ait  lieu  quelle  que  soit  la  direction 
(a,  P,  y),  il  faut  que  SP:r,  SPy,  SP^  soient  nuls-,  quand 
ces  conditions  sont  remplies,  si  Ton  change  non  pas  la 
direction  des  forces,  mais  l'orientation  du  corps  où  elles 
sont  appliquées,  il  y  aura  encore  équilibre,  et  le  système 
est  dit  asiatique. 

19.  Le  fait  de  l'existence  du  centre  des  forces  parallèles, 
unique  et  bien  déterminé,  et  les  règles  de  leur  composition 
peuvent  conduire  à  des  théorèmes  purement  géométriques, 
et  c'est  un  des  cas  si  intéressants  où  deux  parties  différentes 
de  la  science  se  rapprochent  et  se  prêtent  un  mutuel  appui. 

Ainsi,  appliquons  aux  quatre  sommets  d'un  tétraèdre 
quatre  forces  égales  et  parallèles  :  on  peut  trouver  leur 
résultante  en  composant  d'abord  trois  d'entre  elles  en  une 
seule,  puis  celle-ci  avec  la  quatrième;  ou  bien,  en  com- 
posantles  deux  premières,  puis  la  troisième  et  la  quatrième, 
et  enfin  les  deux  résultantes  partielles.  On  arrive  aux  théo- 
rèmes connus  de  Géométrie  :  dans  un  tétraèdre,  les  droites 
menées  de  chaque  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  face 
opposée  se  coupent  en  un  point  qui  les  divise  dans  le  rap- 
port de  3  à  I  :  ce  point  est  au  milieu  de  la  droite  qui  joint 
les  milieux  de  deux  arêtes  opposées. 

Soient  encore  appliquées  aux  sommets  A,  B,  G  d'un 
triangle  des  forces  parallèles  P  =  tangA,  Q  =  tangB, 
R  =  tangG;  deux  d'entre  elles  ont  une  résultante  appli- 
quée au  pied  de  la  hauteur  tombant  sur  le  côté  dont  elles 
sollicitent  les  extrémités  ;  donc  la  résultante  des  trois 
forces  est  appliquée  au  point  de  rencontre  H  des  hauteurs, 
et  égale  à 

F  =  tangA -t- tangB  -h  tangC  =  tangA  tangB  tangC, 

d'après  un  calcul  de  Trigonométrie  bien  connu.  Considé- 
rons maintenant  trois  autres  forces  appliquées  aux  mêmes 
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sommets  : 

_  sinA  ^  sinB  ^  sinC 


cosBcosC  cosGcosA  cosAcosB 

Les  deux  dernières  ont  une  résultante  appliquée  en  un 
point  I  de  BC,  tel  que 

IB  _sin2C 
ÎG  ~"  sinaB' 

On  reconnaît  aisément  que  ce  point  se  trouve  sur  la  droite 
qui  va  de  A  au  centre  du  cercle  circonscrit^  les  forces  Pi, 
Q,,  Ri  ont  une  résultante  appliquée  au  centre  S  du  cercle 
circonscrit,  et  égale  à 

„        sia2A  H- sinaB  H- sinaC  .  ^         ^         ^ 

F,  = =  2  tangA  tangB  tangC  =  2F. 

2cosAcosBcosC  000 

Cela  posé,  remarquons  que 

^       ^  .  sinA 

P  -f-  P.irr  tangAH 

ces  Becs  G 

sinAfcosBcosG -f- cosA)  .  ^         ^       ^ 

= ^ — i  z=  tangA  tangB  tangC  =  F  ; 

cosAcosBcosC  ^         ®  ^. 

on  peut  donc  composer  les  six  forces  données  soit  en  grou- 
pant celles  qui  sont  appliquées  à  un  même  sommet,  ce  qui 
donne  trois  forces  F,  dont  la  résultante  sera  au  centre  de 
gravité  O  du  triangle,  soit  en  formant  les  résultantes  par- 
tielles F  en  H,  2F  en  S,  et  les  composant^  il  s'ensuit  que 
le  point  O  est  sur  la  droite  SH,  de  telle  sorte  que  SO  =  2  OH. 
On  obtient  le  théorème  relatif  aux  six  segments  déter- 
minés par  une  transversale  sur  les  côtés  d'un  triangle  en 
composant  quatre  forces  :  P  et  Q  appliquées  en  A  et  B, 
R  et  — R  en  G. 

20.  Proposons-nous,  dans  le  cas  général,  de  composer 
trois  forces  parallèles  P,  Q,  R,  appliquées  aux  sommets 
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d'un  triangle  ABC.  Les  forces  Q,  R  peuvent  être  rempla- 
cées par  une  force  Q  +  R  appliquée  en  un  point  A' de  BC. 
Cette  dernière,  composée  avec  P,  donne  une  résultante 
appliquée  en  O: 

OA  OA'  AA' 


R-+-Q         P         P-HQ-+-R 

Or  OA'  et  AA'  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport  que 
les  triangles  OBC,  ABC;  les  aires  des  triangles  OBC,  OCA, 
OAB  sont  proportionnelles  aux  forces  P,  Q,  R. 

Cette  proposition  permet  de  décomposer  une  force  en 
trois  autres  qui  lui  soient  parallèles  et  dont  les  rapports  ou 
les  points  d'application  soient  connus.  Par  exemple,  si  trois 
hommes  soutiennent  par  les  sommets  une  planche  trian- 
gulaire homogène,  ils  auront  des  charges  égales;  car  les 
actions  de  la  pesanteur  sur  la  planche  se  composent  en 
une  force  appliquée  au  centre  de  gravité  ;  les  triangles  ayant 
pour  sommet  ce  point,  pour  bases  les  côtés  du  triangle^ 
sont  équivalents,  et  les  forces  dont  la  résultante  doit  dé- 
truire le  poids  de  la  planche  sont  égales. 

Etant  donné  un  disque  circulaire  soutenu  en  son  centre^ 
placer  sur  sa  circonférence  trois  poids  P,  Q,  R,  de  ma- 
nière que  le  disque  soit  en  équilibre. 

Désignant  par  A,  B,  C  les  points  où  l'on  attache  les 
poids,  O  le  centre,  on  aura 

aire  BOG  _  aire  CO A  _  aire  AOB      sin  BOG  _  sin  COA  _  sin  AQB 
P~Q"'R'  P~Q""R* 

Les  trois  angles  en  O  ont  pour  somme  2tc;  ils  seront  les  sup- 
pléments des  angles  d'un  triangle  ayant  pour  côtés  P,  Q,  R. 

21 .  Théorèmes  de  Leibnitz  et  de  Lagrange.  —  Soient  O 
une  origine  quelconque^  A|,  Aa,  ...  des  points  fixes  aux- 
quels on  applique  des  forces  parallèles  P^,  P2,  . . .,  Q  le 
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centre  de  ces  forces  parallèles  ;  si  l'on  considère  les  forces 
0A|  X  Pj ,  OA2  X  P2,  . . .  dirigées  suii^ant  0A| ,  OA2, . . . , 
leur  résultante  R  sera  dirigée  suivant  OG  et  égale  à 

OG(P^  +  P2  +  ...)- 

En  effet,  considérons  trois  plans  coordonnés  rectangu- 
laires passant  en  O,  et  écrivons  que  la  somme  des  moments 
des  forces  parallèles  par  rapport  à  chacun  de  ces  plans  est 
égale  au  moment  de  leur  résultante  ;  on  a  trois  équations 
de  la  forme 

(a)      i:PxOAcosAOX  =  (Pi4-Pj-f-...)OGcosGOX..., 

Ces  équations  expriment  précisément  que  les  forces  con- 
courantes PxOA  ont  pour  résultante  OGSP;  si  le 
point  O  était  en  G,  les  forces  P.GA  se  feraient  équilibre. 
Si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  trois  équations  (a), 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  trouve  la  relation 

(p)    ÔG*(2P)2=I:P20A^H-2SPiPîOAiX  OAsCOsAiOA,. 
En  remplaçant  2  0A|.0A2  COSA1OA2  par 


2 


OAi  -f-  OAj  —  A1A2  , 

on  obtient  une  expression  remarquable  de  R^,  due  à  La- 
grange, 

(y)  5g\2P)*=  SPSP.OÂ*—  SPjPj.ÂTa,*. 

Enfin,  si  l'on  suppose  que  le  point  O  coïncide  avec  G, 

o 

cette    équation    montre    que    ^ZP^PiAtAz     est    égal    à 

2  • 

SPSPGA  ;  en  le  remplaçant  par  cette  valeur  dans  (y),  on 

peut  tout  diviser  par  S P  et  il  vient 


-t 


OG  2P  =  2P.  OA  —  2P.GA  . 


22.  Cas  particulier  où  SP  s^annule.  —  Les  résultats 
qu'on  vient  d'obtenir  sont  encore  vrais  si  l'on  suppose 
quelques-unes    des   quantités  P<,  P2,  ...    négatives;  si 
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pourtant  SP  est  nul,  le  centre  des  forces  parallèles  P| , 
P2,  ...  n'existe  plus,  et  le  théorème  de  Leibnitz  est  inap- 
plicable; mais  on  peut  énoncer  un  théorème  particulier  à 
ce  cas  {voir  la  Note  II  de  M.  Darboux  à  la  suite  du  Cours 
de  Despeyrous)  :  la  résultante  Vi.des  forces  P/X  OAiest 
constante  en  grandeur  et  en  direction,  quel  que  soit  le 
point  O. 

Pour  le  démontrer,  je  considère  le  centre  G'  des  forces  pa- 
rallèles P^,P2,...j  dont  la  valeur  est  positive,  et  le  centre  G/' 
des  forces  P'^  j^P'g , . . . ,  qui  sont  négatives.  Appliquons  le  théo- 
rème de  Leibnitz  à  chacun  des  deux  groupes  :  il  vient,  en 
adoptant  la  notation  la  plus  ordinaire  des  égalités  géomé- 
triques, 

SP'x  OA'^ÔGTsF,     2F7ÔÂ^=0G\SP"; 
ajoutant,  et  tenant  compte  de  ce  que  SP''= —  SP',  on  a 

R  =^  2"FxOÂ  =  OG'SP'  —  OG'SP'  =  G"  G'  S  P', 

ce  qui  démontre  le  théorème;  d'ailleurs  l'équation  (y)  de 

■ ^ 

Lagrange  montre  que  R^  se  réduit  à  —  S  Pi  Po.A,  A2  . 

23.  Trouver  les  coordonnées  du  centre  I  du  cercle  in- 
scrit à  un  triangle  ABC,  sa  distance  à  un  des  sommets^ 
au  centre  T  du  cercle  circonscrit^  etc. 

On  reconnaîtra  très  facilement  que  si,  en  A,  B,  C,  on 
applique  trois  forces  parallèles,  égales  respectivement  aux 
côlés  a,  6,  c,  le  centre  de  ces  forces  est  en  I  et  qu'on  a  sur 
la  bissectrice  AA',  par  exemple, 

AA'  _  a-^-b  -\-  c  _     o.p 
^'^  AI   "■      6-4-c      ~T^~'c' 

Soient  donc  x\  y';  x\  ^ ;  cd" ,  y'"  les  coordonnées  des 
trois  sommets;  on  aura  celles  du  point  I  en  prenant  les 
moments  par  rapport  à  Ox  et  O^  : 

ax  -\-  hx" -\-  ex"'  a  r'-i-  bV -^r-cv'" 

X  = ,      y  =  -^ ^ ^— . 

2/>  %p 
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Les  distances  du  point  I  aux  points  remarquables  du 
triangle  s'obtiendront  en  appliquant  l'équation  (y)  de 
Lagrange  aux  forces  a,  6,  c  et  aux  points  A,  B,  C;  faisons 
d'abord  coïncider  le  point  O  avec  A  et  divisons  par 
(2P)2=  4/>2  :  on  aura 

-—2      b^c-^c^b        bca^ -h  cab^ -h  abc^        p  —  a, 
AI  = . -—r =  ^ bc  ; 

l'équation  (i)  ferait  connaître  AA'.  Si  nous  faisons  coïn-  • 
cider  O  avec  le  centre  T  du  cercle  circonscrit,  comme 
TA  =  TB  =  TC  =  R,  on  aura 

~2_  R'(a-f- 6  4- c)        abc 
~~  ip  ip  ' 

on  sait  que  abc  =  4^^^?  ^t  l'on  a,  par  suite, 

ÏT^=R2— 2Rr, 

égalité  remarquable  d'où  il  résulte  qu'étant  donnés  deux 
cercles  il  n'existe  qu'exceptionnellement  un  triangle  inscrit 
dans  l'un,  circonscrit  à  l'autre. 

On  pourra  trouver  quelques  autres  applications  de  l'équa- 
tion de  Lagrange  dans  une  Note  que  j'ai  publiée  en  jan- 
vier 1884,  dans  \qs Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 

24.  Un  vase  hémisphérique  très  mince,  de  poids  R, 
repose  par  sa  partie  conçexe  sur  un  plan  horizontal  et 
porte  deux  poids  P,  Q  aux  extrémités  A,  B  de  deux 
rayons  perpendiculaires  :  position  d* équilibre. 

Les  poids  P,  Q  se  composent  en  un  poids  P  +  Q  ap- 
pliqué en  un  point  G  facile  à  déterminer  sur  AB  ;  le  poids 
du  vase  est  appliqué  à  son  centre  de  gravité,  au  milieu  M 
du  rayon  perpendiculaire  à  la  base  ;  la  résultante  des  trois 
forces  devant  être  détruite  par  la  réaction  du  plan  fixe  sera 
dirigée  suivant  le  rayon  OH  qui  passe  au  point  d'appui,  le 
plan  MOG  sera  vertical,  en  sorte  que  OG  sera  la  ligne  de 
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plus  grande  pente  de  OAB.  Soit  a  l'angle  qu'elle  fait  avec 
le  plan  horizontal;  les  moments  de  R  et  de  Ph-  Q  par  rap- 
port au  plan  passant  par  OH  et  perpendiculaire  à  MOG  se 
détruisent;  donc 

OM  X  R  sina  —  OG(P  h-  Q)  cosa  =  o,     tanga  =  -— r      "*"  ^  . 
D'ailleurs,  par  la  formule  (P),  n**  21, 


OG  (P-+-Q)»=OA  xP*-hOB  xQ«; 


si  Ton  fait  OA  =  OB  ==  a,  OM  =  -,  il  vient 


a 


tanga  =  -  y/pa •+-  (^^ . 

2o.  Quand  on  considère  un  corps  parfaitement  rigide 
s'appuyant  sur  un  plan  par  plus  de  trois  points,  la  Statique 
laisse  indéterminées  les  pressions  aux  points  d'appui  ;  cette 
anomalie  disparaît  si  l'on  tient  compte  des  déformations 
éprouvées  par  les  solides  naturels  et  des  actions  moléculaires 
qui  en  résultent  :  il  y  a  des  cas  simples  où  le  problème  peut 
se  résoudre  aisément;  en  voici  un  exemple  :• 

Une  table,  qui  est  d'abord  horizontale  et  qui  doit  rester 
parfaitement  plane,  est  soutenue  par  n  pieds  verticaux 
AA',  BB',  . . .  d'égale  longueur,  reposant  sur  un  plan 
horizontal  rigide  et  fixe;  on  la  charge  de  poids  qui  ont 
une  résultante  verticale  P  appliquée  en  un  point  connu  M  : 
trouver  les  charges  des  appuis,  en  admettant  qu'ils  se 
raccourcissent  de  quantités  très  petites  proportionnelles  à 
leurs  charges  respectives  et  quils  restent  verticaux. 

Prenons  pour  plan  des  xy  le  plan  de  la  table  quand  les 
pieds  sont  dans  leur  longueur  naturelle,  et  pour  axe  des  z 
une  verticale  quelconque  dirigée  de  haut  en  bas.  Je  déter- 
mine la  position  des  points  d'appui  par  leurs  coordonnées 
primitives  ^i,  y<,  •••>  ^ny  yn'  Quand  on  charge  la  table  et 
qu'on  laisse  les  pieds  se  raccourcir,  les  x  et  les  y  des  points 
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d^appui  ne  changent  pas,  par  hypothèse,  mais  leurs  ordon- 
nées deviennent^!,  ...,^/i.  Soient  Qi,  Qa, ...  les  pressions 
qu'ils  supportent;  on  a,  d'après  l'énoncé, 

mais,  par  hypothèse,  la  table  reste  plane  et  coïncide  avec 
un  plan  z  =  ax  +  by  4-  c  -,  on  aura  donc 

(li—\{axi-^byi-v-c). 

Soit  {Xy  y)  le  point  M  où  est  appliquée  la  force  P;  elle  est 
égale  à  la  somme  des  Q/,  et  son  moment  par  rapport  à  OXZ 
et  OYZ  est  la  somme  des  moments  de  ces  réactions;  donc 

P  11=  X2(a.r,-4-  byi-^  c)  =z  «X2.r,-h  ^).2j,-h  nie, 
Pj:  rr:  a>2jpf  H-  ^XZj'iJ'/H-  cX^X/, 
Pjr  =:allxiXi-{-  bllyl  -^  cllyt^ 

Nous  avons  trois  équations  pour  déterminer  a,  i,  c,  et  par 
suite  les  Q,-.  On  peut  choisir  l'origine  et  les  axes  de  ma- 
nière à  annuler  Sx,-,  2^,-,  2j:,j^,-,  l'origine  étant  le  centre 
des  moyennes  distances  dos  points  A,  B,...,  et  les  axes 
étant  ce  qu'on  appelle  les  axes  principaux  du  système.  Il 
vient  alors 

\  Z.rf         lyl         n  j 

S'il  s'agit  d'une  table  rectangulaire  soutenue  aux  coins 
et  dont  les  côtés  soient  2  a,  26,  les  axes  seront  les  mé- 
dianes, et  l'on  aura 

De  s.  g.  —  Rec,  3 


34  RECUEIL    d'exercices 

Pour  que  les  quatre  pressions  soient  positives  ou  qa^aucun 
pied  ne  soit  soulevé,  il  faut  que  le  point  M  soit  à  l'inté- 
rieur du  losange  dont  les  sommets  sontles  milieux  des  côtés 
de  la  table  et  dont  les  côtés  ont  pour  équations 


X         y 

-h-r-r-i-i  =  o. 


±.a 


Supposons  encore  que  la  table  soit  un  polygone  régulier 
de  n  côtés,  soutenu  à  ses  sommets  et  inscrit  dans  un^cercle 
de  rayon  a\  l'origine  est  au  centre  et  l'un  des  sommets  sur 
l'axe  des  x.  On  aura 


IITZ 

.      211T 

Xi  =  acos > 

V/  =  a  sin y 

n 

n 

'*       ^^  n<T' 


2 


QP  /9,a7       ITT      iy   ,    i'K 
/  =  —  (  — cos h  -=^  sm — 
n\ a         n        a         n 

Il  est  aisé  de  voir  que  toutes  les  charges  seront  positives 
si  le  point  M  est  à  Fintérieur  d'un  polygone  régulier  dont 
les  côtés  touchent  le  cercle  concentrique  à  la  table  et  de 

rayon  -  aux  points  situés  sur  les  prolongements  des  rayons 

qui  aboutissent  aux  sommets  de  la  table. 

Si  l'on  trouve  pour  les  pressions  supportées  par  quel- 
ques-uns des  pieds  des  valeurs  négatives,  et  si  l'on  suppose 
l'extrémité  de  ces  pieds  fixée  au  sol,  ils  doivent  s'allonger; 
mais,  s'ils  peuvent  quitter  le  sol,  ils  ne  soutiendront  plus 
rien;  on  devra  reprendre  le  problème  en  répartissant  la 
charge  sur  les  autres  pieds,  et  tenant  compte  du  poids  des 
appuis  qui  sont  soulevés. 

EXERCICES. 

\,  Un  parallélogramme  homogène  est  porté  par  trois  hommes, 
dont  un  le  tient  en  un  sommet  :  en  quels  points  du  périmètre  les 
deux  autres  doivent-ils  soutenir  la  plaque  pour  que  tous  trois 
soient  également  chargés?  (P.  Julliën.) 
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Aux  milieux  des  côtés  non  adjacents  au  sommet  considéré. 

2.  Montrer  que  le  centre  de  forces  parallèles  et  égales,  dont  les 
points  d'application  divisent  dans  un  même  rapport  les  côtés  suc- 
cessifs d'un  polygone  donné  est  indépendant  du  rapport  adopté. 

(P.  JULLIEN.) 

3.  Si  les  droites  qui  joignent  les  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle 
à  un  point  O  rencontrent  les  côtés  opposés  en  A',  B',  C,  on  a 

AG'.BA'.CB'=  G'B.A'G.B'A,     2^  +  2|_'  ^  ^^'  ==  i. 

On  décomposera  une  force  appliquée  en  0  en  trois  forces  paral- 
lèles P,  Q,  R  appliquées  en  A,  B,  G;  la  résultante  de  Q  et  H  est 
appliquée  en  A';  donc. . . . 

4.  Si  \\  B',  G',  D'  divisent  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche 
ABGD  de  telle  sorte  que  le  produit  de  quatre  segments  non  con- 
sécutifs soit  égal  au  produit  des  quatre  autres,  les  droites  A' G', 
B'D'  se  rencontrent. 

On  peut  appliquer  en  A,  B,  G,  D  des  forces  F,  Q,  R,  S  telles 
que  la  résultante  de  F,  Q  soit  en  A',  de  Q,  R  en  B',  de  R,  S  en  G', 
de  S,  F  en  D'  :  le  centre  des  quatre  forces  doit  être  à  la  fois  sur 
A' G'  et  sur  B'D'.  La  réciproque  s'en  déduit. 

5.  T  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABG,  H  le  point  de 
concours  des  hauteurs,  la  résultante  des  forces  TA,  TB,  TG  est  TH. 

Appliquer  le  théorème  de  Leibnitz. 

6.  Gonstruireun  pentagone  ABGDE,  connaissant  les  milieux  A', 
B',  G',  D',  E'  des  côtés  :  généraliser.  (Gollignon,) 

Onappliqusen  A',  G',  E'desforces  i,dont  on  construitle  centre  G, 
en  B',  D'  des  forces  —  i  dont  le  centre  est  G';  le  système  a  une  ré- 
sultante I  appliquée  en  A  ;  ce  point  est  sur  GG'  ;  AG  double  de  GG'. 

7.  H,  K  étant  les  milieux  des  diagonales  AG,  BD  de  ABGD,  on  a 


4HK  =  AB  4-  BG  4-  CD  -h  DA  —  AG  —  BD  . 

(Darboux.) 

Égaler  les  valeurs  de  R  données  n^  22,  quand  2  F  =  o. 
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CENTRES  DE  GRAVITÉ. 


2G.  Le  centre  de  gravité  d'un  corps  est  le  point  d'appli- 
cation de  la  résultante  des  actions  de  la  pesanteur  sur  ses 
diverses  parties,  ces  actions  étant  considérées  comme  paral- 
lèles. Quand  il  s'agit  d'un  corps  continu,  on  le  décompose 
en  éléments  infiniment  petits,  qu'on  suppose  homogènes: 
et,  si  dp  est  le  poids  de  l'un  d'eux,  on  a,  pour  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité, 

fx  dp  fydn  fzdp 

J  ^p  J 'fp  J  '^p 

les  intégrales  s'étendent  à  tout  le  corps,  qui  peut  se  réduire 
à  une  surface  ou  à  une  ligne  dont  les  éléments  seraient 
doués  d'un  poids  spécifique.  Le  poids  d'un  corps  est  pro- 
portionnel à  sa  masse  \  donc,  m  désignant  la  masse  d*un 
système,  son  centre  de  gravité  a  pour  coordonnées 

.r,  =zr  -    /  xdm^       r,  =  —    /  Y  dm,       2,  ziz  —    /   zdm. 
mj  m J  mj 

Etant  donné  un  système  quelconque,  même  soustrait  à 
l'action  de  la  pesanteur,  même  non  solide,  ces  équations 
définissent  un  point  bien  déterminé,  qui  n'a  plus  de  rap- 
port avec  la  pesanteur,  mais  que  l'on  continue  d'appeler 
centre  de  gras^ité  du  système,  et  qui  a  des  propriétés  im- 
portantes. 

Il  suffit  de  rappeler  les  simplifications  qu'apporte  dans  la 
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recherche  du  centre  de  gravité  rexistence  de  lignes  ou  de 
surfaces  diamétrales. 


Centre  de  gravité  des  lignes. 

Î27.  Centre  de  gras^ité  d'un  arc  homogène  de  chaînette 
commençant  au  sommets 

La  chaînette  a  pour  équation 


=  -  \(^-^e   ^); 


^    2 


y  part  de  la  valeur  a  pour  a:  =  o,  et  croît  indéûninient.  La 
cliainctte  étant  homogène,  la  masse  d*un  de  ses  éléments 
peut  être  mesurée  par  sa  longueur  \  alors 


m 


J  Jo     ^  2  '  dv 

1  a:dm=  1  xdsz=  — ^  (^^^e~/ 


d'où 

,  s  d.r  I   /  dx\ 

L'abscisse  du  point  cherché  est  la  môme  que  celle  de 
l'intersection  de  la  tangente  au  sommet  et  de  la  tangente  h 
l'extrémité  de  l'arec  l'ordonnée  est  la  moitié  de  l'ordonnée 
à  l'origine  de  la  normale  menée  à  l'extrémité  de  l'arc. 


1 
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28.  Centre  de  grai^ité  d^un  eux  de  cardioïde 

r=  a{i  -f-cos0). 
On  a 

ds=  dQ  y^2 «' ( I  +  cos 0 )  =  2a  cos  -  0  dO, 

s  =  ^a  (  sin  —  9  —  sin  -  0.  ] , 

0 


fj:ds=  f 


r  cos  0  ds 


rW          0       3        30       I        50\ 
=  a^  I      [1  cos  — I —  cos 1 —  cos  — 

Jo.     \  2  2  2  2  2  / 

,/,     .      0  ,     .     00^      .     30 

=  a'    4  Sin 4  sm h  sm sin 

\  2         ^  2  2 


^dB 

.    30o      I   .    50      I    .    50,\ 
h  7;  sm 7:  sm  —  h 

2  5  2  5  2 


/  yds  =  I  rsiiïBds  z=  Sa^  /  cos*  -  sin  —  =  -r-  «*  (  cos*  ~  —  cos*  -  l» 
J  J  J  'j,        2        5        \        1  2/ 

Il  est  aisé  d'en  tirer  Xi  et  j^i  ^  pour  la  moitié  de  la  courbe, 
de  0  =  G  à  ô  =  TT,  on  a 

•  /  4 

5  =  4^,       jr,  =7,  rrr-rt. 

29.  Centre  de  granité  d'un  arc  d'hélice  ordinaire  com- 
mençant sur  le  plan  des  xy^  et  où  la  densité  est  représentée 
par  e"*"*. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  est  Thélicc, 
21tA  le  pas  ;  on  a,  pour  chaque  point  de  la  courbe, 


z  .     z 

m 


X'=.a  cos  -1      r  =  a  sm  -7 
k  u 


La  masse  de  l'arc  considéré  est 


=:  !: /     e-'*dz  =  da' 

^         Jo 


I  — e-* 


•s 


m  = z I     e-"dz  =  \la^-h-  à* j 9 
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1  xdm  =  -T  ^«'  -h  h*  j     tf~**  cos  j  dz 

zdmz=:- — /     zer^dzz=:^ — i  — (i-f-c*)e-**    . 

On  aura  immédiatement  J?i,  J^i,  -^i-  Si  Tare  est  proloDgé 
indéfiniment,  les  résultats  se  simplifient  et  deviennent 


\/a^-j-à*  ac^h^  ach  i 

ch  i  -^  c^h^  I  -f-  c'  A'  c 

30.  Déterminer  une  courbe  plane  passant  par  V ori- 
gine, et  telle  que  la  densité  soit  une  fonction  donnée 
f{s)  de  l'arc,  et  que  Vordonnée  jki  du  centre  de  gravité 
d'un  arc,  compté  à  partir  de  V origine ^  soit  une  autre 
/onction  donnée  ^{s).  Cas  ou  f{s)  =  as'^,  ^(5)  =  a5i*. 

(Agrégation,  1871.) 

On  voit  immédiatement  que  la  courbe  satisfait  à  Fé- 
quation 

?(')  r A^)ds=  f  yf{s)ds. 

DiiTérentions  : 

y  est  dès  lors  une  fonction  connue  de  s 

(0  r  =  <'(*)» 

donc 

(a)  d!a?=  ds^\  —  ^"^{^s). 
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Si  Ton  peut  intégrer,  il  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  s  à 
l'aide  de  Féquation  (i)  pour  avoir  Téquation  finie  de  la 
courbe.  Quelquefois  on  peut  résoudre  Féquation  (i)  par 
rapport  à  5, 

et  il  suffit  d'intégrer 

(3)  dj:=  dy}/T3'i^y)  —  i. 

Dans  le  cas  particulier  proposé,  Féquation  (i)  devient 

r  = a*!*  = Y\=  ~  s^, 

•^  m-\-\  m  -hi      "^         |x     ' 

en  introduisant,  pour  abréger,  la  nouvelle  constante  c. 
L'équation  (2)  donne  alors 

dx  =  ds  /i  —  C'S^l*-—* . 

I 
Cette  différentielle  binôme  pourra  s'intégrer  quand  — -^ 

ou 1 —  seront  des  nombres  entiers:  Fune  de  ces 

2fx —  2        2 

deux  conditions  sera  satisfaite  si  ix  est  de  la  forme > 

*^  n 

n  étant  entier.  On  pourra  choisir  arbitrairement  la  valeur 

de  m  :  elle  déterminera  le  rapport  Ae  j  k  y^* 

c 
Soit  72  =  1;  alors  jtx  =:  2,  j^=  -  5*.   Nous  appliquerons 

Féquation  (3) 


^         j    .  /i  — 2rr 


Iv  =  dy  k/ 


^cy 
C*est  une  cycloïde  ayant  son  sommet  à  Forîgîne  et  toucliaiit 

Faxe  des  x-^  le  rayon  du  cercle  générateur  est  —  • 

3 
Soit  7Z  =  2,  a=  -  ;  nos  formules  deviennent 

2 

2     » 


y  =  -^  cs^ ,     dx  =  ds  ^1  —  c's. 
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Intégrant, 

C'est  riiypocycloïde  à  quatre  rebrou ssement s ,    enveloppe 
d'une  droite  de  longueur  ^-^  qui  glisse  sur  l'axe  des  x  et  la 

droite  X  =  r—  • 

Pour  7z  =  00  ,  u  =  I ,  on  a  une  droite. 

On  ne  peut  donner  à  tz  de  valeurs  négatives,  car  fi  serait 

<^  I,  et  -j-  infini  pour  5  =  o,  ce  qui  est  impossible. 


ds 


Centre  de  gravité  des  surfaces. 

31  •  Centre  de  grav^ité  de  Vaire  comprise  entre  un  arc 
d* ellipse,  le  diamètre  qui  aboutit  à  une  extrémité  de  l'arc 
et  la  corde  conjuguée  passant  par  l'autre  extrémité. 

En  prenant  pour  axe  des  x  le  diamètre  donné,  pour  axe 
des  j-  la  tangente  à  sou  extrémité,  l'équation  de  l'ellipse  est 
de  la  forme 

a  €1" 

On  décompose  l'aire  donnée  en  une  infinité  de  bandes  élé- 
mentaires parallèles  à  l'axe  des  j^  ;  la  masse  de  cliacune  peut 
être  représentée  par  7^0:,  et  son  centre  de  gravité  a  pour 

coordonnées  x  et  -  j.  L'aire  considérée  est,  6  désignant 
l'angle  des  axes, 

A  =r  /       1/2—0: .r*  ^/^  sin  9 

h  sin  ô  f,  a—  h  1 ; —'\ 

z=z a}  arc  cos [a  —  in  \i afi  —  n^    • 

'2.a     \^  a  J 
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Si  Xi ,  jr^  sont  les  coordonnées  du  centre  de  gravité, 


A     r    •  «^  .  /  ^'     ^" 

A J7,  =  1     X  smBeùr  i/  2.  —  x 

Jo  y       a  a^ 


^  sin  ô  r  , 

= a> 

2a    L 


arc  ces ■-  i^ah  —  It^y 

a  3  ^ 

—  a{a  —  h)  ^lah  —  h^  L 


A  r,  =  /     -(2  — a: X*)  sinOiir  = i-(û/i*  —  -ir 

J^    i\     a  a}     )  ia^    \  3 

On  en  déduit  pour  Xi^'y^  des  valeurs  assez  compliquées, 
mais  qui  s'adaptent,  en  se  simplifiant,  à  plusieurs  cas  parti- 
culiers \  ainsi,  pour  le  quart  d'ellipse,  on  fera  h  =  a,  et  Ton 
aura 

.        itab  ^a  4^ 

4  ^ir  OIT 

Si  Ton  veut  passer  au  cas  de  la  parabole,  on  fera  i*  =  ap^ 
on  développera  suivant  les  puissances  négatives  de  a,  qu'on 

fera  ensuite  infini  ;  mais  il  est  bonde  remplacer  arccos 


y   2a 


par  2  arc  sin  i  /  — ;  on  a 


A=-sinOi/—    2<ï*arcsin4/ (a  —  h)  \j%ah  (  i J     1 

=  y/^sin9[«(,+  -^+...)-(«-A)(,-^^  +  ...)], 

et  ainsi  pour  les  autres  :  à  la  limite,  en  faisant  \J2.ph-=k^ 

2  3  3 

32.  Centre  de  gravité  de  l'aire  comprise  à  l'intérieur 


SUB.    LÀ   MÉCANIQUE    RÀTIOirNELLE .  4? 

d'une  parabole  et  d'un  cercle  représentés  par  les  équa- 
tions 

Le  cercle  passe  au  sommet  de  la  parabole  et  touche  son 
axe  ;  il  rencontre  la  courbe  en  un  point  dont  l'abscisse  est 
4«,  et  le  segment  considéré  est  biconvexe.  Pour  évaluer  les 
intégrales  qui  servent  à  déterminer  le  centre  de  gravité  de 
l'aire,  le  mieux  serait  de  la  décomposer  en  bandes  infini- 
ment étroites  parallèles  à  OX  ;  mais ,  pour  donner  un 
exemple  des  précautions  à  prendre  dans  le  calcul  des  in- 
tégrales multiples  où  l'expression  analytique  des  limites 
change,  je  décomposerai  en  éléments  dxdjy  et  j'intégrerai 
d'abord  par  rapport  à  y.  J'ai  une  expression  de  la  forme 

X  ne  varie  pas  seulement  de  zéro  à  4«,  mais  de  zéro  à  5a, 
car  le  rayon  du  cercle  est  5a,  et  l'arc  qui  limite  le  contour 
surpasse  un  quadrant.  Dans  tout  l'intervalle,  on  aura 


mais  y  sera  y/i6aa?  quand  x  croîtra  de  zéro  à  ^a,  et 

5a  -I-  y/aSa-^  —  x^  quand  x  sera  compris  entre  ^a  et  5a; 
donc 


^Wa  /«S/i 


f       (4/aiP— 5a-4-/'i5a*  —  x^)dx-+'  1      i^iSa'^ — x^dxy 

.       25    -  .4        i4    - 

A  =  —  a'  arc  sm  J  —  —  a', 
1  5        3 

en  prenant  Tare  sinus  terminé  dans  le  deuxième  quadrant, 
i26**5Vi2"',  ou,  en  parties  du  rayon,  2,2i43.  L'intégrale 
Sx  dx  dy  se  calcule  de  même  et  donne 

i5 
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Enfin 

j      nï\a 


'0 

-f-  I 

'4 


Jr»  5  a 
dx  \Jl^  à*  —  j:% 
lia 


A  r,  =: a?  arc  sm  J — -  a^. 

2  5  3 

L'arc  sinus  est  le  même  que  dans  la  première  intégrale. 
On  a  sans  peine  x^  et^i. 

33.  Centre  de  grav^ité  d'une  demi-boucle  de  la  lem^ 
niscate  de  Bernoulli 


r=^  a  \f'i  COS2  0. 


,  w 


On  fait  varier  6  de  zéro  à  7  j  alors  ;•  =  o,  et  Taire  de  la 

4 
courbe  est 

J/»4      f*ayJl^CQS1$  /»4  y 

'       /  rdrdQ  =  a^  l     cosnOdQ  =  -  a^, 

0    Jo  Jo  2 


Tt 


^x^=  I    l  r^cosQdrdB  =  ^a^  j      v^  cos0(cos2O)  V/0. 

On  intègre  en  posant  \/2  sinô  =  w,  d'où 

/ïcosô  û?9  =  ûfw,     cosaO  =  I — w*, 


'0 

7C 


A  j^j  =  Ç  Çr^  ûvi^dr  d^  =  ?  a»  T    y/^  sinô  cosaÔ*  c?6. 
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Posons  y^cos6  =  z/,  ^sin6dd  =  —  du^  cos2d  =  u* — i -, 

AX,  =  l  a^j       [u^-  i)^du  =z  a'  I  i  L(i  -t-  v'i)  —  ^  V^J. 
On  en  conclut 


a:, 


=  |a,     j..  =  ûj  iL(n-v^2)-|v^J. 


34.  Déterminer  une  courbe  plane  telle  que  le  centre 
de  grai^ité  de  l'aire  comprise  entre  les  axes,  la  courbe  et 

l' ordonnée  x  =^11  ait  pour  abscisse  Xi  = y 

La  courbe  cherchée  satisfait  à  Téquation 

(i)  /      rd.x=z  f      xydx. 

Diirérentions  et  réduisons  : 

j      jrdx=—^ — xy; 

Différentions  encore  : 

dy 
a^r  z=  (zax  -4-  Sj:*)  r  -h  .r-ia  -h  x)  -~y 

(l^OÙ 

l  dy        a} —  '}.ax  —  Zx^        a —  3.r 

y  dx  x^[^a  -\- x)  x* 

L'intégration  donne  évidemment 

a 

[-.a  courbe  présente  un  point  d'arrêt  à  Torigine^  du  côté 
des  X  positifs,  elle  part  de  Torigine  tangentiellement  à  OX, 
s'élève  au-dessus  de  cet  axe,  et  lui  devient  asymptote  pour 
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X  infini.  Quand  x  décroît  de  zéro  à  —  ^  ^  y  croît  de  —  oo 
à  zéro.  De  ce  côté  de  Taxe  des  x^  il  était  impossible  a  priori 
de  satisfaire  à  Ténoncé  du  problème  \  mais  il  n'y  a  pas  con- 
tradiction avec  nos  calculs,  car,  si  x  est  <^  o,  la  valeur  trou- 
vée pour  j^  rend  infinies  les  intégrales  de  Téquadon  (i),  et 
celle-ci  devient  illusoire. 

3S.  Etablir  la  relation  qui  existe  entre  les  aires  des 
quatre  triangles  ayant  pour  bases  les  côtés  d'un  quadri- 
latère et  pour  sommet  commun  le  centre  de  granité  du 
quadrilatère. 

Prenons  [fig»  a)  pour  axes  les  diagonales  A  A',  BB',  et 
faisons  OA=:a,  OM  =  a\  OB  =  i,  OB'=i',  AOB  =  0. 
Joignons  B,  B'  au  milieu  M  de  AA' j  il  est  clair  que  le  centre 


de  gravité  G  se  trouve  sur  une  parallèle  à  BB'  qui  coupe  MB 
et  MB'  au  tiers  de  leur  longueur  à  partir  de  M  ;  et,  comme 

0M=  -  [a  —  a'),  Tabscisse  de  G  est  -  [a  —  a')^  par  ana- 

logie,  son  ordonnée  sera  ^  [b  —  b').  Maintenant  Taire  du 
triangle  GAB  est 


-sinô 


a 


I 
1 


3 
a 
o 


o 
b 


=  -rsin6(a6 -h  a6'-4- 6a'). 
b 
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L'aire  de  GBA'  se  calcule  de  même,  A'  Ajant  pour  coor- 
données —  a',  o, 

GBA'=:  p  =  g  siuB {ab  -i-  ^/i'  H-  a'*');* 

de  même 

GA'B'=:  7  =  1  smO(a6'-i-  W-f-  a'ô'), 

On  lire  de  ces  équations,  en  posant  a-|-j3-i-7-f-^  =  S5 

U  suffit  d'égaler  le  produit  des  deux  premières  et  des 
deux  dernières  quantités^  on  a,  en  divisant  par  la  coséc'd, 

3a7  — S(a4-7)=3p(ï— S(p-4-^) 
OU 

Les  quatre  aires  ne  peuvent  donc  être  prises  arbitraire- 
ment. 

36.  Centre  de  gras^ité  de  la  portion  de  surface  du  pa- 
raboloïde 

a         b 

qui  se  projette  sur  le  plan  des  xy  entre  les  parties  posi- 
tisses  des  axes  et  l'ellipse 

~  -f-  V;  =  I,       «  =  O.        (  FUHRMAKN.) 

Le  long  de  la  courbe  à  double  courbure  qui  limite  Taire 
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proposée,  la  normale  au  paraboloïde  fait  un  angle  constant 
avec  Taxe  des  z.  Pour  eflectuer  les  quadratures,  je  sub- 
stitue k  X  et  y  les  variables  u  el  (f  définies  par  les  équa- 
tions 

x=z  au  sint^,     ^  =  6acosç; 

on  a  tous  les  points  situés  à  l'intérieur  du  quart  d'ellipse 

donné  en  faisant  varier  u  de  zéro  à  i ,  o  de  zéro  à-«  On 

découpe  le  plan  des  xy  en  petits  parallélogrammes  qui  ont 
pour  aire,  d'après  les  formules  connues  pour  le  change- 
ment de  variables  dans  les  intégrales  multiples, 

d<T  =  (  T^  -r-  —  T-  -^  ]  du  d(^  =  ab  u  du  d^, 

\ocp   du        ou  oo  /  '  ^ 

La  normale  au  paraboloïde  enx^  y  faisant  avec  l'axe  un 
angle  y  tel  que 


on  aura  pour  l'aire  courbe  et  pour  ses  moments  par  rapport 
aux  plans  coordonnés  : 

A  =  ab  I       I    a^/M<fcp /i-j- w2=  — —  (2 /â -m). 

kxi  =  à^b  j  I  u^  dud(f  sin «p  /i  -+-  u^  =  —^  i^\^'^  —  L (i  -h  /à )] , 
A/i  =  a6*  /  \  u^  du  d(^  cos cp  /i  -4-  a^  =  -^  [^  /â  —  L (i  -h  /a )] , 
Azi  =  -ab  I  j  u^{a  sin*(p  -h  6 cos* cp ) û?a û?çp /n-  a* 
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37.  La  distance  du  centre  de  grai^ité  de  l'aire  d*une 
figure  sphérique  à  un  plan  est  quatrième  proportionnelle 
à  l'aire  de  la  figure,  à  sa  projection  sur  le  plan  et  au 
rayon  R  de  la  sphère. 

En  effet,  prenons  le  plan  de  projection  pour  OXY,  le 
centre  pour  origine^  on  a 

Az,r=  I    i  «  — €ir4r"  =  Rpï*oj.  de  A. 

On  en  déduit  que  la  distance  du  centre  de  gravité  d'un 
triangle  sphérique  ABC  au  plan  du  grand  cercle  BC  est 

Vl  a  —  h  cosC  —  c  cosB 


A-i-B-i-C^ 


ÎT 


cette  formule  et  les  deux  autres  analogues  font  connaître  le 
point  cherché. 

Considérons  une  demi-boucle  de  la  surface  de  Vivianî 

ar*  -H  J*  -f-  2'  =  R*,     x*-^  jr^  —  R  X  =  o  ; 

son  aire  est  ( 1 1  R',  et  ses  projections  sur  les  trois 

plans  coordonnés  sont,  comme  on  le  voit  sans  peine, 


5^''   (i-i)^''  ê"^'' 


on  en  déduit 


tîR 


X 


'  ""3(71-2) 


'        7l  = 


(37r  — 8)R 
6(7r-2j 


wR 


>      z,= 


4(7r— 2)' 


Centre  de  gravité  des  solides. 

38.  Centre  de  grav^ité  du  volume  homogène  engendré 
par  la  rév^olution  de  la  boucle  d'une  strophoïde  autour 
de  l'axe. 

Db  s. -G.  —  Rec  4 


1 
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Prenons  Taxe  pour  axe  des  a:,  et  le  point  double  pour 
origine;  Téquation  de  la  courbe  est 


K- 

.r> 

a  — 

a  -4- 

—  « 

Le  volume 

est 

a: 

X 

dx 

Le  centre  de  gravité  est  sur  Taxe  des  x,  et,  x^  étant  son 
abscisse^  on  a 


V.r,  = 

d'où 


I      ir.r' d,T  z=:  ica*  [  —-  —  2L2, 


17  —  24  L  ^.  o ,  365  ^ 

24L2  —  ib  OjOib  ' 

39.  Centre  de  gravité  du  volume  engendré  par  un 
secteur  parabolique  compris  entre  deux  rayons  vecteurs 
et  tournant  autour  de  Vaxe  de  la  parabole* 

Le  rayon  vecteur  correspondant  à  l'angle  8  est 

^       i-hcos6 

et,  si  a  et  p  sont  les  angles  polaires  des  rayons  qui  limitent 
le  secteur,  on  a 

V      =111  f     f  r^%m^d^dr  =  \p^Tz\^ ^-^t7~7 ^- :!' 

\Xi=  iTz  I       I     r^ sinQcos QdOdr 

_  l       Al  I I  T  ] ?. 
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doù 


I     3 ( ï  -I-  cosa)  ( I  -f- cos P)  ''cosa  -4-  cos p)  —  2 (cosa  —  cos p)* 

4  (H- cosaj^i -+- cosp)  (2 -4- cosa -f- cospj 

39.  Centre  de  grav^ité  du  volume  compris  entre  les 
trois  plans  de  coordonnées  rectangulaires  et  les  surfaces 
des  cylindres  elliptiques 

j»       z»  __  or»       z»  __ 

La  surface  courbe  qui  limite  l'espace  compris  à  Tînté- 
rîeur  des  cylindres  au-dessus  du  plan  xy  est  la  voûte  d'a- 
rête, et  les  lignes  d'intersection  des  deux  cylindres  sont 
contenues  dans  les  plans  aj  =  ±bx.  Nous  ne  prenons 
que  le  quart  du  volume  compris  sous  la  voûte  ;  des  plans 
horizontaux  y  déterminent  des  sections  rectangulaires  dont 
les  côtés  ont  pour  longueur 

c  c 


-  v'c'  —  z' ,      —  y/c'  —  z* 


On  aura  de  suite  le  volume  V  et  l'ordonnée  z  du  centre 
de  gravité 


=X'^'< 


2 

C*  —  z^)  (iz  =  -~  abc^ 


VZ|=    /    {c* — Z*)3</Z  =  -J-aèc',       z,  irr^C. 


-  abc\      Zi  =  û 

4  o 


Pour  calculer  les  moments  relatifs  au  plan  des  yz,  on 
peut  diviser  le  volume  en  petits  prismes  de  base  dxdy^ 
parallèles  à  OZ;  mais  la  hauteur  de  ces  prismes  n'a  pas  la 
même  expression  aux  divers  points  du  plan  xy  :  pour  les 
points  compris  entre  Taxe  des  x  et  les  droites  a?  =  a  et 
ay  =  hx^  le  volume  des  petits  prismes  est  limité  au  second 
cylindre  parallèle  à  OY;  au  contraire,  c'est  au  premier  cy- 
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lindre  que  se  terminent  les  parallèles  menées  à  OZ  par  des 
points  compris  entre  Taxe  des  j',  les  droîti»s  y  z=:  b  et 
aj  =ibx.  On  partage  l'intégrale  définie  en  deux 

bx  •  ar 

Jo  Jo        '     «  Jo         Jo  O"^  ^ 

Pour  la  première,  on  intègre  d'abord  par  rapport  à  y.  et 
dans  la  seconde  c'est  par  x  qu'on  commence,  et  l'on  trouve, 
en  écrivant  j^i  par  analogie, 

41.  Centre  de  gravite  du  volume  compris  entre  le  plan 
des  xy^  le  plan  des  zx^  la  sphère  de  rayon  a  dont  le  centre 
est  à  l'origine,  et  le  cylindre 

.T'  -h  ^'  —  a.r  =z  o. 

Le  volume  ainsi  défini  et  la  surface  spliérîquc  qui  le 
limite  ont  été  étudiés  par  Viviani.  Prenons  des  coordon- 
nées semi-polaires  r,  0  et  z  '^  sur  la  base  du  cylindre,  on  a 
r  =  a  COS0,  et  les  formules  ordinaires  conduisent  à  des  qua- 
dratures qui  ne  présentent  pas  de  difficulté.:        ^V  ^TiC^i^Jf 


1 


rdr  yja}  —  r'  =r — -  a%  ^ 

10 


Vr=   f    dB   f 

Vx,  =  /   /  /« cos 0  ^^u'—i^dB dr  —  -^  rt^ 
Vj,=  I    I  /^sinO^a^'—  r'dQdr:= y -a*. 


On  en  déduit  de  suite  Xi^yiyZi 
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42.  Des  solides  terminés  par  deux  faces  planes  paral- 
lèles, et  tels  que  Vaire  de  la  section  faite  par  un  plan 
parallèle  à  ces  bases  s 'exprime  par  une  fonction  entière 
et  du  deuxième  degré  de  la  distance  du  plan  sécant  à 
l'une  d'elles. 

La  définition  précédente  comprend  un  grand  nombre  de 
corps  remarquables  par  la  simplicité  avec  laquelle  on  peut 
déterminer  leur  volume  et  la  distance  de  leur  centre  de  gra- 
vité aux  bases.  Soient  2  A  la  hauteur  d'un  de  ces  corps,  z  la 
distance  de  la  base  inférieure  à  un  plan  parallèle  horizontal, 
pour  fixer  les  idées,  et 

A  =  mz^-h  pz  -^^  q 
Taire  de  la  section  déterminée  par  ce  plan.  Le  volume  est 

(mz*-^  pz  -h  q]  dz=  ^  (8/wA*  -h  6ph  +  6q). 

On  peut  l'écrire 

V=  -^  [(4/w^'-f-  zph-h  q)  -^  ^[mli^ -\- ph  -4- ç)  H-^]. 

Les  trois  parties  du  crochet  représentent  Taire  de  la  base 
supérieure,  de  la  section  moyenne  et  de  la  base  inférieure; 
désignons-les  par  Bj,  Bj,  Bq,  et  nous  aurons 

\=  g2^(B„-+.B,H-4B3). 
La  distance  du  centre  de  gravité  à  la  base  inférieure  est 

2& 


'       V 


-    1        (mz^-^pz  -h  q)zdz 


=2 1^  (6m/i^-h  l\ph  4-  3)  =  1^  (B.  +  2Ba). 
On  aura  de  môme  la  distance  à  la  base  supérieure  et  leur 
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rapport 

Zq      Bi  -4-  aBj 
zi  ""Bo-i-aBj' 

Dans  la  classe  des  solides  que  nous  considérons  rentrent 
les  segments  de  surfaces  du  second  ordre,  et  les  polyèdres 
limités  par  deux  bases  parallèles,  et  latéralement  par  des 
triangles  ou  des  trapèzes  dont  les  sommets  coïncident  avec 
ceux  des  bases.  Pour  le  reconnaître  dans  ce  dernier  cas,  pre- 
nons le  plan  de  la  base  inférieure  pour  plan  des  ûoy;  les 
arêtes  latérales  ont  des  équations  de  la  forme 

X  =  az  -h  a,    ^  =  6^  -H  p  ; 

le  polygone  déterminé  par  un  plan  sécant  parallèle  à  Oxy  a 
des  sommets  dont  les  coordonnées  sont  fonctions  linéaires 
du  z  du  plan;  ce  polygone  se  projette  en  vraie  grandeur 
sur  Oa?x,  et  l'on  sait  que  Taire  d'un  polygone  est  une  fonc- 
tion entière  du  second  degré  des  coordonnées  des  sommets, 
et  par  suite  de  z.  Puisque  le  nombre  des  faces  latérales  est 
quelconque,  on  peut  les  supposer  infiniment  étroites  et  en 
nombre  infini  :  on  aura  alors  un  solide  limité  latéralement 
par  une  surface  réglée  quelconque. 

Ce  résultat  est  très  souvent  utile,  surtout  si  l'on  connaît 
à  l'avance  une  ligne  sur  laquelle  doive  être  le  centre  de 
gravité  :  en  voici  quelques  applications.  Le  centre  de  gra- 
vité d'un  demi-ellipsoïde  divise  le  demi-axe  dans  le  rap- 
port de  3  à  5.  Quand  deux  surfaces  du  second  degré  se 
coupent  suivant  deux  coniques  situées  dans  des  plans  pa- 
rallèles ,  le  volume  compris  entre  ces  deux  surfaces  (  tel 
serait  le  volume  engendré  par  la  rotation  d'un  segment 
de  conique  autour  de  l'axe)  a  son  centre  de  gravité  au 
milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  des  coniques  com- 
munes. Que  deux  ellipsoïdes  homothétiques  et  concen- 
triques soient  coupés  suivant  des  courbes  réelles  par  deux 
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plans  parallèles,  le  volume  compris  entre  les  deux  plans 
et  les  deux  ellipsoïdes  a  son  centre  au  milieu  du  diamètre 
de  ce  solide;  car  les  aires  annulaires  déterminées  par  des 
plans  sécants  parallèles  sont  équivalentes  :  B©  =  B<  =  Bo. 

43.  Lorsque  dans  un  de  ces  solides,  limités  latéralement 
par  une  surface  gauche,  que  nous  venons  de  considérer, 
les  centres  de  gravité  des  sections  parallèles  aux  bases  ne 
sont  plus  en  ligne  droite,  on  peut  déterminer  le  centre  de 
gravité  du  solide  au  moyen  d'un  élégant  théorème  dû  à 
M.  Darboux.  On  voit  immédiatement  que  le  moment,  par 
rapport  au  plan  Oyz,  de  la  tranche  comprise  entre  les 
plans  menés  à  des  hauteurs  z  et  z  -\-  dz  est  de  la  forme 
<f(z)dz,  o(^z)  étant  un  polynôme  du  troisième  degré. 

On  a 

mais  on  reconnaît,  comme  nous  Tavons  fait  quand  o[z) 
était  du  second  degré,  que  l'intégrale  est  égale  à 

-[cp(o)-hcp(2A)  +  4?(/0]; 

<p(o)  est  égal  au  produit  de  Bo  par  l'abscisse  a©  du  centre 
de  gravité  de  cette  aire;  'f  (2A)  et  <f  (A)  sont  égales  à  B^  ai 

et  à  B2a2  :  remplaçant  V  par  sa  valeur  et  divisant  par  -^j 

on  a 

(Bo-f-  Bi-i-4B2)a7i  =  Boao-HBiai-i-4B2a2. 

On  a  une  relation  analogue  pour  y^*  Donc  le  centre  de 
gravité  du  solide  coïncide  avec  celui  de  trois  masses 
égales  à  Bo,  B< ,  4B2,  placées  respectivement  aux  centres 
de  gravité  de  la  hase  inférieure,  de  la  base  supérieure 
et  de  la  section  moyenne. 
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EXERCICES. 

1.  Centre  de  gravité  d*un  arc  de  cycloïde  homogène  dont  Tori- 
gîne  est  au  sommet  de  la  courbe. 

/ —         I  2  r     -  '1 

s^'i.\J'iay,    yi=  -y,    a?i  =  a?— --- [(aa)*  — (aa  — ^)« J. 

2.  Centre  de  gravité  d*un  arc  de  la  spirale  r  =  ae^y  6  étant  nul 
à  l'origine  de  l'arc  considéré.  (Fuhrmann.) 

—  _j 

$  =  a^i{e^ —  i),     Xi  =  ■—  [(sinO  -f-  2  cos0)e'^ —  aj/a. 

o  s 

3.  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  courbe  qui  se  projette  sur  OXY 
suivant  la  parabole  j'*=4«^,  et  sur  OXZ  suivant  une  demi- 
cycloïde  partant  du  point  0  et  engendrée  par  un  cercle  de  dia- 
mètre b  qui  roule  sur  OX.  (Fuhrmann.) 

^i=j^,     y\  =  ^cLh,    zi=     ^^     b, 

4.  Déterminer  la  masse  et  le  centre  de  gravité  d'une  demi-cir- 
conférence où  la  densité  est  ly^  y  étant  la  distance  au  diamètre 
de  base. 

/n  =  2XR*,    iTi  =  o,     j^i=-.i. 

5.  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  parabole,  de  lemniscate,  de 
loxodrome. 

6.  Centre  de  gravité  de  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  chaî- 
nette, sa  base,  son  axe  et  une  parallèle  à  cet  axe. 

.                                   ay  —  a'                 sy-^ax 
X  =  as,    xi  =  x ^ ,     y^=,^L^ 

7.  Centre  de  gravité  de  l'aire  comprise  entre  un  demi-cercle 
limité  par  un  diamètre  PQ  et  la  podaire  du  point  P  relative  à  la 
demi-circonférence. 

7cR«  R  8R 

4  4  ^ '^ 

8.  Centre  de  gravité  de  l'aire  de  la  portion  de  la  surface 

3  \ 


3  y  a 
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qui  se  projette  sur  le  plan  des  xy  entre  OX,   OY  et  la  droite 
ar  -T-  ^  =  a. 

26  —  i5/a  122  y/î  — i5L(3 -t- 2/2) 

5^1  =  ^1= 77 «>     -51=  7-; ^ «• 

'4  192(^/24-1; 

9.  Une  chaînette,  tournant  autour  de  sa  base,  engendre  une 
alysséide  :  centre  de  gravité  de  la  zone  comprise  entre  l'équateur 
et  un  parallèle. 


ira'/-        --      45\  ita'/f 


«/         '  8  A 


=)•. 


iO.  Centre  de  gravité  de  l'aire  comprise  entre  une  cissoïde,  son 
axe  et  son  asymptote,  entre  une  spirale  d'Archimède  et  deux 
rayons  vecteurs,  entre  une  ellipse  et  deux  rayons  issus  du  foyer; 
d'une  boucle  de  strophoïde. 

11.  Centre  de  gravité  d'une  zone  de  paraboloïde  de  révolution, 
de  la  surface  convexe  d'un  tronc  de  cône  comprise  entre  deux  gé- 
nératrices. 

12.  Centre  de  gravité  du  volume  compris  entre  une  sphère  et 
un  cône  qui  a  pour  sommet  le  centre  et  pour  directrice  une  courbe 
de  Viviani,  dans  la  région  des  coordonnées  positives. 

,,      TT — 2  _,                    R                      Stt  —  8-,  SitR 

V=— - — R3,     x^= —_ T>     ^^1=77- ^R,    -51  = 


6  '        *       27:  — 4       *^'       Hit  — 6     '       '       1071  —  32 

13.  Centre  de  gravité  du  volume  compris  entre  les  trois  plans 
coordonnés  et  le  plan  ar  -h  ^  -h  -s  =  a,  la  densité  variant  comme  le 
carré  de  la  distance  à  l'origine. 

m=  I      j  j  \{x^-\- y^->r  z^)dx  dy  dz  — , 

5a 

14.  Centre  de  gravité  du  volume  engendré  par  une  parabole 
tournant  autour  de  la  tangente  au  sommet;  par  un  quart  d'ellipse 
dont  le  centre  parcourt  l'axe  d'une  demi-ellipse  horizontale,  l'un 


1 
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des  demi-axes  de  Tellipse  mobile  étant  l'ordonnée  de  Fellipse  fixe; 
l'autre  axe  vertical  et  de  grandeur  constante.  Volume  compris 
entre  un  paraboloîde  hyperbolique,  le  plan  tangent  au  sommet  et 
les  plans  menés  parallèlement  à  Taxe  par  quatre  génératrices  qui 
forment  un  quadrilatère  gauche. 

15.  Volume  et  centre  de  gravité  d'un  solide  ayant  la  forme  d'un 
tas  de  pierres. 

16.  Calculer  Taire  engendrée  par  une  circonférence  dont  le  plan 
s'enroule  sur  un  cylindre  droit  :  centre  de  gravité  de  cette  aire. 

17.  Volume  et  centre  de  gravité  d'un  cylindre  tronqué. 


»••««■ 
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ÉQUILIBRE  DES  CORPS  SOLIDES. 


Théorèmes  sur  l'équilibre  et  la  composition  des  forces. 

44.  Un  système  quelconque  de  forces  F/,  appliquées  en 
des  points  M^-  d'un  solide  invariable,  peut  toujours  être 
remplacé  par  une  résultante  de  translation  R  appliquée 
en  un  point  arbitraire  O  du  solide  et  par  un  couple  G. 
Prenons  le  point  O  pour  origine  de  trois  axes  de  coor- 
données faisant  entre  eux,  dans  le  cas  général,  les  angles  X, 
|JL,  V  :  R  a  pour  composantes 

X  =  SX/,     Y  =  SY/,     Z=SZ/; 

G  est  le  couple  résultant  de  trois  couples  situés  dans  les 
plans  coordonnés  et  ajant  pour  moments  LsinX,  M  sinfx, 
Nsinv,  si 

M  —  2(  ZiXi—  XiLi), 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  R  et  G 
soient  nuls,  d'oii  les  six  équations  connues.  On  peut  dire 
aussi  qu'il  faut  que  la  somme  des  projections  des  forces 
sur  une  droite  quelconque  et  celle  de  leurs  moments  par 
rapport  à  celte  droite  soient  nulles  :  il  suffit  que  les  projec- 
tions faites  sur  trois  axes  parallèlement  aux  trois  faces  d'un 
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trièdre  aient  une  somme  nulle,  ainsi  que  les  moments  par 
rapport  aux  trois  arêtes  d'un  trièdre. 

Le  cas  où  il  n'y  a  que  trois  forces  offre  un  intérêt  excep- 
tionnel :  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que  les  trois 
forces  soient  dans  un  même  plan  et  que  l'une  d'elles  soit 
égale  et  opposée  à  la  résultante  des  deux  autres. 

4o.  Le  système  des  forces  F|  ne  peut,  en  général,  être 
remplacé  par  une  seule  force  ;  pour  qu'il  admette  une  ré- 
sultante appliquée  en  un  point  {x^y^  z)^  il  faut  que  cette 
résultante  soit  égale  à  R  et  qu'on  ait 

(i)  yZ  —  z\  =  h,    ^X—a?Z  =  M,     a?Y  — ^X  =  N; 

or  ces  équations  ne  sont  compatibles  que  si 

(2)  LX-hMY4-NZ  =  o; 

cette  condition  remplie,  les  équations  (1)  se  réduisent  à 
deux,  qui  représentent  évidemment  la  ligne  d'action  HH'  de 
la  résultante.  Les  équations  de  HH'  peuvent  se  mettre  sous 
une  forme  symétrique  ;  multiplions  la  seconde  équation  (i) 
par  —  Z,  la  troisième  par  Y  et  ajoutons  :  nous  en  tirerons, 
en  désignant  X»  +  Y^  +  Z^  par  S^, 

_,         _,  „  S2:r-(NY-MZ) 

on  en  conclut,  par  raison  de  symétrie,  que  les  équations 
de  HH'  sont  de  la  forme 


(3) 

NY    -MZ                 LZ      NX               MX      LY 

S*            •''           S*            '            s« 

• 

X              ~              Y              ~              z             ' 

s  est  égal  à  R  quand  les  axes  sont  rectangulaires. 

L'équation   (2),    quand   les   axes   sont   rectangulaires, 
exprime  que  R  est  perpendiculaire  à  Taxe  de  G  :  il  est  inté- 
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ressant,  dit  Duhamel,  de  retrouver  la  même  interprétation 
en  supposant  les  axes  obliques.  Prenons  sur  OY  et  sur  07 
des  longueurs  OB=N,  OG  =  M  :  on  peut  former  l'un 
des  couples  composants  de  G,  Nsinv,  à  Taide  d'une 
force  Fi  égale  à  l'unité,  agissant  suivant  OX,  et  d'une 
force  F2  égale,  mais  de  direction  opposée,  appliquée  enB; 
de  même  on  formera  le  couple  Msin|jL  à  l'aide  d'une 
force  F3  égale  à  i ,  agissant  suivant  le  prolongement  de  OX, 
et  d'une  force  F4   appliquée  en  G;    enfin,   j'obtiens   le 

couple  LsinX  au  moyen  d'une  force  F5,  égale  à  ^,  agis- 
sant en  B  dans  le  sens  de  OY,  et  d'une  force  Fo,  égale, 
mais  de  direction  opposée,  appliquée  en  G.  Les  forces  F|, 
F3  se  détruisent;  les  forces  F2  et  F5,  F4  et  Fe  ont  des  ré- 
sultantes p,  p'  dont  le  plan  est  celui  du  couple  G.  Or  p, 
appliquée  en  B,  rencontre  OX  en  un  point  A  dont  l'ab- 
scisse est  -y-;  le  plan  ABG  a  pour  équation 

l'équation  (2)  exprime  que  R  est  parallèle  à  ce  plan,  c'est- 
à-dire  perpendiculaire  à  l'axe  de  G. 

Quand  les  forces  F/  n'ont  pas  de  résultante,  les  équa- 
tions (3)  représentent  l'axe  central  à  condition  que  les 
coordonnées  soient  rectangulaires. 

46.  Le  système  des  forces  F/  peut  être  remplacé  par 
deux  forces  P,  Q,  appelées  conjuguées  et  dont  l'une  agit 
suivant  une  droite  choisie  à  volonté,  hormis  celles  dont  la 
direction  est  pai*allèle  à  R.  On  étudie  aisément  les  groupes 
de  forces  conjuguées  en  remplaçant  d'abord  le  système 
des  F/  par  une  résultante  de  translation  agissant  suivant 
l'axe  central  et  par  le  couple  correspondant,  dont  je  dé- 
signerai le  moment  par  K. 
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Étant  donnés  deux  groupes  de  forces  conjuguées  P,  Q 
et  P',  Q',  sî  les  forces  P,  P  se  rencontrent  en  un  point  M, 
Q  et  Q'  seront  dans  un  plan  [x  passant  en  M.  En  effet,  une 
droite  quelconque  passant  par  M  et  rencontrant  Q  doit 
rencontrer  Q'  puisque,  les  moments  de  P,  Q  et  de  P'  par 
rapport  à  cette  droite  étant  nuls,  celui  de  Q'  doit  aussi 
être  nul  :  |jl  est  le  plan  focal  de  M,  M  le  foyer  de  p.  Si  M 
se  déplace  sur  une  droite,  [à  tourne  autour  de  la  droite 
conjuguée. 

Le  tétraèdre  qui  a  pour  arêtes  opposées  deux  forces 

conjuguées  quelconques  a  un  volume  constant  égal  à^RK  ; 

la  première  partie  de  cette  proposition  est  un  cas  particu- 
lier du  théorème  suivant. 

47.  Théorème  de  Moebius.  —  Étant  donnés  deux  sys- 
tèmes de  forces  Pi,  P2,  ...,  Pm;  Qo  Q25  -m  Q/i  équiva- 
lents, la  somme  des  volumes  des  tétraèdres  qui  ont  pour 
arêtes  opposées  deux  des  forces  P  combinées  de  toutes 
les  manières  possibles  est  égale  à  la  somme  analogue 
correspondant  aux  forces  Q;  le  volume  du  tétraèdre 
construit  sur  deux  forces  sera  affecté  du  signe  H-  ou 
du  signe  —  selon  que  le  moment  d'une  des  forces 
par  rapport  à  la  direction  de  l'autre  est  positif  ou 
négatif. 

Le  volume   (P,  Q)   du  tétraèdre   qui  a  P  et  Q  pour 

arêtes   opposées   est   égal   au    sixième   du   produit  de   P 

et  de  Q  par  leur  plus  courte  distance  et  par  le  sinus 

de   Tangle  de  leurs   directions,  c'est-à-dire   au  produit 

p 
de  -X  par  le  moment  de  Q  relatif  à  P.  Gela  posé,  égalons 

successivement  la  somme  des  moments  des  forces  P  et 
celle  des  moments  des  forces  Q,  par  rapport  à  chacune 
des  m-\-n  droites  suivant  lesquelles  agissent  les  forces  P 
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et  les  forces  Q  :  il  vient 

(Pi,  Pi)-4-(Pi,  P3)+...+  (Pi,  P;»)  =  (Pi,  Qi)  -^...-H  (Pi,  Q„); 

(Q„,P0H-...4-(Q„,P;„)  =  (Q„,Qi)-h...-h(Q„,Q„_,). 

m 

Si  Ton  ajoute  membres  à  membres  ces  m  -\-  n  équa- 
tions, les  volumes  (P,-,  Qy)  se  détruisent  et  il  reste,  en 
divisant  par  2, 

(Pl,Pl)-^(Pl,Ps)+...-H(Pm-l,Pm)  =  (Ql,Qt)-H...-+-(Q„-„Q„). 

48.  Droites  en  involution  de  M.  Cayley.  —  Une 
force  P  peut,  en  général,  être  remplacée  par  six  forces 
Fi,  F2,  . . .,  Fe  qui  agissent  suivant  six  droites  données  et 
dont,  par  conséquent,  les  points  d'application  et  les  para- 
mètres directeurs  peuvent  être  considérés  comme  connus  : 
si  Ton  exprime  que  les  Fj  font  équilibre  à  la  force  —  P, 
les  six  équations  d'équilibre  feront  connaître  les  grandeurs 
des  forces  F^,  à  moins  que  le  déterminant  de  ces  inconnues 
ne  soit  nul.  Dans  ce  cas  particulier,  on  peut  trouver  six 
forces  Fj  agissant  suivant  les  droites  données  et  se  faisant 
équilibre  :  M.  Cayley  dit  que  les  droites  sont  en  involu- 
tion.  Lorsque  cinq  des  droites  données  ont  une  transver- 
sale qui  ne  rencontre  pas  la  sixième,  elles  ne  peuvent  être 
les  droites  d'action  de  six  forces  en  équilibre;  mais  si 
elles  ont  une  transversale  commune  T,  elles  sont  en  invo- 
lution  ;  car  une  force  P  qui  ne  rencontre  pas  T  ne  saurait 
être  remplacée  par  six  forces  agissant  suivant  les  droites 
données  et  dont  les  moments  par  rapport  à  T  seraient 
nuls  tandis  que  celui  de  P  ne  l'est  pas.  Cette  remarque 
a  été  utilisée  dans  les  applications  de  la  Statique  à  la 
Géométrie. 

49.  Équations  de  V équilibre  astatique.  —  Dans  ce 
qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  les  forces  Fj,  appli- 


[ 
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quées  à  divers  points  Mj  d'un  solide  S,  conservent  leur 
direction  el  leur  grandeur  lorsqu'on  change  la  position  et 
l'orientation  de  S;  ces  systèmes  de  forces  ont  été  étudiés 
notammenl  par  Mœbius  dans  sa  Statique  et  par  M.  Dar- 
boux  dans  un  beau  Mémoire  sur  l'Equilibre  astatique: 
nous  allons  en  établir  les  propriétés  les  plus  simples. 
Posons,  pour  abréger, 

nous  avons  ainsi  douze  quantités,  les  U».,  qui,  pour  une 
orientation  déterminée  des  axes  et  de  S,  définissent  l'état 
du  solide. 

Cherchons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  poar 
que  les  forces  F,-  se  fassent  équilibre  dans  la  position 
actuelle  du  solide  et  dans  toutes  les  positions  qu'on  peut 
lui  donner,  en  un  mot,  pour  qu'il  y  ait  équilibre  asta- 
tique. 11  faut  d'abord  que  la  résultante  de  Iraoslation  R  soit 


(0  X  =  o,  y  =  o,     Z  =  o. 

Remplaçons  chaque  force  Fj  par  ses  composantes  X;, 
Y,-,  Z,*  :  la  somme  algébrique  des  X/  étant  nulle,  quelques- 
unes  de  ces  forces  agissent  dans  le  sens  de  OX  et  ont  une 
résultante  A  appliquée  en  un  point  a  qui  occupe  toujours 
la  même  position  dans  S,  tandis  que  les  autres,  agissanten 
sens  contraire,  ont  une  résultante  A'  égale  à  A  et  appliquée 
en  un  point  déterminé  a!  de  S.  De  même,  les  Y/  peuvent 
toujours  être  remplacées  par  deux  forces  B,  B*,  égales  mais 
de  directions  opposées,  appliquées  en  deux  points  b,  1/ 
de  S,  les  Zj  par  deux  forces  C,  C  appliquées  en  des  points 
c,  d  de  S.  Je  dis  que  si  les  bras  du  levier  aa',  bb',  ce'  ne 
sont  pas  nuls  tous  les  trois,  on  peut  amener  S  dans  une 
position  telle  qu'il  n'y  ait  pas  équilibre. 


SUR   LA    MltCAKriQVE    RATIONNELLE.  65 

Orientons  S  de  manière  que  ao!  soit  parallèle  à  OX  : 
les  forces  A,  A'  se  détruisent.  Supposons  qu'en  même 
temps  les  couples  BB',  CC  se  fassent  équilibre  :  il  faut  pour 
cela  que  leurs  plans  aient  une  direction  commune  qui  sera 
nécessairement  celle  de  OYZ  :  hV  et  cd  seront  parallèles 
à  ce  plan;  or,  si  les  axes  sont  obliques,  il  suffit  de  faire 
tourner  S  autour  de  aa!  pour  détruire  ce  parallélisme  et 
rompre  l'équilibre  :  s'ils  sont  rectangulaires,  nous  pouvons 
rendre  hV  parallèle  à  OZ  ;  supposons  encore  les  moments 
de  BB',  ce  égaux  et  de  signes  contraires.  Si  je  fais 
tourner  S  de  i8o**  autour  de  66',  aà!  sera  encore  paral- 
lèle à  OX,  le  moment  de  BB'  restera  le  même  tandis  que 
celui  de  CC  changera  de  signe  et  il  n'y  aura  plus  équi- 
libre. 

Il  faut  donc,  pour  l'équilibre  astatique,  que  aa',  bh\  cd 
soient  nuls  et,  par  suite,  que  les  X,,  les  Y/,  les  Z/  soient 
séparément  en  équilibre  astatique,  et  cette  condition  est 
suffisante;  nous  avons  vu  (n"  18)  qu'elle  se  traduit,  outre 
les  équations  (i),  par  les  neuf  équations 

Xa:  =  Xj  =  X^  =  O,       I X  =  \y  =  I  z  =  o,      Lx  =  Zy  =  Z^  =  o  ; 

il  y  a  douze  équations  pour  l'équilibre  astatique  :  il  faut  et 
il  suffit  que,  dans  une  position  donnée  de  S,  tous  les  U,, 
soient  nuls. 

SO.  Plan  central  :  réduction  des  U^.  —  Lorsque  la 
résultante  de  translation  R  des  F,-  est  difierente  de  zéro,  on 
peut  orienter  les  axes  coordonnés  et  S  de  manière  à  an- 
nuler neuf  des  sommes  U^  par  la  considération  du  plan 
central.  Supposons  dorénavant  les  axes  rectangulaires  et 
envisageons  les  composantes  <p/  des  F,-  suivant  une  direc- 
tion définie  par  les  cosinus  directeurs  a,  p,  y  :  je  dis  que, 
si  l'on  fait  varier  la  direction  a,  p,  y,  le  centre  G  des  forces 
parallèles  <p/  restera  sur  un  plan  ayant  une  position  déter- 
De  S.-G.  —  Rec,  5 


I 
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minée  daus  S.  On  a,  pour  la  résultante  des  cp,-, 

(2)  p  =  aX-+-?Y-hYZ, 

et  pour  les  coordonnées  de  son  point  d'application  C, 

pZi  =  aX^-H  p  Va  -i-  yZ^. 

Si  nous  éliminons  a,  p,  y,  p  entre  les  équations  (2)  et  (3), 
nous  aurons  l'équation  du  lieu  du  point  C  :  elle  est  évidem- 
ment du  premier  degré  et  représente  un  plan  qu'on  a  appelé 
plan  central.  Comme  d'ailleurs  le  centre  des  forces  paral- 
lèles (fi  a  toujours  la  même  position  dans  S,  quelle  que 
soit  l'orientation  du  solide,  il  en  sera  de  même  pour  le 
plan  central. 

Cela  posé,  et  S  étant  dans  une  position  quelconque, 
prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  des  forces 
parallèles  <p,-  dont  la  direction  est  celle  de  R  et  pour  axe  OZ 
une  parallèle  à  cette  même  direction  :  nous  pouvons 
orienter  S  de  manière  que  le  plan  central  entraîné  avec  le 
solide  soit  perpendiculaire  sur  OZ  et  confondu  avec  OXY; 
les  équations  (3)  devront  nous  donner  ^,  =  o  pour  toutes 
les  valeurs  de  a,  p,  y  et  ;r,  =yj  =  o  pour  a  =  ^  =  o  ;  il 
faut  pour  cela  que  Z^,  Zy,  X^,  Y^,  Z^  soient  nuls  aussi  bien 
que  X  et  Y.  Enfin ,  en  partant  de  Torientation  particulière 
que  nous  leur  avons  supposée,  faisons  tourner  les  axes 
coordonnés  et  S  autour  de  OZ,  les  premiers  d'un  angle  6, 
le  solide  d'un  angle  6  —  (o  :  les  composantes  de  F/  suivant 
les  nouveaux  axes  OX',  OY'  seront 

XJ=  Xi  cose  -4-  Y,-  sine,     YJ  =  —  X/  sine  -+-  Y/  cosO, 
et  les  coordonnées  de  M/  par  rapport  aux  mêmes  axes  de- 
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viendront 

x'i  =  Xi  cos (0  -t-  j'/  sin  to,     ^J  =  _  xt  sin 6  -h  y^  cos6. 

Nous  pouvons  former  SXJjri  ^^  ^lY'^a:'^  ou  X^  et  Y^.,  et 
nous  trouverons 

X>H-  Yîr'  =  (  Yy-  \x)  sm(e  H-  0))  H^  (XyH-  Y^)  cos(e  +  (o), 
X>—  Yîc'=  (Xx-H  Yy  )  siii(6  -  a>)  -f-  (Xj.—  Y;^)  cos(e  -  w). 

On  peut  toujours  déterminer  0  et  (o  de  manière  à  an- 
nuler les  seconds  membres  et,  par  suite,  Xy  et  Y'^  :  alors, 
panni  les  douze  éléments  U^,  trois  seulement,  Z,  X^?,  Y^ 
sont  différents  de  zéro.  Nous  dirons  que  S  est  dans  la  po- 
sition réduite  :  celles  de  ses  droites  qui  coïncident  qivec 
les  axes  coordonnés  seront  les  axes  centraux  y  les  sections 
faites  par  les  plans  des  yx  et  des  zx  sont  les  sections  cen- 
trales. 

SI.  Théorème  de  Minding.  —  Lorsque  la  résultante 
de  translation  R  est  différente  de  zéro,  S  ne  peut  être  en 
équilibre,  mais  il  y  a  une  infinité  de  manières  de  Torienter 
de  telle  sorte  que  les  F,-  aient  une  résultante.  Supposons 
que  S  soit  d'abord  dans  la  position  réduite  et  faisons-le 
tourner  de  manière  que  les  axes  centraux  OxyOy^  Oz 
fassent  avec  leurs  directions  primitives  OXYZ  des  angles 
dont  les  cosinus  soient  a,  a',  a"  pour  0:r,  6,  6',  b"  pour  Oy^ 
c,  c',  d'  pour  O^;  mais  rapportons  toujours  tout  aux  axes 
centraux.  Dans  la  position  réduite,  trois  des  quantités  U^ 
étaient  différentes  de  zéro,  Z  ==  R,  X^:  et  Y^,  dont  je  désigné 
les  valeurs  par  )^R  et  jJiR.  On  trouve  facilement  que,  après 
le  déplacement  attribué  à  S,  on  a 

X  =  cR,    Y  =  c'R,    Z  =  c'R, 
L  =  Zy~Y^=6>R,    M  =  ~a''XR,     N  =  (a'X  — 6[x)R. 


68 


RECUEIL    D  EXERCICES 


La  condition  LX  +  MY  +  NZ  =  o  pour  que  les  F/  admet- 
tent une  résultante  donne,  en  divisant  par  R', 


(4) 


cb'i>.^c'a'''k  =  c'(6|jL  — a'X), 


ou,  en  invoquant  des  relations  connues  entre  les  neuf  co- 
sinus. 


(5) 


a'it.  =  b\. 


Puisque,  aux  six  relations  générales  qui  lient  les  neuf 
cosinus,  nous  n'avons  à  ajouter  qu'une  relation  particu- 
lière, il  y  a  une  double  infinité  de  positions  de  S  pour  les- 
quelles les  F/  ont  une  résultante.  Les  droites  d'action  HH' 
de  ces  résultantes  dépendent  de  deux  paramètres  arbi- 
traires et  l'on  ne  doit  pas  croire,  a  priori,  que  leurs  traces 
sur  les  plans  des  sections  centrales  forment  un  lieu  déter- 
miné :  c'est  pourtant  ce  qui  a  lieu  et  qui  rend  plus  remar- 
quable le  théorème  que  nous  allons  établir.  En  prenant  les 
deux  premières  équations  du  groupe  (i),  n**  45,  nous 
aurons,  comme  équations  de  HH', 

b'ii  —  c" y -h  c' z  =  o,     a'X  —  c'x  -h  cz  =  o, 

La  trace  de  cette  droite  sur  le  plan  Oyz  a  pour  coor- 
données 


(6) 


cb"».  —  c'a"! 
x  =  o,     y  =z i-— 5^ ,     z 


a"! 


ce 


Si  l'on  tient  compte  de  l'équation  (4),  on  a 


bu.  —  a'\ 


mais    si ,    dans   cette    expression ,    on   remplace   tour    à 
tour  X  et  [Ji  par  leur  valeur  tirée  de  la  relation  (5),   on 
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en  lire 

br=  LL,     a'y=  A,     ^~ — -= — , 

et,  en  combinant  avec  la  valeur  (6)  de  z,  on  a 

£>  jK'       _  g'» -4- a^«  —  ^>»  _ 

donc  les  droitesHH' coupent  le  plan  Oj^^  aux  divers  points  de 
la  conique  représentée  par  l'équation  précédente  ;  on  trouve 
de  même  que  le  lieu  de  leurs  traces  sur  O  xz  est  la  conique 

tandis  que  la  trace  sur  Oxy  peut  être  en  un  point  quel- 
conque de  ce  plan.  Enrésumé,onale  théorème  de  Minding  : 

On  peut  donner  à  S  une  inanité  d'orientations  telles 
que  les  F;  aient  une  résultante  ;  ces  diverses  résultantes 
rencontrent  les  plans  des  sections  centrales  l'un  suivant 
une  ellipse.  Vautre  suivant  une  hyperbole,  les  foyers 
de  l'une  étant  les  sommets  de  Vautre;  enfin  par  chaque 
point  de  l'une  des  coniques  passent  une  infinité  de  ré- 
sultantes qui  rencontrent  Vautre  conique  et  forment, 
comme  on  le  sait,  les  génératrices  d'un  cône  droit. 

52.  Quand  la  résultante  de  translation  des  F/  est  nulle, 
il  n'y  a  plus  de  plan  central  ;  mais  on  peut  encore  orienter  S 
et  les  axes  coordonnés  de  manière  à  annuler  neuf  des 
sommes  U^.  D'abord  X,  Y,  Z  sont  toujours  nulles  ;  d'autre 
part,  en  un  point  quelconque  O  de  S,  que  je  prends  pro- 
visoirement comme  origine,  j'applique  une  force  P  ana- 
logue aux  F,*  et  je  considère  le  système  formé  de  P  et  des 
composantes  des  F,-  suivant  la  direction  de  P  ;  soit  CV  le 
centre  de  ces  forces  parallèles  ;  on  peut  choisir  la  direction 
de  P  de  manière  que  00'  lui  soit  parallèle.  Les  équa- 
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lions  (3),  n°  50,  montrent  qu'il  suffit  pour  cela  de  satis- 
faire à  deux  équations  de  la  forme 

or,  si  l'on  cherche  à  déterminer  la  valeur  commune  de  ces 
fractions,  on  voit  qu'elle  dépend  d'une  équation  du  troi- 
sième degré  :  donc  le  problème  est  toujours  possible. 

Cela  posé,  si  aux  forces  F,-  nous  adjoignons  P,  nous 
avons  un  système  dont  la  résultante  de  translation  n'est 
plus  nulle,  mais  égale  à  P  :  en  rapportant  S  aux  axes  cen- 
traux correspondants,  O'x,  O'y,  O'z,  les  sommes  de  la 
forme  X^,  X^,  Y^:,  Y  g,  Za?,  Z^,  Z^  sont  nulles  ;  mais  tous 
les  termes  qui  y  figurent  proviennent  exclusivement  des  F|, 
sauf  00'  X  P  qui  entre  dans  Z^;  les  six  premières  sommes 
peuvent  être  regardées  comme  se  rapportant  aux  F,-  et, 
dans  la  position  réduite  que  nous  avons  déterminée,  les  U^. 
sont  nuls  à  l'exception  de  X^,  Y^,  Z^.  Les  moments  des 
couples  L,  M,  N  sont  aussi  nuls,  et  S  est  en  équilibre  : 
on  aura  trois  autres  positions  d'équilibre  en  le  faisant 
tourner  de  i8o®  autour  de  O'o?,  de  O'y  ou  de  O'z;  mais 
on  démontre  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autre  si  X^:,  Y^,  Z^  ont 
des  valeurs  différentes. 

Équilibre  d'un  seul  solide. 

53.  Conditions  d'équilibre  d'une  barre  pesante  ei 
homogène  dont  les  extrémités  reposent  sur  deux  plans 
inclinés  parfaitement  polis  qui  font  avec  V horizon  des 
angles  ol^  p. 

Je  dis  que  l'intersection  des  plans  donnés  doit  être  hori- 
zontale ,  et  la  barre  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
intersection.  La  barre  n'étant  sollicitée  que  par  son  poids  P 
et  par  les  réactions  normales  N,  N'  des  deux  plans,  ces  trois 
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forces  doivent  être  dans  un  même  plan  V  :  ce  plan  est  ver- 
tical, puisqu'il  contient  P;  contenant  des  normales  à  cha- 
cun des  plans  donnés,  il  est  normal  à  leur  intersection,  qui 
est  par  suite  horizontale;  enfin,  la  barre  ayant  ses  extré- 
mités dans  ce  plan,  y  est  tout  entière.  Soient  donc  {Jig*  3) 


OA,  OB  les  droites  suivant  lesquelles  le  plan  V  coupe  les 
deux  plans  donnés,  AB  la  barre,  x  son  angle  avec  l'horizon  ; 
les  réactions  normales  N,  N'  s'exercent  suivant  AC,  BG,  et 
leur  point  de  concours  doit  être  sur  la  verticale  du  milieu 
de  AB.  On  a 


Mais 


donc 


d'où 


CM  _  sin  GAM       CM  _  sinCBM 
AM  ""  sin  ACM'     BM  "  sinBCM 


AM  =  BM,     ACM  =  a,     CAM=-  — a-a:, 

2  ' 


MCB  =  p,     CBM  =  ---p-ha?; 


cos  (a  -h  a?)  __  cos  (^  —  a?) 
sma        ~      *  sinp        ^ 


tanga?  =  -(cota  —  cotp). 


On  calculera  les  pressions  N,  N'  dont  la  résultante  est 


rf:^'^^^'  ■<: 


v-^ 
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r  -..t 


égale  et  opposée  à  P  : 

N  N' 


sinBGM       sinAGM       sinACB' 

^^       Psin^  ^,^       Psing 

sin(aM-p)'  5iD(aH-p)' 

On  aurait  pu  aussi  égaler  à  zéro  la  somme  des  projections 
des  forces  N,  N',  P  sur  une  horizontale  et  une  verticale  et 
celle  de  leurs  moments  par  rapport  à  un  point  de  la  barre  ; 
j'emploie  cette  méthode  dans  l'exercice  suivant. 

o4.  Une  barre  pesante  et  homogène  AB  est  articulée 
en  A  à  une  charnière  qui  lui  permet  de  se  mouvoir  dans 
un  plan  vertical;  à  Vautre  extrémité  B  agit  une  force  Q 
faisant  avec  la  direction  AB  un  angle  donné  a  ;  quel  doit 
être  le  rapport  entre  Q  et  le  poids  V  pour  que  la  barre 
soit  en  équilibre  etfa^se  avec  V horizon  V angle  0?  Pres- 
sion sur  la  charnière. 

Soient  X,  Y  les  composantes  horizontale  et  verticale  de 
l'action  exercée  par  la  charnière,  2  a  la  longueur  de  la  barre. 
Projetons  sur  une  horizontale  et  sur  une  verticale  les  forces 
qui  sollicitent  AB  : 

X-HQcos(e  -+-a)  =  o,     Y— PH-Qsin(e4-a)  =  o. 

Égalons  à  zéro  les  sommes  des  moments  par  rapport  au 
point  A  : 

2aQ  sina  —  aP  cos6  =  o. 

Des  trois  équations  obtenues  résulte  la  solution  du  pro- 
blème et  la  discussion  en-  est  fort  simple. 

55.  Condition  d'équilibre  d'une  planche  elliptique 
homogène  maintenue  dans  un  plan  vertical  et  reposant 
sur  deux  chevilles  G,  H  situées  à  la  même  hauteur. 

Il  y  a  avantage  à  exprimer  que  les  trois  forces  qui  solli- 


j 
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citent  le  solide  sont  concourantes  ;  les  réactions  des  appuis 
s'exercent  suivant  les  normales  en  G  et  H  à  l'ellipse,  le 
poids  est  vertical  et  agit  au  centre.  Il  faut  donc  que  la  droite 
qui  va  du  centre  au  point  de  concours  des  normales  en  G, 
H  soit  perpendiculaire  à  GH.  Prenons  pour  axes  coor- 
donnés les  axes  de  l'ellipse,  de  longueurs  2  a  et  26,  et 
soient  a^t,  y^^  X2,  y 2  les  coordonnées  de  G  et  H.  Les  nor- 
males en  ces  points  ont  pour  équations 

a^x}'2 —  b^  y^i —  («' —  ^*)^î^î=  o. 

Formons  une  combinaison  ne  renfermant  plus  de  termes 
constants,  nous  aurons  l'équation  de  la  droite  qui  va  du 
centre  au  point  de  concours  des  normales  : 

a^x^xi^  Xi)XiXt—  b^y{y\  —  yt)oi^\Xt=  o. 

La  condition  pour  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  GH  est 

11  peut  y  avoir  trois  sortes  de  positions  d'équilibre  ;  si  l'on 
fait  0:4  —  :r2=o,  le  petit  axe  est  parallèle  à  GH;  ce  sera 
le  grand  axe  sïy^  — JKa=  o  ;  enfin,  en  annulant  le  troisième 
facteur,  on  a 

c'est  dire  que  G  et  H  sont  aux  extrémités  de  deux  dia- 
mètres conjugués.  La  possibilité  de  chacune  de  ces  solu- 
tions dépend  de  la  longueur  2  e  de  GH  :  la  première  exige 
e<  6,  la  deuxième  e<Cci\  pour  la  troisième,  il  faut  que  ie 

soit  compris  entre  a  y/2  et  6v/2,  distances  minimum  et 
maximum  des  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués.  Il 
peut  y  avoir  quatre  positions  d'équilibre  distinctes. 
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56.  Déterminer  quatre  forces  P,  Q,  R,  S  agissant  à 
chacun  des  sommets  d^un  tétraèdre  perpendiculaire- 
ment à  la  face  opposée  de  façon  qu  ^ elles  se  fassent  équi- 
libre. 

Soient  a,  6,  c,  d  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  ABCD  ; 
chacune  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  autres 
sur  elle-même  : 

a  —  b  cos  CD  —  c  cos  DB  —  d  cos  BG  =  o, 
b  —  ccosDA  —  c?cosAG — a  cos  CD  =  o, 
j  ç  —  û?cosAB  —  acosBD  —  b  cosDA  =  o, 
\  d  —  a  cos  BG  —  b  cos  GA  —  c  cos  AB  =  o. 

Projetons  les  forces  P,  Q,  R,  S  sur  chacune  d'elles  suc- 
cessivement, et  observons  que  Tangle  de  deux  d'entre  elles 
est  supplémentaire  du  dièdre  formé  par  les  plans  auxquels 
elles  sont  perpendiculaires  ;  nous  aurons  quatre  équations 
ne  différant  des  précédentes  que  par  le  changement  de  a  en 
P,  6  en  Q, ...  ;  on  en  conclut 

?  =  2  =  5  =  ^. 
a       b  ^  c        d 

Chaque  force  doit  être  proportionnelle  à  l'aire  de  la  face  à 
laquelle  elle  est  normale. 

Pour  que  l'équilibre  soit  assuré,  il  faut  encore  prouver 
que  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  trois 
droites  formant  trièdre  est  nulle.  Considérons  l'une  des 
arêtes  du  trièdre  A,  AB  par  exemple.  Les  moments  de  P  et 
de  Q  sont  nuls;  soit  R  =  }vC  :  pour  évaluer  son  moment 
par  rapport  à  AB,  j'abaisse  CH  perpendiculaire  sur  le  plan 
ABD,  et  dans  ce  plan  HI  perpendiculaire  à  AB  ;  le  moment 
de  R  est  "kc  x  HI;.mais,  V  étant  le  volume  du  tétraèdre, 

c=  kjt;  le  moment   devient  -pjv  HI  =  3VXcotAB:  On 

verra  que  le  moment  de  S  est  le  même  en  valeur  absolue, 
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mais  de  signe  contraire.  La  somme  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  AB,  AG,  AD  sera  également  nulle. 

Remarques.  —  Puisque  quatre  forces  dirigées  suivant 
les  hauteurs  d'un  tétraèdre  peuvent  se  faire  équilibre,  ces 
hauteurs  sont  sur  un  hyperboloïde. 

Le  déterminant  des  équations  (i)  égalé  à  zéro  donne  la 
relation  qui  lie  les  six  dièdres  d'un  tétraèdre. 

Équilibre  de  plusieurs  corps. 

57.  Une  enveloppe  sphérique  homogène^  de  centre  G 
et  de  poids  P,  est  placée  sur  un  plan  incliné  qu^elle 
touche  en  A,  et  renferme  à  son  intérieur  un  petii  corps 
M  de  poids  Q,  qui  est  attiré  vers  un  point  O  du  plan 
incliné  avec  une  intensité  proportionnelle  à  la  distance; 
position  d^ équilibre  du  système. 

Je  dis  d'abord  que  G  et  M  sont  dans  le  plan  vertical  qui 
contient  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  point  O  ;  car  sup- 
posons M  lié  invariablement  à  la  surface  sphérique  :  l'équi- 
libre ne  sera  pas  troublé.  Or  le  système  sera  en  équilibre 
sous  l'action  de  trois  forces,  l'attraction  de  O  qui  s'exerce 
suivant  OM,  la  résultante  verticale  de  P  et  de  Q,  enfin  la 
réaction  normale  du  plan  en  A  :  ces  trois  forces  sont  donc 
dans  un  plan  qui  est  vertical  et  contient  la  droite  OM 
ainsi  que  la  normale  AG  au  plan  donné  ;  OA  est  donc  une 
ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  dernier  plan. 

Soient  maintenant  OA  =^,  AGM  =  0,  N  la  réaction  du 
point  M  sur  la  sphère;  les  coordonnées  du  point  M  par 
rapport  à  OA  et  à  une  perpendiculaire  en  O  sont 

X — Rsin6    et    R(i  — cos6); 

les   composantes   de  l'attraction   de  O  sont  de  la  forme 
—  \[x  —  Rsinô),  — XR(i  —  cos9);  on  a  pour  l'équilibre 
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de  M,  en  désignant  par  a  Tangle  du  plan  donné  avec  l'ho- 
rizon, 

—  X(a7  —  Rsin6)-h  Q  sina-f- N  sinô  =  o, 

—  XR(i — cosô)  — Qcosa-4-Ncos6  =  o. 

La  sphère  est  sollicitée  par  trois  forces,  N,  P  et  la  réaction 
en  A,  qui  se  coupent  en  C;  projetons  sur  OA  : 

P  sin  a  —  N  sin  6  =  o. 

Éliminons  N  entre  cette  équation  et  chacune  des  deux  pre- 
mières : 

(P  H-  Q)  sina  -—  X(a?  —  R  sinô)  =  o, 
P  sina  cos6  -h  Q  sin6  cosa  —  XR(i  —  cos6) sin6  =  o. 

La  première  relation  donne  x  quand  on  connaît  0,  et  cet 
angle  est  déterminé  par  la  dernière  ;  prenant  pour  inconnue 

tang  -  6  =  w,  elle  devient 

P  sin  a  a*  4-  2(2XR-|-Qcosa)a*-j-  aQ  cosa  m  —  P  sina=  o. 

Cette  équation  et  sa  transformée  en  —  u  ont  chacune  une 
variation;  il  y  a  précisément  une  racine  positive  et  une 
négative,  et  la  substitution  de  i  et  de  —  i  montre  que  la 
première  racine  est  entre  zéro  et  i,  la  seconde  entre  —  i 
et — 00 ;  il  y  a  deux  positions  d'équilibre;  pour  l'une 
0  est  <[  90°,  pour  l'autre,  il  est  entre  180  et  270  degrés. 
Si  P  est  beaucoup  plus  grand  que  Q,  u  se  rapproche  de  i 
et  de  —  1 ,  0  de  90  ou  de  270  degrés. 

58.  Une  lige  AB^  de  poids  P,  est  mobile  autour  de  son 
extrémité  A,  et  soutenue  à  Vautre  par  un  fil  de  masse 
négligeable  et  de  longueur  l;  ce  fil  passe  sur  deux  très 
petites  poulies  CetD,  la  première  située  verticalement 
au-dessus  du  point  A,  et  se  termine  en  H  où  il  soutient 
l'extrémité  d'une  chaîne  pesante,  de  longueur  \,  par/ai- 


r 
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tentent  flexible ,  et  dont  Vautre  extrémité  est  attachée  en 
un  point  fixe  E  sur  la  verticale  de  la  poulie  D.  On  donne 
la  distance  AG  =  h  du  point  A  au  centre  de  gravité  de 
la  barre  AB,  le  poids  q  de  V unité  de  longueur  de  la 
chaîne  EH,  et  Von  demande  la  position  d^équilibre  du 
système,  (Agrégation,  1871.) 

Soit  I  l'extrémité  inférieure  de  la  chaîne  ;  la  longueur  HI 
que  le  fil  doit  supporter  s'obtient  en  évaluant  de  deux  ma- 
nières la  longueur  DI  : 

DI  ==  DH  -+  HI  =  DE  -h  >  —  HI,     HI  =  i  (DE  -h  ^  —  iy\l  ), 

et  la  tension  du  fil  sera  T=  i^(DE-rX  — DH).  Le  fil 

devant  tenir  la  barre  AB  en  équilibre,  le  moment  de  sa 
tension  par  rapport  à  A  est  égal  au  moment  du  poids  de  AB  j 

T  X  AC  sinACB  =  Vh  sinCAB. 
Mais,  dans  le  triangle  ABC, 

sinCAB        CB        ,  ^  P^CB 

donc     T  = 


sinACB       AB'  ABXAC 

D'ailleurs  BC  =  /  —  DC  —  DH;  donc  on  a,  en  reprenant  la 
première  valeur  de  T, 

i^(DE4.>-DH)  =  ^(/-DC-DH), 

d'où 

2P//(/— CD)— <yAB.AC(DE-l->) 
■~  aPA  — <7AB.AC 

La  valeur  de  DH  donnera  la  forme  du  système.  Pour  que 
le  problème  soit  possible,  il  fiut  que  DH  soit  positif  et  in- 
férieur à  DE  -+-  )^,  et  aussi  kl  —  CD  —  (  AC  —  AB),  en  pre- 
nant pour  celte  parenthèse  sa  valeur  absolue.  Un  cas  re- 


I 
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marquable  est  celui  où  Ton  a 

2PA  =  ^AB.AG,     /— GD  =  DE-hX; 

DH  est  de  la  forme  ->  c'est-à-dire  que  le  système  sera  en 

équilibre  pour  toutes  les  inclinaisons  de  la  droite  AB.  On 
trouve  là  le  principe  d'un  système  de  ponts-levis,  dits  à 
contre-poids  variable,  dû  au  général  Poncelet. 

59.  Trois  sphères  égales,  de  poids  P,  de  rayon  a,  sont 
attachées  à  un  point  fixe  O  par  des  fils  de  longueur 
l — a\  sur  ces  trois  sphères,  on  en  pose  une  autre  de 
poids  Q  et  de  rayon  b;  déterminer  les  conditions  d^é- 
quilibre  du  système  en  supposant  les  centres  des  trois 
premières  sphères  dans  un  plan  horizontal. 

Soient  A,  A',  A''  les  centres  des  sphères  de  rayon  a,  Ble 
centre  de  la  quatrième  ;  il  peut  arriver  que  les  sphères  A, 
A',  A''  se  touchent,  et  que  chacune  soit  en  équilibre  sous 
l'action  de  son  poids,  du  fil  qui  la  soutient,  de  la  pression  N 
exercée  par  les  deux  sphères  de  même  espèce  et  la  pres- 
sion N^  de  la  sphère  B;  ou  bien  les  sphères  A,  A',  A'^  ne 
se  touchent  pas  et  les  forces  N  n'existent  plus. 

Soient,  dans  le  premier  cas,  a  et  j3  les  angles  de  OA  et 
de  BA  avec  la  verticale;  les  points  A,  A',  A"  forment  un 

triangle  équilatéral  dont  le  rayon  est  -j-;  on  a 

sma= — —  ,     smp  = 


/v/3  (a-t-6)y/3 

Les  pressions  exercées  par  A'  et  A''  sur  A  se  composent  en 

une  force  N  y/3,  horizontale,  passant  au  centre  A  et  située 
dans  le  plan  AOB  ;  pour  l'équilibre  àe  A,  il  faut  que  la 
somme  des  forces  qui  le  sollicitent,  estimées  suivant  une 
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perpendiculaire  à  OA  dans  le  plan  AOB,  soit  nulle  : 
Psina  —  Ni  sin(P  — a)—  N  v/Scosa  =  o. 

La  condition  d'équilibre  de  B  s'obtient  en  projetant  les 
forces  qui  le  sollicitent  sur  une  verticale:  Q — 3N|  cosP=o. 
Substituons  N^  dans  la  relation  précédente  : 

_    .  Q  sin(Q  — a)       _.    rr 

P  sina  —  ^  — i-î--s — '  —  N  v^3  cosa  =  o. 
3        cos  p  ^ 

Pour  que  l'équilibre  soit  possible  dans  les  conditions  sup- 
posées, il  faut  que  Nsoit  positif,  ce  qui  donne 


( 


3  P  sin  a  cos  p  —  Q  (  sin  p  cos  a  —  cos  p  sin  a  )  >  o, 


ou 


(I) 


[;2_(a-+-6)«]Q«  — 2[3(a  +  6)*  — 4a»]PQ 
-  3[3(a-+-  6)«— 4a«]P»<o. 


a-\-b  doit  être  <  l  pour  que  a  soit  <  P,   mais  il   doit 

être  >  —=.\  sinon  la  sphère  B  passerait  entre  les  sphères 
v/3 

A,  A',  A'',  et  ne  pourrait  être  soutenue.  La  seule  condi- 
tion pour  que  l'inégalité  (i)  soit  satisfaite  est  que  Q 
soit  inférieur  à  la  valeur  positive  qui  annule  le  premier 
membre. 

Nous  avons,  bien  entendu,  supposé  les  trois  fils  recti- 
lignes,  sans  tenir  compte  des  difficultés  qu'entraînerait  le 
fait  de  leur  rencontre  avec  la  sphère  B. 

Supposons  que  les  sphères  A  ne  se  touchent  pas,  et  soit 
IX  la  distance  de  leurs  surfaces,  en  sorte  que  les  côtés  du 
triangle  A  A' A''  soient  2(^4-0?);  les  formules  trouvées 
pour  le  premier  cas  se  modifient  d'une  façon  très  simple  ; 


t.. 
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sina=-^ — r^-^  >  sinp=      ^ 


//3 


(a-i-6)v/3' 


„   .  Q  sin(3  — a)  _,  m  Q 

Psina— -J  — -     Q       =  o,        N  =  o,         Ni  =  _  ^  ^ 
3         cos  p  3  cos  p 


^(a-i-6)v/3V  3/» 


On  en  tire 


^  '^        4^  ^  4  3P*-4-aPQ 

On  reconnaît  que,  P  étant  constant,  a-\-  x  diminue  quand 
Q  augmente  ;  pour  Q  =  o,  on  a 

a-^-x  =—(a-^b\        d'où        3=-; 

B  est  dans  le  plan  K^ K"^  Q  pourra  augmenter  jusqu^à  ce 
qu'on  trouve  ^  =  o,  et  alors  il  a  précisément  la  plus  grande 
valeur  qui  satisfait  à  l'inégalité  (i);  quand  Q  est  inférieur 
à  cette  limite,  il  y  a  deux  figures  d'équilibre;  au  delà,  il 
n'y  en  a  plus. 

60.  Un  segment  de  paraboloïde  de  réçolution  dont 
l'axe  est  vertical  et  le  sommet  O  en  bas  repose  sur  deux 
plans  également  inclinés,  qui  le  tiennent  en  équilibre; 
si  on  le  suppose  partagé  en  deux  moitiés  par  le  plan 
vertical  qui  contient  V  intersection  des  deux  plans  fixes  j 
quelle  hauteur  maximum  peut-on  donner  au  segment 
sans  que  les  deux  parties  se  séparent?  (Walton). 

Soient  A  le  point  où  l'axe  du  paraboloïde  coupe,  à 
angle  droit,  la  base  du  segment;  OA  =  A  ;  C,  C  les  points 
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de  contact  avec  les  deux  plans  ;  i  l'inclinaison  de  chacun 
de  ces  plans  :  je  prends  OA  pour  axe  des  z,  le  plan  de  sé- 
paration des  demi-segmenls  pour  plan  àes  yz^  et  une  per- 
pendiculaire en  O  pour  axe  des  x.  Le  centre  de  gravité  du 
volume  OAG  est  situé  dans  le  plan  ZOX,  etl'on  obtient  son 
abscisse  en  décomposant  le  volume  en  tranches  parallèles 
à  ZOY  ;  on  trouve  aisément 

a?i  =      ,.,      /  ^  \/iph  —  x^lh )xdx  =1  ——  Jiph, 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  G  sont  p  tangi,  zéro 
- p  tang^t;  la  réaction  normale  du  plan  rencontre  la  verti- 
cale  du  centre  de  gravité  en  un  point  H  dont  le  z  est 

z'  =  -/>  tang^t  —  (iPi  —  p  tangi)  coti 

=  -  /?(ci  H-  tang^  i) r—  Jiph  coti. 

2^  °     '         l57t  '     ^ 

Les  deux  segments  exercent  l'un  contre  l'autre  une 
pression  qui  est  nécessairement  horizontale,  et  dont  le 
point  d'application  est  entre  O  et  A  ;  la  pression  exercée 
sur  l'un  des  solides  doit  faire  équilibre  à  son  poids  et  à  la 
réaction  du  plan  sur  lequel  il  s'appuie  ;  ces  deux  dernières 
forces  ont  une  résultante  qui  passe  en  H,  et  qui,  pour  une 
valeur  convenable  de  la  réaction  du  plan,  est  horizontale; 
mais,  pour  qu'elle  puisse  détruire  l'action  du  second 
solide,  il  faut  que  z'  soit  >  o  : 


Vf 


—  <  -«—  (2  tang  i H-  tang*  i). 


On  a  ainsi  la  hauteur  maximum  compatible  avec  l'équi- 
libre :  on  aurait  la  hauteur  minimum  en  exprimant  que  ^' 
est  <  A. 

De  S.-G.  —  Rec.  6 
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61.  Déterminer  la  forme  d'équilibre  d'un  polygone 
plan  ABCDEF  dont  chaque  côté  est  sollicité  par  une 
force  qui  lui  est  perpendiculaire ,  appliquée  en  son  milieu 
et  proportionnelle  à  sa  longueur. 

Cette  question,  résolue  par  Fuss  {Mémoires  de  V Aca- 
démie de  Saint-Pétersbourg,  1817),  peut  être  traitée 
simplement  en  partant  de  ce  théorème  que,  si  trois  forces 
se  font  équilibre,  elles  sont  concourantes  et  dans  le  même 
plan.  Le  côté  AB  est  en  équilibre  sous  l'action  de  la  force 
XAB  qui  lui  est  normale,  et  des  deux  réactions  R,  R'  exer- 
cées par  les  côtés  voisins  AF,  BG;  ces  deux  forces  doivent 
concourir  en  un  point  I  sur  la  perpendiculaire  au  milieu 

M  de  AB;  AIB  est  isoscèle,  et  R  =  R'=  -A^l^.  Or 
élevons  en  B  une  perpendiculaire  à  IB  qui  rencontre  IM  en 
O  ;  on  voit  que  R  =  XBO,  BO  =  t-«  Pour  une  raison  ana- 
logue, la  perpendiculaire  au  milieu  de  BC  coupe  BO  en  0', 
tel  que  XBO'=  R;  donc  BO  =  BO',  et  les  droites  menées  * 
par  les  sommets  perpendiculairement  aux  réactions  mu- 
tuelles des  côtés  qui  y  aboutissent  concourent  en  un  point 
O  équidistant  des  sommets.  Le  polygone  ABGD...  est 
inscrit  dans  un  cercle,  et  les  réactions  des  côtés  les  uns 
sur  les  autres  sont  égales  et  tangentes  au  cercle. 

Imaginons  un  vase  dont  les  faces  latérales  soient  des 
rectangles  articulés  suivant  leurs  droites  d'intersection  sup- 
posées verticales,  et  dont  le  fond  soit  formé  d'une  mem- 
brane extensible;  si  Ton  verse  un  liquide  dans  le  vase, 
chaque  face  latérale  éprouvera  une  pression  normale  pro- 
portionnelle à  son  aire,  et  la  section  droite  sera  un  poly- 
gone inscriptible  dans  un  cercle. 

62.  On  donne  dans  un  plan  vertical  un  assemblage 
ABCDE  formé  de  quatre  barres  égales, pesantes  et  homo- 
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gènes,  articulées  entre  elles  en  BCD  ;  les  extrémités  A 
et  E  sont  attachées  par  des  charnières  à  deux  points 
fixes  d^  une  horizontale  ;  on  demande  la  forme  d^  équi- 
libre, (Couplet,  Des  charpentes.) 

Comme  le  poids  P  de  chaque  barre  peut  élre  remplacé 
par  deux  poids  \  P  appliqués  à  ses  extrémités,  le  polygone 
ABCDE  est  dans  les  mêmes  conditions  que  si  des  forces 
verticales  P  étaient  appliquées  à  ses  sommets  mobiles  et 
je  puis  suivre  la  méthode  de  Varignon  pour  l'équilibre 
du  polygone  funiculaire  :  je  mène  par  un  point  O  {fig-  4) 

Fiç.  4. 


une  droite  06  parallèle  au  côté  AB  du  comble  et  propor- 
tionnelle à  la  pression  qui  s'exerce  sur  chaque  section 
droite  de  cette  barre;  puis,  par  le  point  6,  une  verticale  bc 
proportionnelle  à  P:  Oc  représentera  en  grandeur  et  en 
direction  la  pression  du  côté  BC  ;  de  même,  si  crf  =  rfe  =  P, 
Orf,  Oe  seront  parallèles  à  CD  et  DE.  Cela  posé,  je  dis 
que  O  c  et  O  rf  font  des  angles  égaux  avec  l'horizontale  OH  ; 
car,  si  l'on  avait  c  OH  >  HO  rf,  on  aurait  aussi  b  OH  >  HO  e; 
la  projection  de  ABC  sur  une  verticale  serait  plus  grande 
que  celle  de  CDE,  et  A  et  B  ne  seraient  pas  sur  une  même 
horizontale. 
Alors  èH  =:  3cH;  si  donc  a  et  ^  sont  les  angles  de  AB 
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et  de  BC  avec  riiorizon,  on  aura 

tanga  =  3  tangp. 

II  suffit  d'écrire  que  AE  est  égale  à  la  projection  du  poly- 
gone sur  Thorizon  pour  avoir  une  seconde  équation  entre 
a  etp 

/  = /? ( cosa  H- COS p ). 

Posons  tang(3  =  x,  et  éliminons  a  : 


Quand  x  croit  de  zéro  à  oo  ,  le  premier  membre  décroit  de 
2  à  zéro;  il  y  a  donc  une  et  une  seule  solution  quand  l'é- 
cart AE  est  moindre  que  deux  fois  la  longueur  d'une  barre. 

63.  Position  d* équilibre  de  deux  poids  égaux  assu- 
jettis à  rester  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical,  et 
se  repoussant  ai^ec  une  intensité  inversement  proportion^ 
nelle  à  leur  distance. 

Soient  A,  B  les  deux  points,  x^  y^  ^'^J*  leurs  coordon- 
nées, x^=  ipy  Téquation  de  la  parabole.  En  écrivant  pour 
les  deux  points  la  condition  X  dx-h  Y  (fy  =  o,  on  trouve 
deux  équations  de  la  forme 


Remplaçons  j-^  etj-'  par-^j  ' — j  et  débarrassons  les  frac- 
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lions  du  facteur  x  —  x^  qui  ne  peut  être  nul  ;  il  vient 

{X  —  X  )l4  p^-+- {x -h  X  )^\ 

Retranchons  la  première  de  la  seconde,  et  simplifions  en- 
core la  fraction  :  il  vient 

On  a  d'abord  la  solution  x'= —  x,  et,  en  substituant 
dans  l'une  des  équations  (i),  on  trouve 


X  =  —  x'=  fxi/  — • 

V      2^ 


Pour  obtenir  une  autre  solution,  on  divise  l'équation  (2) 
par  X  -H  x',  et  l'on  en  tire 

x-hx  =±:i/  -^-^ lc_-2_ . 

cela  posé,  ajoutons  les  équations  (i)  après  avoir  multiplié 
la  première  par  x',  la  seconde  par  x]  on  en  déduit 

xx'  =  —  a/?'; 

on  connaît  la  somme  et  le  produit  de  x  et  de  x'.  Cette  se- 
conde solution  est  réelle  toutes  les  fois  que  [x^  —  2gp  >  o. 

Équilibre  en  tenant  compte  dn  frottement. 

64.  Une  tige  pesante  OA,  parfaitement  mobile  autour 
de  V extrémité  O,  s^ appuie  en  K  contre  un  plan  vertical 
dépoli;  déterminer  la  position  de  la  barre  quand  elle 
est  sur  le  point  de  glisser. 

Soient  a  la  longueur  de  OA,  6  son  angle  avec  la  perpen- 
diculaire OP  abaissée  sur  le  plan  fixe,  i^  l'angle  du  plan 
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AOP  avec  l'horizon,  N  la  pression  normale,  /N  la  force  de 
frottement  dirigée  suivant  la  tangente  en  A  an  cercle  que 
A  peut  décrire  sur  le  plan  fixe.  Prenons  pour  axe  des  z  la 
verticale  de  O,  pour  axes  des  x  OP,  pour  axe  des  y  une 
perpendiculaire  aux  deux  premières  ;  les  coordonnées  de  A 
sont  a  cosO,  a  sinO  cos^,  a  sinO  sin^  ;  les  composantes  de  la 
force  de  frottement  X==  o,  Y  =  — /Nsin^p,  Z=/Ncos<j;. 
Nous  n'avons  qu'à  égaler  à  zéro  la  somme  des  moments  par 
rapport  à  OZ  : 

—  a/Nsinij^cosô  -+-  aN  sin9  cos4'  =  o,     tangt}^  =  —  tangO; 

il  y  a  toujours  une  solution  indépendante  de  la  longueur 
de  la  barre. 

65.  Une  tige  homogène  AB  peut  tourner  dans  un 
plan  vertical  autour  de  son  milieu  C,  et  porte  à  une  de 
ses  extrémités  B  un  poids  Q  ;  une  autre  tige  OE,  mo- 
bile  autour  d'une  de  ses  extrémités  O,  appuie  sur 
rextrémité  A  de  la  première  tige;  le  point  O  est  situé 
verticalement  au-dessus  de  C  à  une  distance 

C0  =  GA  =  a; 

déterminer  la  position  du  système  quand  le  point  A  est 
près  de  glisser  sur  OE,  en  remontant  vers  O  ou  dans  le 
sens  opposé. 

Le  poids  P  de  OE  peut  être  considéré  comme  appliqué 
en  son  centre  de  gravité  à  une  distance  A  de  O.  Soient  a 
l'angle  COE  =  CAO,  /  le  coefficient  de  frottement 
quand  le  point  A  sera  près  de  glisser  vers  E,  la  barre  AB 
éprouvera  en  A  une  action  N  normale  à  OE,  faisant  avec 

AB  l'angle a,  et  une  action  /N  faisant  l'angle  a  en 

dessus  ;  prenons  par  rapport  à  G,  les  moments  des  forces  \ 
qui  sollicitent  AB  : 

Q  sin2a  —  N  cosa  -h/N  sina  =  o. 
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Prenons  par  rapport  à  O  les  moments  des  forces  qui  agis- 
sent sur  OE  : 

sNacosoe —  PAsina  =  o. 

Éliminant  N  : 

sina[4aQ  cos*a  —  PA(cosa — /sina)]  =  o. 

On  a  la  solution  évidente  a  =  o  et  une  autre  qui  dépend 
d'une  équation  du  quatrième  degré.  Quand  le  glissement 
doit  se  faire  vers  AO,  on  change  y*  en  — f, 

66.  Une  tige  pesante  et  homogène  AB  s  ^appuie  par  son 
extrémité  A  sur  une  horizontale  XX'  et  touche  en  un 
point  variable  M  une  courbe  située  dans  le  plan  vertical 
qui  contient  V horizontale  donnée;  les  coefficients  de 
frottement  sur  cette  droite  et  sur  la  courbe  sont  égaux. 
Déterminer  la  courbe  de  manière  que,  dans  toutes  ses 
positions,  AB  soit  sur  le  point  de  glisser. 

Prenons  pour  origine  un  point  O  de  l'horizontale  XX', 
que  nous  choisirons  plus  tard,  et  désignons  par  2a  la  lon- 
gueur de  AB,  par  P  son  poids,  a  son  inclinaison  sur  OX, 
N  et  N'  les  réactions  normales  en  A  et  M,  y  l'angle  de 
frottement.  Projetons  les  forces  sur  une  horizontale,  une 
verticale,  et  prenons  les  moments  par  rapport  à  A  : 

/N  =  N'(sma  — /cosa),     P  =  N  +  N'(cosa  -h/sina), 

aP  cosa  =  -~-> 
sina 

y  étant  l'ordonnée  de  M.  On  tire  de  ces  équations 

,_  P  sincp  coscp        -j  _  P  coscp  sin(a  —  cp) 
"~         sma  sina 

y  =  -; sin*a  cosa. 

'^        sm  '1  cp 

■ 

Cette  dernière  équation   détermine  la  courbe  cherchée; 
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mais,  pour  la  construire,  il  est  commode  d'exprimer  x  e\.y 
en  fonction  de  a,  et  de  faire  varier  ce  paramètre  au  lieu  de 
l'éliminer.  En  posant  2a  =  /isin2cp,  on  trouve 

y  =  n  sin*acosa,     dy  =  /i(3  cos'a  —  i)  sinae/a, 
dx  =  dy  bot  a  =  7i(3  cos'  a  —  i)  cos  a  d%,     x  =  (t.  —  sin'  a)  n  sin  a, 

X  s'annulant  avec  a.  La  courbe  est  symétrique  par  rapport 
aux  deux  axes,  parce  que,  si  l'on  change  a  en  —  a,  ^  ne 
change  pas,  et  x  se  change  en  —  ^;  si  l'on  remplace  a  par 
7t —  a,  c'est  X  qui  ne  change  pas.  Il  suffit  donc  de  faire 

varier  a  de  zéro  à  -;  quanda  variedezéroàai  =  arccos  -p, 
X  ely  augmentent  tous  deux  en  partant  de  zéro,  pour  at- 
teindre, le  premier  la  valeur  |  ^  1/  5  >  l'autre  0  ^  1/ 0  •  En 

ce  point,  il  y  a  rebroussement,  et  quand  a  varie  depuis  la 
valeur  a<  (54*^44')  jusqu'à  90  degrés,  x  ety  diminuent,  le 
premier  jusqu'à  /i,  le  second  jusqu'à  zéro. 

Les  équations  d'équilibre  ont  été  écrites  en  supposant  a 
compris  entre  zéro  et  90**  :  la  partie  correspondante  de  la 
courbe  répond  seule  à  la  question,  et  encore  a  doit-il  sur- 
passer cp  et  ai  pour  que  N  soit  positive  et  que  AB  repose 
réellement  sur  la  courbe . 

Quand  ©  varie,  on  obtient  des  courbes  homothétiques  : 
l'équation  de  l'une  d'elles  serait,  en  coordonnées  polaires, 

r*—  (36  cos»6  —  27  cos* 6  —  8)/i«r«-i- 16/1*  sin«6  =  o. 

67.  Quels  doivent  être  les  coefficients  de  frottement 
du  fer  sur  le  fer  et  sur  le  sol  pour  que  quatre  boulets 
sphériques  égaux,  disposés  en  pile  triangulaire,  soient 
sur  le  point  de  glisser? 

Soient  P  le  poids  commun  des  quatre  sphères,  O  le 
centre  d'une  des  trois  sphères  inférieures,  O'  celui  de  la 
sphère  supérieure;  la  droite  00'  fait  avec  l'horizon  un 
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angle  a  dont  le  cosinus  est  -— ;  soient  encore  N  et  T  les 

composantes,  normale  et  tangentielle,  de  la  réaction  que 
le  sol  exerce  sur  la  sphère  O  ;  N',  T' les  composantes  de  la 
réaction  exercée  parla  sphère  O',  ZO' la  verticale  du  point 
O'.  Par  raison  de  symétrie,  c'est  dans  le  plan  00' Z  que 
tendent  à  se  déplacer  les  points  de  contact  de  la  sphère  O 
avec  le  sol  et  avec  O'  ;  c'est  donc  dans  ce  plan  qu'agiront 
les  forces  T,  T',  toutes  deux  étant  évidemment  dirigées  du 
côté  deO'Z.  Les  forces  qui  sollicitent  la  sphère  O  étant 
contenues  dans  le  plan  00' Z,  trois  équations  sont  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'elles  se  fassent  équilibre  : 

T  H-  T'  sinoîT—  N'  cosa,     N  =  P  -i-  N'  sina  -+-  T  cosa,     T  =  T'. 

Pour  que  O'  soit  en  équilibre,  il3uffit  d'exprimer  que  la 
somme  des  projections  vecticales  des  forces  qui  agissent 
sur  cette  sphère  est  nulle,  les  autres  conditions  étant  d'elles- 
mêmes  satisfaites  : 

3N'sina-4-3T'côsa  —  P  =  o. 

Des  équations  précédentes  on  tire 

N  =  |P,    N'=ip,     T  =  T'=i-I-ggiiL  =  ^-V^p. 
3  3  3  i-h  sina  3 

Pour  que  T  et  T'  puissent  prendre  ces  valeurs,  il  faut 

que  le  coefficient  de  frottement  du  fer  sur  le  fer  ou  du  fer 

T'  T 

sur  le  sol  soient  au  moins  égaux  à  :j^,  et  à  :j^  >  c'est-à-dire  à 

y^3  —  y/a  et  à  - — 7~^'  O^  ^  négligé  la  résistance  au  rou- 
lement. 

68.  Formule  de  At,  Kurtis.  —  Pour  qu'un  solide  soit 
en  équilibre  sous  l'action  d'une  force  donnée  et  de  deux 
réactions  de  grandeur  inconnue,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
trois  forces  soient  dans  un  même  plan  et  concourantes,  les 
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grandeurs  des  réactions  pouvant  toujours  être  prises  de 
telle  sorte  que  leur  résultante  soit  égale  et  opposée  à  la 
force  connue.  Soient  A  le  point  de  concours  des  trois  forces, 
B,  G  les  points  où  sont  appliquées  les  réactions,  D  le  point 
où  la  ligne  d'action  de  la  force  donnée  va  rencontrer  BC; 
M.  Kurtis  a  signalé,  dans  le  Cambridge  Messenger  of 
Mathematics,  une  relation  qui  suffit  souvent  pour  trouver 
la  position  d'équilibre  du  solide.  On  a 

BDsinB  _  CD  sin  G  ^ 
sinBAD  ~  sin  CAD  ' 

si  l'on  remplace  sinB  et  sin  G  par  sin(ADB  +  BAD)  et  par 
sin(ADB  —  DAG),  on  déduit  de  là 


(I) 


cotADB  = 


PC  cotCAD  —  PB  cotBAD 
BG 


Si  l'on  remplace   au  contraire    sinBAD   et  sinGAD   par 
sin(B  +  ADB)  et  par  sin(ADB  —  G),  on  trouve 


cotAPB  = 


PBcotG  — CPcotB 
BG 


Je  citerai  seulement  l'application  de  la  formule  (i)  au 
calcul  de  l'angle  a  que  doit  faire  avec  l'horizon,  sur  le 
point  de  glisser,  une  échelle  BG  appuyée  en  B  contre  un 
mur  vertical  et  reposant,  en  G,  sur  un  sol  horizontal  ;  les 
angles  de  frottement  sont  <p  et  cp',  et  l'on  suppose  l'échelle 
perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  du  mur  sur  lequel  elle 
s'appuie.  Le  point  D  doit  coïncider  avec  le  centre  de  gra- 
vité de  l'échelle,  et  l'équation  (i)  devient 

PGcotcp'— PB  tanffo 
langa  = L S?. 
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EXERCICES. 

1.  Position  d'équilibre  d'une  barre  pesante  et  homogène  s'ap- 
puyant,  d'un  bout,  sur  la  surface  interne  d'un  hémisphère  fixe, 
de  l'autre  contre  un  plan  vertical.  Si  a,  6  sont  les  inclinaisons  de 
la  barre  et  du  rayon  allant  au  point  d'appui, 

tangS  =  atanga,     aacosa  =  rf-H  RcosO. 

2.  Une  planche  très  mince,  homogène,  rectangulaire,  peut  tour- 
ner autour  d'un  de  ses  côtés  AB  qui  fait  l'angle  a  avec  la  verticale  : 
calculer  la  force  Q  qui  doit  agir  normalement  sur  la  planche  à  la 
distance  /  de  AB  pour  que  son  plan  fasse  l'angle  ^  avec  le  plan 
vertical  mené  par  AB. 

/Q  =  aP  sina  sinp,     P  poids  de  la  planche,  aa  sa  largeur. 

3.  Composer  les  forces  représentées  parles  côtés  d'un  polygone 
fermé. 

Elles  forment  un  couple  dont  la  projection  sur  un  plan  quel- 
conque est  égale  au  double  de  l'aire  de  la  projection  du  polygone 
sur  ce  plan. 

4.  Montrer  que  quatre  forces  qui  se  font  équilibre  sont  diri- 
gées suivant  quatre  génératrices  d'une  surface  du  second  ordre; 
réciproqaement,  suivant  quatre  génératrices  d'un  même  système 
d'un  hyperboloïde  ou  d'un  paraboloïde,  on  peut  faire  agir  quatre 
forces  qui  se  feront  équilibre. 

Voir  umie  Note  de  M.  Darboux  au  Cours  de  Despeyrous. 

b.  Condition  pour  que  trois  forces  P,  Q,  R  agissant  suivant  des 
arêtes  d'un  parallélépipède  non  situées  deux  à  deux  dans  le  même 
plan  aient  une  résultante  :  ligne  d'action   de  cette  résultante. 

(Gilbert.) 
Je  représente  les  arêtes  considérées  par  les  équations 

s'il  existe  une  résultante  appliquée  en  (a?,  y,  z),  on  aura 
R/~Q^  =  6Rh-cQ,     P^  — Ra7  =  cP-f-aR,     Qa?  — P^  =  aQ  H- ÔP 
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équations  compatibles  si 

bcP  -+-  caQ  -+-  abK  =  o. 

6.  Une  barre  pesante  et  homogène,  de  longueur  a  a,  est  sup- 
portée par  une  cheville  horizontale  G  tandis  qu'une  de  ses  extré- 
mités s'appuie  contre  un  mur  vertical  :  calculer  l'inclinaison  a  de 
la  barre  quand  elle  est  en  équilibre,  ainsi  que  les  réactions  N,  N' 
du  mur  et  de  G. 

c  étant  la  distance  de  G  au  mur,  on  trouve 

c  P 

cos3a  =  -,     N  =  Ptanga,     N'  = 


a  cosa 

7.  En  divers  points  d'un  solide  qui  ne  peut  que  tourner  autour 
d'un  axe  fixe  OZ,  sont  appliquées  des  forces  de  grandeur  et  de 
direction  invariables  :  montrer  qu'il  y  a  deux  positions  d'équi- 
libre (Gaen,  1879). 

Soient  a?,  y,  z  les  coordonnées  initiales  du  point  auquel  est 
appliquée  la  force  X,  Y,  Z,  «p  l'angle  dont  le  solide  a  tourné  à  par- 
tir de  sa  première  position  :  l'équation  d'équilibre  peut  s'écrire 

coscp  2(a?Y— j^X)--sincp2(a7X-4-7Y)  =  o; 

on  reconnaît  le»  deux  positions  d'équilibre,  et  on  voit  tout  de 
suite  que  Tune  est  stable,  Tautre  instable. 

8.  Position  d'équilibre  de  deux  sphères  pesantes,  respective- 
ment tangentes  à  deux  plans  inclinés  et  tangentes  l'une  à  l'autre. 
(Walton.) 

Les  centres  O,  O'  sont  dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  à 
l'intersection  des  deux  plans  :  on  égale  à  zéro  la  somme  des  pro- 
jections des  forces  qui  sollicitent  chaque  sphère  sur  la  ligne  de 
pente  du  plan  qui  la  supporte  ;  6  étant  l'angle  de  00'  avec  l'ho- 
rizon, 

û       P'cota  — Pcota' 
tango  = p-j-p, 

9.  Une  tige  homogène  de  longueur  2a,  de  poids  P,  s'appuie 
contre  la  surface  interne  et  sur  le  bord  d'un  cylindre  creux  qui 
repose  sur  un  plan  horizontal  :  quel  est  le  poids  minimum  M  di 
cylindre  qui  permette  l'équilibre  du  système? 

On  trouve 


2R  <  a,     et     M 


-(^-) 
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10.  Une  sphère,  posée  sur  un  plan  horizontal,  est  attachée  par 
un  fil  à  un  point  O  de  ce  plan;  en  0  s'articule  une  tige  pesante 
qui  appuie  sur  la  sphère  en  un  point  situé  dans  le  plan  vertical 
qui  passe  par  le  centre  et  par  le  point  O  :  calculer  la  tension  T 
du  fil. 

On  connaît  les  distances  a,  c  du  point  0  au  centre  de  gravité 
de  la  harre  et  du  centre  de  la  sphère;  P  étant  le  poids  de  la  barre, 

^       2aP  — R(c«  — 2R«) 

H.  Une  tige  horizontale  BGD  porte  un  poids  P  à  son  extré- 
mité D  et  s'articule  à  l'autre  extrémité  en  un  point  B  d'une  ver- 
ticale OZ  :  la  tige  est  soutenue  en  G  par  une  barre  oblique  AG, 
dont  l'extrémité  A  est  fixée  en  un  point  de  OZ  :  déterminer  les 
réactions  mutuelles  des  diverses  barres  en  négligeant  les  poids  de 
ces  barres  elks-mémes. 

Il  suffit  d'écrire  les  équations  d'équilibre  de  BD  et  de  A  G. 

12.  Une  tige  pesante  et  homogène  AB  s'appuie  en  A  sur  une 
horizontale  dépolie  OX  et  en  B  sur  une  courbe  parfaitement  polie 
située  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  OX  :  déterminer  la  courbe 
de  manière  que  AB,  dans  toutes  les  positions  qu'elle  peut  prendre, 
soit  sur  le  point  de  glisser. 

a  étant  la  longueur  de  la  droite,  <p  l'angle  de  frottement,  la  droite 
doit  s'appuyer  sur  la  partie  concave  de  l'ellipse 

47^-^(^— JKCOtcp)»  =  4«'; 

Tare  utile  de  cette  courbe  est  situé  au-dessus  de  OX  et  limité  au 
point  où  la  tangente  fait  avec  OX  l'angle  ir  —  cp. 

13.  Une  barre  homogène  de  longueur  a,  de  poids  P,  s'appuie 
par  une  de  ses  extrémités  A  contre  un  mur  vertical  dépoli  ;  l'autre 
extrémité  B  est  reliée,  à  l'aide  d'un  fil  de  longueur  /,  à  un  point 
fixe  O  situé  verticalement  au-dessus  du  point  A  :  calculer  l'angle  ô 
que  fait  AB  avec  la  verticale  quand  elle  est  sur  le  point  de  glisser. 

L'angle  co  du  fil  OB  avec  la  verticale  est  donné  par  l'équation 

*(4a«  —  4 /»  — /» /«)  tang»  (o  ±  a//»  tangto  -+-  4a«  —  /«  =  o; 

on  prend  le  signe  -f-  ou  le  signe  —  selon  que  A  est  sur  le  point 
de  glisser  en  remontant  ou  en  descendant;  on  a  ensuite 

/sinu)  =  asinO. 
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14.  Une  barre  pesante  et  homogène  A6,  de  longueur  2a,  est 
placée  horizontalement  à  l'intérieur  d'une  sphère  dépolie  :  cher- 
cher le  minimum  h  de  différence  de  niveau  qui  doit  exister  entre 
le  centre  de  la  sphère  et  la  barre  pour  que  celle-ci  ne  glisse  pas. 

AB  tend  à  glisser  en  restant  horizontale  et  les  forces  de  frotte- 
ment sont  tangentes  aux  circonférences  que  décriraient  ses  extré- 
mités :  si  on  projette  sur  une  horizontale  perpendiculaire  à  AB 
les  forces  qui  agissent  sur  cette  barre,  on  trouve 

R2  _  «î 


15.  Un  chariot  supporté  par  quatre  roues  égales  est  placé  sur 
un  plan  incliné  P  ;  les  essieux  sont  horizontaux  et  le  centre  de 
gravité  est  au  centre  du  rectangle  qui  a  pour  côtés  les  deux  es- 
sieux :  calculer  l'angle  i  que  P  doit  faire  avec  l'horizon  pour  que 
le  chariot  soit  près  de  glisser,  les  deux  roues  de.  devant  étant 
enrayées.  (P.  Jullien.) 

ia  étant  la  distance  des  essieux,  R  rayon  des  roues, 

tangi  =  — ^^^—y 

16.  Un  solide  étant  sollicité  par  plusieurs  forces  de  grandeurs 
et  de  directions  constantes,  montrer  qu'il  suffit^  en  général,  d'ad- 
joindre trois  forces  de  même  nature  pour  établir  l'équilibre  asia- 
tique. Quand  le  solide  se  réduit  à  une  figure  plane  et  que  les  forces 
sont  dans  le  plan  de  la  fîgure,  il  suffit  d'une  force  pour  assurer 
l'équilibre  astatique. 

17.  Montrer  qu'un  solide  est  en  équilibre  quand  chaque  élé- 
ment d<5  de  sa  surface  est  pressé  normalement  par  une  force  X  da. 

Les  composantes  des  pressions  suivant  trois  axes  rectangulaires 
se, font  équilibre  deux  à  deux.  M.  Bertrand  a  conclu  de  ce  théo- 
rème que  l'équilibre  a  encore  lieu  si  la  pression  normale  est 


(hi"^rJ 


ûfd. 
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ÉQUILIBRE  D'UN  FIL  FLEXIBLE. 


69.  Considérons  un  fil  parfaitement  flexible  et  inexten- 
sible ;  chaque  élément  ds  est  sollicité  par  une  force  exté- 
rieure Fds  dont  les  composantes,  suivant  trois  axes  rec- 
tangulaires, sont  X  dsy  Y  ds,  Zds;  T  désignant  la  tension 
en  un  point  du  fil,  on  a  les  équations  d'équilibre 

{i)d.T^-hXds  =  o,    d,T^-hYds=^o,    d,T^-hZds  =  o. 

On  pourrait  en  déduire  7,  z,  T  en  fonction  de  x,  ce  qui 
déterminerait  les  conditions  de  l'équilibre. 

Si  Ton  ajoute  les  équations  (i)  après  les  avoir  multipliées 

dcc    tti^     dz  dx 

respectivement  par  -7-'  77^  »  3-  o^  psir  ^  ~J~^  *  '  *  '  ^^  enfin 

par  dy  d^z  —  dzd^y,  ...,  on  arrive  à  trois  relations, 
qu'on  peut  aussi  obtenir  en  projetant  les  forces  qui  solli- 
citent l'élément  ds  sur  la  tangente,  la  normale,  la  binor- 
male  : 

1°  — rfT  =  Xrf^ -h  Yrf^-4- Zrf^;  le  second  membre 
représente  la  composante  tangentielle  de  ¥  ds]  quand  il 
est  intégrable,  on  peut  calculer  T  en  fonction  d'une  con- 
stante el  des  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  fil. 

T  ds 
2**  p  étant  le  rayon  de  courbure, est  égal  à  la  com- 
posante normale  de  la  force  qui  sollicite  l'élément  ds] 
cette  relation  peut  servir  à  trouver  le  rayon  de  courbure 
de  la  courbe  funiculaire. 
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3®  La  résultante  de  Xrf5,  Y  ds,  Zds  est  dans  le  plan 
osculateur  à  la  courbe. 

70.  Forme  d'équilibre  d'un  fil  flexible,  homogène, 
non  pesant,  dont  les  extrémités  sont  fixées,  et  dont 
chaque  élément  ds  est  repoussé  d'une  droite  fixe  AB 
par  une  force  perpendiculaire  à  cette  droite  et  propor- 
tionnelle à  la  distance  de  ds  à  AB.  L'hélice  peut  satis- 
faire aux  conditions  de  la  courbe  funiculaire»  Cas  où 
les  extrémités  du  fil  sont  dans  un  plan  qui  contient  AB. 
Cas  où  elles  sont  en  A,  B,  et  où  la  longueur  du  fil  sur- 
passe peu  la  distance  AB.  (La  partie  principale  de  ce 
problème  a  été  proposée  pour  l'agrégation  en  1842-) 

Prenons  un  système  d'axes  rectangulaires  dont  A  soit 
l'origine,  AB  étant  l'axe  des  x'^  les  équations  d'équilibre 
ont  la  forme, 

(I)  d,T~  =0,     rf.T^^+a>ïrt/5  =  o,     d,T^  -^-ui^zds  r=o. 
^  ^  ds  '  ds  ^  '  ds 

La  première  donne  ï-^  =  C.  Il  est  aisé  de  reconnaître 

que  le  système  est  satisfait  si  le  fil  a  la  forme  d'une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  dont  l'axe  est  AB  et  le  rayon  B.  Soit 
a  l*angle  des  tangentes  avec  AB;  on  aurait 


dx 

-7-  =  cosa, 
ds 

dy           ifsina 

dz        ^sina 

ds~          R     ' 

ds~       R 

Substituons  dans  les  équations  (I),  on  aura 

cosa  R^cosa  ''  R=*cosa 

Ce  système  est  vérifié  en  faisant  G  = — r— ; 7  ce  qui 

donne  la  tension  en  chaque  point  de  l'hélice. 
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Revenons  au  cas  général  :  T  est  essentiellement  positive, 
sauf  en  quelques  points  où  elle  peut  s'annuler  ;  si  donc  G 
était  nul,  dx  le  serait  aussi  et  le  fil  serait  dans  un  plan 
perpendiculaire  sur  AB.  Je  laisse  ce  cas  de  côté  et,  en  choi- 
sissant convenablement  le  sens  où  x  croît,  je  puis  écrire 


On  a 

et  si  Ton  pose 

on  en  tire 


™  dx       I 

as        '2 


dT  ——  (ii^(ydy-{-zdz)y 


^=rcosG,     >5  =  rsin6, 


T=:  iwVaî— rM. 
'1 


Ajoutons  enfin  la  deuxième  équation  (I)  multipliée  par 
—  5  et  la  troisième  par  y  :  il  vient 

'^         ds  ds  y  ds  ds  I  ds      1 

L'élimination  de  ï  donne  les  équations  de  la  courbe  funi- 
culaire : 

cî  ^ii  =  a2_  ^2      h^  dx  =  r« c« û?0. 
dx 

On  voit  que  ^  et  8  vont  sans  cesse  en  croissant  d'un  bout 
à  l'autre  du  fil.  Si  les  deux  extrémités  sont  dans  un  plan 
passant  par  AB,  6  sera  constant  ou  croîtra  de  a/iir.  Plaçons- 
nous  dans  le  premier  cas,  seul  admissible  si  un  bout  du  fil 
est  au  point  A,  ce  qui  exige  6  =  0;  le  fil  est  dans  un  plan 
passant  parla  droite  AB;  en  le  prenant  pour  plan  des  xy^ 
nous  ferons  r  =jk>  et  nous  aurons 

(II)  c» —  =  a*— j^^     dx  =  '^  ^ 


ax  y/(^a*__^x^î_c* 

Si  la  seconde  extrémité  du  fil  est  sur  AB,  il  y  a  un  point 

De  S.-G.  —  Kec,  7 
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où  -T-  =  I .  Dans  ce  cas,  a^  >►  c^  ;  jk  va  d'abord  en  crois- 
sant de  o  à  yjà^  —  c^  ;  le  radical  est  alors  >>  o,  puis  il  change 

de  signe  ;^  décroît  jusqu'à  —  ^a*^  —  c'-*,  et  croît  ensuite,  etc. 
On  peut  mettre  dx  sous  une  forme  plus  simple,  en  posant 


/  =1  y  «2  —  ^.a  sinç>,       dx  = 


C'fl?Y 


sfà^  -♦-  c'  i  /  I sin'o 


L'expression  de  rf^  se  forme  à  Taide  de  (II) 


ds 


,     I ;      /         a'—c^   . 

=  rto  v^'-h  c  1  /  I sm'cp  —  dx. 


On  a  ainsi  des  intégrales  elliptiques  de  première  et  de 
deuxième  espèce.  Comme,  au  point  B,  ^=  o,  (p  doit  varier 
de  o  à  TZTT,  et  la  courbe  présente  n  branches  égales,  tour  à 
tour  au-dessus  et  au-dessous  de  AB.  En  général  n  peut 
être  choisi  à  volonté.  Pour  déterminer  a  et  c,  on  exprime 
que,  pour  ç  =  «tt,  ^  =  2/  et  .r  =  2 A,  ce  qui  donne  aisé- 
ment 


7r 

d^ 


nc^         n^  d 


ya' -t- c    f  /  a*  —  c 


-Hç= 


sîn'f 


mais  ce  soni  deux  équations  transcendantes.  La  courbe  est 
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quarrable.  Soit  n=z  i: 


^0  '^?  X         V2C'-i-(a^~ 


^  ^2  L  f^H^V^^Î^ 


I/aire  engendrée  pour  la  révolution  autour  de  AB  est  aussi 
quarrable. 

Pour  le  cas  où  /  surpasse  peu  A,  je  pose  «*— c'=  £%  et  j 'ai 


on  remplace  ^c^^t^—y^  par  2c%  et  il  vient 


V  ^  c  \         c^  c 

Les  conditions  données  par  le  point  B  sont 

On  en  déduit  les  constantes  c  et  e,  et  Téquation  de  la  courbe 
devient 


r=  —  ^à(l  — h)  sin 


riTcx 


C'est  une  sinusoïde.  La  tension  est 

i    ^    ^  ds         aA*   /  ./  —  h       ^mzx 

7.k 


71.  Remarques  sur  Véquilibre  d^un  fil  pesant.  Ap- 
plications. 


^ 


I  OO  RECUEIL    D  EXERCICES 

La  courbe  dessinée  par  un  fil  en  équilibre  sous  la  seule 
action  de  la  pesanteur  est  toujours  dans  un  plan  vertical; 
en  désignant  par  T  et  /?  la  tension  et  le  poids  spécifique 
en  un  point  quelconque,  où  la  tangente  fait  Tangle  a  avec 
rhorizon,  on  déduit  des  théorèmes  généraux 

T 

Tcosa  =  C,     --  =  pcosa, 

P 
d'où 

G  =  jopcos'a. 

■ 

Cette  dernière  relation  montre  comment  doit  varier  la 
densité  aux  divers  points  du  fil  pour  qu'il  dessine  une 
courbe  donnée,  par  exemple  un  cercle,  une  cjcloïde,  une 
parabole,  une  hyperbole  équilatère,  les  points  les  plus  bas 
de  ces  courbes  étant  des  sommets  :  la  valeur  de  p  est,  avec 
ces  diverses  courbes,  de  la  forme 

a  -1 

1°    a,         2°    Aacosa.         3*    — -— >         4"     a(cos2a)   *; 

on  aura,  pour  la  densité, 

G                          G                      G                        G  (cosaa)^ 
p  = r->     P=-, r-'     7?=-cosa,     p=-^ —^— 

Inversement,  on  peut  déterminer  la  courbe  quand  on 

donne  la  loi  de  la  densité;  supposons  celte  densité  con- 

G 
stante  et  —  =  a  :  on  aura 

P 

ds       .         cos*a</y 

a=  Q  cos^a  =  ~7-  cos'a  =  —. ~-  : 

aa  siû  a  aa 

on  en  conclut,  en  choisissant  des  axes  convenables, 

/  ^  m       Gy 

^  '  "         cosa  °    '  a         ^'^ 

La  première  de  ces  relations  caractérise  la  chaînetle  cl 


•  •• 


* 
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conduit  aisément  à  son  équation  bien  connue.  Je  vais  in- 
diquer deux  applications  simples  de  cette  équation  et  des 
résultats  précédents. 

I**  Un  fil  homogène  ABB'A',  de  longueur  2  /,  est  pose 
sur  des  chevilles  B,  B',  situées  sur  une  horizontale  à  la 
distance  'im  Vune  de  Vautre;  les  portions  BA,  B'A' 
pendent  librement  et  sont  de  même  longueur  :  dé  ter- 
miner*  la  longueur  2s  de  l'arc  de  chaînette  BB'.  {An- 
nales de  Gergonne,  XIX.) 

L'équation  de  la  chaînette  à  laquelle  appartient  Tare  BB' 
peut  s'écrire 

(2)  ^=^(e«+e"«) 

les  abscisses  des  points  B,  B'  étant  égales  à  dz  /w  ;  en  écrivant 
que  la  tension  en  B  est  égale  au  poids  de  la  portion  AB  du 
fil,  on  a 

d'où 

ae^  —  /  =  o; 

cette  équation  fait  connaître  le  paramètre  de  la  chaînette 
et  par  suite  la  longueur  ^:  son  premier  membre,  infini  pour 
a=  o  et  pour  a  =  00,  atteint  sa  valeur  minimum  me —  / 
pour  a=  m.  L'équation  a  deux  racines  et  il  y  a  deux 
figures  d'équilibre  si  /  >  me  :  il  n'y  en  a  plus  si  /  <!  me. 
La  question  s'applique  évidemment  à  une  pièce  d'étoffe 
qui  serait  portée  sur  deux  tringles  horizontales  parallèles. 

2®  Les  extrémités  d'un  fil  pesant  et  homogène  sont 
fixées  en  deux  points  H,  H'  d'une  horizontale  ;  une  petite 
masse,  de  même  poids  que  le  fil,  est  attachée  en  son  mi- 
lieu M.  Quel  doit  être  le  rapport  de  la  distance  HH'  =  2  A 


■■  r 


I  02  RECUEIL     D  EXERCICES 

à  la  longueur  2I  du /il  pour  que  les  deux  parties  qui  se 
réunissent  en  M  y  soient  orthogonales?  {Cdien^  1886.) 

Pour  l'équilibre  du  point  M,  il  faut  que  les  tensions  des 
deux  brins  MH,  MH'  en  ce  point  aient  leurs  projections 
horizontales  égales;  or  la  mesure  de  chacune  de  ces  pro- 
jections est  de  la  forme  /?«,  a  étant  le  paramètre  de  la 
chaînette  décrite  par  le  fil  correspondant.  Les  arcs  MH, 
MH'  appartiennent  donc  à  des  chaînettes  égales,  et  ces  arcs 
sont  symétriques  Fun  de  l'autre.  En  M,  la  composante  ver- 
ticale de  la  tension  du  fil  MH  est  égale  à  pi,  en  H  à  2/?/; 
les  composantes  horizontales  étant  les  mêmes,  le  fil  fait 
en  H  a^^pc  l'horizon  un. angle  dont  la  tangente  est  2.  Si 
l'arc  MH  satisfait  à  une  équation  de  la  forme  (2),  x^  étant 
l'abscisse  de  M,  on  aura 


2 


"  )  =  1,     ^\e   "    —e~    "    )  -ot, 

d'où 


« 


v/5 


^r 


mais,  si  l'on  appelle  s  l'arc  de  chaînette  compris  entre  le 
sommet  de  cette  courbe  et  le  point  M,  la  seconde  des  équa- 
tions (i)  donne 

s  =  a,     s -\- l  =  ia,     l  =  a; 
on  a  donc  pour  le  rapport  cherché 


A  _  T  2  -h  \/5 

7- 


j  =Li -p  =  0 ,  562 .... 


72.  Un  fil  flexible  et  inextensible,  pesant,  est  fixé  à 
*ses  extrémités  ;  outre  son  poids,  chaque  élément  supporte 
une  char  ge  proportionnelle  à  sa  projection  horizontale: 
déterminer  la  loi  suivant  laquelle  varie  V  épaisseur  du  fil 
lorsque  la  tension  en  chaque  point  est  proportionnelle  à 
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V  épaisseur  ;  forme  de  la  chaîne,  sa  longueur,  son  poids. 
Application  numérique  pour  mettre  en  évidence  la  na- 
ture des  constantes  :  le  câble  est  en  fer,  dont  le  poids 
spécifique  est  'j^'j;  les  deux  points  d^ appui  sont  à  loo 
mètres  l'un  de  Vautre  sur  une  horizontale,  la  flèche  de 
l'arc  est  de  lo  mètres,  le  poids  supporté  par  la  chaîne 
est  3oo  kilogrammes  par  mètre  de  projection,  enfin  la 
tension  doit  être  de  1 1  kilogrammes  par  millimètre  carré 
de  section. 

Les  équations  du  problème  sont  de  la  forme  suivante  : 

d,T-^r-~o,     d,T -y-- — p  ds  —  7  cte  =  o, 

as  ds       ^  ^ 

p  étant  le  poids  d'une  longueur  égale  à  l'unité  avec  l'épais- 
seur correspondant  à  l'élément  ds^  q  la  charge  additionnelle 
pour  une  longueur  dont  la  projection  est  l'unité.  On  doit 
avoir  T  =  ap.  En  appelant  c  la  valeur  de  p  au  point  le  plus 
bas,  les  équations  précédentes  donnent 

dx  .dy  ds^  , 


ou 


acd-j- 

dx  _ 

=  dx. 


dy^ 

Intégrant,  en  prenant  pour  axes  la  tangente  et  la  normale 
au  point  le  plus  bas, 

-         X  .  /q  -^c 

y  =  —  a  L  cos  -  4  / • 

•^  ay       o 

Il  n'y  a  qu'une  branche  utile,  symétrique  par  rapport  à  OY  ; 
pour  j?=:o,  jK  est  nul;  elle   croît  jusqu'à  l'infini  pour 
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x=.  -  ai/ ;  au  delà  y  est  d'abord  imaginaire.  Po 

rectifier  la  courbe,  on  a 

ds  =  dx  i  / 


ur 


T  q  -h  c  ,     .  nx        ^*—  I 


pose 


=  n*.  tanff  —  = , 


dx  = 


ia{z^-{-\)dz 


ds  =  - 


f /i*  —  i)^ef^ 


Pour  ;r  =  o,  on  a 


z  =  [ 


d'où  la  valeur  compliquée  de  s 

\J n'*'—  I         ( 5^ -h  2 /i* -4- 2 n  v/'î''^ — i)(r-H2/i' — in^n'^  —  i) 

S=^{lLàZ-\ Cl  Là —' 


T!rr~~: — i^"  • 


(  ^2  -h  2  n*  —  in  v/;i2  —  ij(i-+-2n'-i-2n  //i*  —  i  ) 
Le  poids  a  une  expression  plus  simple,  car  il  est  égal  à 


Oê--'M 


q -¥- c  ^x ^   /<7  -i-c  I 


c 


=  av/c(gr  +  c)tang^4/- 


—  yar, 


Dans  l'application  numérique,  considérons  une  portion 
du  câble  de  i  millimètre  carré  de  section  ;  le  poids  de  l'unité 
de  longueur  serait  le  poids  de  i  centimètre  cube  de  fer, 
0^0,0077  ;  la  tension  étant  de  1 1  kilogrammes,  a  est  égal  à 

mètres.  L'équation  (I)  doit  être  vérifiée 


lOOOO 


0,0077  7 

pour  X  =  5o™,  j^  =  10™;  c  va  être  déterminé  par  l'équation 


Lcos 


10000  y 


3oo  -f-c 


=  —  0,007, 


Pour  résoudre  rigoureusement  cette  équation,  il  faudrait 
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passer  au  logarilhme  décimal,  chercher  l'arc  correspon-  . 
dant  en  fonction  du  rayon,  et  en  déduire  c;  mais,  comme 
Tare  est  petit,  en  le  désignant  par  w,  on  peut  prendre 

L  cos  w  = w^,  ce  qui  nous  donne 

Un  mètre  de  câble  ayant  l'épaisseur  de  la  chaîne  au  poinl 
le  plus  bas  pèserait  28*^*^  y  ;  il  occuperait  un  volume 

7,7 

la  section  est  donc  87  centimètres  carrés. 

On  peut  achever  les  calculs  approchés  sans  recourir  aux 
logarithmes.  Calculons  d'abord 


c        aL        3\a/       c  J 

80         35    /         o,oi4\ 

=  —  X I H -~^  1  =  0,402. 

7         1000  \  6     J         ^ 

Au  point  le  plus  haut,  ^  est  égal  à  y/i  +  (6,402)2=  i  ,078  ; 

la  section  de  la  chaîne  sera  de  4^  centimètres  carrés.  Le 
poids  de  la  chaîne  sera 


/— r  5o  ,   /g  -^  C 

ia  s/ci^q  +  c)  tang  —  4/  ^ 100^ 

= X  28,7  X  0,402  —  Soooo  =  2964"'*. 

Dans  aucun  cas,  -  4  /^^ ne  saurait  atteindre  -  ;  il  faut 

'  a\       c  2 

toujours  avoir 


x<\a^ 


q'\-C        2 


<  -  a    ou    a?  <  2240". 
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73.  Forme  d'équilibre  d^ un  fil  homogène  et  pesant, 
posé  sur  la  surface  d'un  cône  droit  dont  Vaxe  est  ver- 
tical et  le  sommet  en  bas,  (Vieille.) 

En  supposant  le  cône  parfaitement  poli,  sa  surface  exerce 
sur  chaque  élément  du  fil  qui  la  touche  une  réaction  nor- 
male dont  les  composantes  sont 

^,xds  j^jyds       -, -stang*arf5       _.       ,— r— 

—  N-TT'     —^"^^U-^     N ^ ,     V  =  v^a?2-F7*-h^nang*a; 

a  est  le  demi-angle  au  sommet  du  cône.  On  a  les  équations 
d'équilibre         *• 

d.T —j-  =  zTrXds, 
as        Y 

"^^      ds        V-^'^*' 

as       ^  V  ° 

On  en  déduit 

dT  =  pdz,    T  =  p{z  —  a). 

Multiplions  la  première  par  —  j^,  la  seconde  par  jCy 
ajoutons  et  posons  x  =  /'cos8,  y  =  rsinÔ  :  nous  aurons, 
en  tenant  compte  de  la  valeur  de  T, 

f  rr.  /    dr  dx\  .  V  «ûfQ 

La  Géométrie  donne 

z  =  r  cot  a,     ds^  =  r^  û?Ô*  -h    .  ,    dr^  ; 

sin^a 

donc 

(I)  sinarf8  = 


r^r^{r  cota  —  a)' —  c^ 


Cette  équation  n'est  pas  généralement  intégrable  ;  mais 
elle  indique  suffisamment  la  forme  de  la  courbe  qu'elle 
représente.  Pour  que  T  soit  positif,  il  faut  que  z  soit  >>  a. 
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OU  r>atanga;  or,  la  quaDtitë  soumise  au  radical  (I),  né- 
gative pour  r-=za  tanga,  s'annule  en  changeant  de  signe  pour 
une  valeur  r^  supérieure  à  a  tanga  et  r  doit  être  ^r« .  Si  / 
commence  par  croître,  il  augmentera  indéfiniment  ;  sinon,  il 
décroîtra  jusqu'à  r^  pour  croître  jusqu'à  l'infini.  La  courbe, 
tangente  au  cercle  de  rayon  r< ,  a,  de  chaque  côté  du  point 
de  contact,  des  branches  infinies.  Je  dis  que  ces  branches 
ont  des  asymptotes  passant  par  le  centre  ;  car,  en  supposant 
9  =  0  pour  r  =•  r^^  quand  r  devient  infini,  8  devient  égal  à 

le  dénominateur  étant  de  l'ordre  de  r^,  6|  est  fini.  Quant 
à  la  distance  du  pôle  à  l'asymptote,  c'est  la  limite  de  r-  -r- 
pour  /•  infini,  c'est-à-dire 

,.  c^rsina 

Iim  -^========2  =  o. 

v/r2(r  cota  —  aj' —  c* 

On  peut  intégrer (I)  quand  a  =  o;  le  minimum  de  r  est 
/•<  =  c  y/tanga  ;  si  pour  cette  valeur  0  est  nul,  on  aura 

.    .  I  c2  tanga         „  c^  tanga 

6  sm  a  =  -  arc  cos tt^—^     r^  = nr-^ ^,  • 

2  r»  cos2(0sina) 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  le  fil  suit  la  transformée  d'une 

hyperbole  équilatère  dont  le  demi-axe  est  et 

/sina  cos  a 

dont  le  plan  serait  enroulé  sur  le  cône,  le  centre  de  l'hy- 
perbole étant  au  sommet  du  cône.  Pour  réaliser  ce  cas, 
supposons  que  les  extrémités  du  fil  soient  attachées  à  des 
hauteurs  égales,  en  des  points  pour  lesquels  r  =  r',  6  =  ±  6'j 
et  soit  2  /  la  longueur;  on  doit  avoir 

r^dr 


.'i_      c' tanga  ._  cosa     /*  __ 

~  cos2(6'sina)'       "  sin'a  ./.^/jj^  / 


r*  cot^  a  —  c* 
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la  première  détermine  c'  et  Ja  seconde  /  à  Taîde  d'une  in- 
tégrale elliptique. 

On  peut  encore  intégrer  (I)  quand  le  polynôme  sous  le 
radical  admet  un  facteur  double  ;  alors 

4c'=fl'tanga,     r,  z= î— atanga 


et 
cosa^fd 


a'tanga^r 


r[ir —  a  tanga)  \l[7,r —  atanga/ —  2a^  tang'a 

(2a  a\  dr 

ir—a  tang a        /' /  J'C^r^  a  tanca)^  —  aaUane^i 


d  où 


T  a  1/2  2r-4-atanea 

ô  cosa  n=  -^  arc  ces arc  ces = ; 

^2  2rcota  — a  2rv^2 

quand  r  va  de  i\  à  00  ,  0  croît  de  y  (  y/a  —  1  )  sec  a. 

Pour  déterminer  la  pression  exercée  en  chaque  point  sur 
le  cône,  ajoutons  les  équations  d'équilibre  multipliées  res- 
pectivement par  x^y^  —  z  tang' a  : 

(II)  xûf.T-^-f-j^.T-^  — ztang*arf.T-^=NVe/5— /?ztang*aû?.ç. 
Or  l'équation  du  cône  donne 


dx  dy 


dz 


"^+^^-''^°8'°'^  =  °' 


d'où 


djn  dy  dz 


= L(ûtr*_j_^j»— c?z^ tangua)  =  (—i--  ^^i]  ds, 

ds^  ^     '       \cos'a  ds^         ) 
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Tenant  compte  de  ces  relations,  on  tire  de  (II) 

NV  =  ^.  tangua -(.-^  g)  T 
^-  pzlSLUg^oL  —•  p{z  —  a) 


Remplaçons  rf9  par  sa  valeur  générale  en  fonction  de  rfr, 

z  par  r  cot  a,  et  V  par :  nous  trouvons 

*^  '  ^      cosa 

r^(r  —  a  tang  a  )  —  c* 


N  =r  />sina 


r^{r  —  a  tanga) 


Pour  r  infini,  N  =/>  sina  ;  pour  savoir  s'il  est  positif  tout  le 
long  du  fil,  on  cherche  le  signe  du  numérateur  pour  r  =  r4  ; 
mais  /'i  (z'i  —  a  tang  a)  est  égal  à  c^  tang  a;  le  signe  cherché 
est  donc  celui  de  rj  tang  a  —  c^.  Pour  que  N  puisse  devenir 

négative,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  substituant  cy/tanga 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  du  second  degré 
qui  définit  r^ ,  on  ait  un  résultat  positif,  ou 


c(cota  —  tangoc)  —  ay/tângâ  >  o. 

Dans  ce  cas,  une  partie  du  fil  tend  à  se  séparer  de  la  sur- 
face conique. 

74.  Forme  d^ équilibre  (Vun  fil  dont  chaque  élément 
est  soumis  à  une  pression  normale  proportionnelle  à  sa 
distance  à  une  droite  donnée,  en  deux  points  de  laquelle 
sont  fixées  les  extrémités  du  fil.  Ce  serait  la  forme 
qu'' affecterait  la  section  droite  d^une  surface  cylin- 
drique,  fiexible ,  dont  les  bords  seraient  maintenus  par 
deux  tringles  horizontales  parallèles  et  dans  laquelle 
on  aurait  versé  un  liquide  pesant ,  (H.  Resal.) 

Traitons  rapidement  ce  problème  pour  donner  un  exem- 
ple de  discussion  de  courbe  définie  seulement  par  des  rela- 
tions entre  les  coordonnées  et  un  paramètre  variable.  Je 
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prends  pour  axe  des  x  l'horizontale  sur  laquelle  sont  les 
extrémités  du  fil.  Taxe  des  y  étant  dirigé  vers  le  haut,  et 
j'appelle  a  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x.  Le  fil 
étant  soumis  à  des  forces  normales,  la  tension  est  constante; 
nous  avons,  en  projetant  sur  la  normale  les  forces  qui 
sollicitent  l'élément  ds  et  observant  que  la  courbe  est  évi- 
demment plane, 

ds 
(i)  T  —  =Tdai  =  —  pxds. 

P 

Multiplions  par  sina,  posons  T  =  a'/7  et  appelons  j3  la 
valeur  de  a  pour^  =  o  : 

(2;  a^sina^a  = — ysmads^^: — yd^^  ^= — a^2(cosa  —  cosSj, 

d'où 

,  aûnadoL  _  .  acosa</a 

djr  =  -^      djc  =  col  xdy  = — 


v/2(cosa  —  cospj  y2(cosa  —  cospj 

ado. 

ds  = 


v/2(cosa  —  cospj 

On  ne  pourrait  avoir  a:qu'â  l'aide  d'intégrales  elliptiques; 
mais  on  voit  que,  a  croissant  de  zéro  à  j3,  ;^  va  constamment 

en  augmentant  :  il  en  est  de  même  de  o:  si  (3  <] -•  Si 

j3  ]> -»   X  augmente   d'abord  pour  diminuer  ensuite  5  le 

vase  se  rétrécit  au  sommet.  J'appelle  2c  la  distance  des 
extrémités  du  fil,  2a  sa  longueur,  et  j'ai  entre  (3  et  a  les 
équations 

'^  ado:  r^         acosada 

-  • 

cosp) 


r^  adoc  r^         «cosa. 

Jq     \jl  (cosa  —  ces  P  j  Jq     y^2  ( CCS  a  — 


Posons,  pour  transformer  ces  intégrales, 


cosa  :^  I  —  2  sm'  -1     CCS  s  =  1  —  2  sm'  -  ?     sin  -  =  sm  -  sm©, 

2  '  222^ 
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d'où 


l  =  a 


d^ 


sin*  -  sin*  o 

2 

d^ 


=  2a  I     efcpi/ I  — sin*°  sin»©  —  a     /      — y= 


—  sin'^sin*9 
2         ' 


/-4-c 


-J —  ne  contient  que  l'inconnue  sin-^,  et  on  la  calcule 

par  approximation  à  l'aide  de  Tables  des  fonctions  ellip- 
tiques complètes.  Si  l'on  se  donne  p,  on  en  déduira  le 

^    l  -{-  C  .      Q  TZ 

rapport  —[—>  soit  p=:  -,  on  a 


2 

TZ 


=  i>854, 


TZ 


iW 


I      •     o  or  l  -\-  C  ,_ 

I sin^  cp  ==  1 ,  35 1 ,  — y —  =  1 ,  4G. 


On  voit  que,  dans  les  conditions  du  problème,  le  minimum 
de  c  est  zéro;  p  est  alors  environ  i3o  degrés.  Si  p  est  plus 

grand,  quand  a  va  de  -  à  p,  ^  devient  négatif,  et  le  fil  pré- 

sente  un  point  double  au-dessous  de  l'axe  des  x;  si  même 
on  supposait  p  =  7t,  la  courbe  s'étendrait  à  l'infini  et  serait 
asymptote  à  l'axe  des  x.  Pour  obtenir  toute  la  courbe  dé- 
finie par  l'équation  (2),  il  faudrait  faire  revenir  a  de  P  à 
zéro;  mais,  en  changeant  le  signe  du  radical,  on  a  une 
branche  symétrique  de  la  partie  utile  par  rapport  au  point 
qui  est  sur  l'axe  des  x;  puis  a  va  de  zéro  à  —  P,  JK  rede- 
vient nul,  et  la  courbe  forme  une  suite  illimitée  de  branches 
superposables.  Enfin  remarquons  que  nous  n'avons  pas 


fi-r^-^v 


K*' 


tr^ 
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toutes  les  courbes  contenues  dans  l'équation  (i),  car  on 
eût  pu  disposer  des  constantes  d'intégration  de  manière 
que  la  courbe  ne  coupe  pas  OX. 

75.  Un  fil  élastique,  homogène  à  Vétat  naturel  et 
pesant,  est  placé  sur  une  cycloïde  dont  Vaxe  est  verti- 
cal, et  la  convexité  tournée  vers  le  haut;  une  extrémité 
est  attachée  au  sommet,  et  Vautre,  qui  est  libre,  atteint 
le  point  le  plus  bas;  quelle  est  la  longueur  naturelle 
du  fil,  et  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  tension? 

Prenons  pour  axes  la  tangente  et  la  normale  intérieure 
au  sommet;  la  cycloïde  est  représentée  par  les  équations 

a?  =a(M -+- sin  m),    y=a{\  —  cosw); 

la  longueur  d'un  élément  est  ds  =  2acos-udUy  et  son 
poids  de  la  forme 

2  ap  cos  -  udu  :  (  ^  -+- 7^)  l 

Q  est  la  tension  qui  doublerait  la  longueur  naturelle  de 
l'élément.  Projetons  les  forces  qui  le  sollicitent  sur  la  tan- 
gente, inclinée  à  l'horizon  de  -: 

,^         Q 

dT  -\-  -pr =j ap  sm udu  =  0. 

Puisque  T  =  o  pour  u  =  ic,  on  a  l'intégrale 

(Q+T)2=  2ajoQ(i-i-cosM)-+-Q2, 

qui  donne  la  loi  de  la  tension  ;  quant  au  poids  du  fil,  c'est 


-f,  __ 

_    r"     ^apqcos^udu                . — -          .       /     4a/? 
—  /        ,  —  =  2  yap  Q  arc  sin  |  / ^—7^  • 


'^lapq         i       , 

r^         ny  COS  -udu 

Q-l-T        2 


On  en  déduit  la  longueur  naturelle  en  divisant  par/?. 
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EXERCICES. 

1.  En  deux  points  A,  B  donnés  sur  une  horizontale  et  dont  la 
distance  est  2  m,  sont  fixées  les  extrémités  d'un  fil  homogène  pe< 
sant  :  quelle  doit  être  la  longueur  a/  du  fil  pour  que  la  tension 
en  A  et  en  B  soit  égale  au  poids  du  fil?  Quel  est  alors  l'angle  a 
des  tangentes  extrêmes  avec  l'horizon? 

l=— =i,o5i5/n,     «=-• 

v/3L3  ^ 

2.  Déterminer  la  longueur  2/  considérée  ci-dessus  de  manière  a 
rendre  minimum  la  tension  en  A  et  B  quand  on  donne  la  densité 

du  m. 

(m  m\ 

a  étant  donné  par  l'équation 

îm 

m  -\-  a        — 

=  e  ^  : 

m  —  a 

on  a  sensiblement  a  =  o, 4168m,  l  =  1,^58 m.  (P.  Jullien.) 

3.  Une  extrémité  d'un  fil  pesant,  homogène,  de  longueur  /,  est 
fixée  en  un  point  O  ;  l'autre  extrémité  est  soutenue  par  un  anneau  A, 
de  poids  négligeable,  enfilé  sur  une  tringle  horizontale  dépolie OX. 
Déterminer  la  plus  petite  valeur  de  OA  pour  laquelle  l'anneau  ne 
glissera  pas. 

C'est  l  tangcp  L  cot  -^,  cp  étant  l'angle  de  frottement. 

4.  Un  fil,  dont  chaque  élément  M  est  repoussé  par  un  point  O 
avec  une  force  proportionnelle  à  sa  masse  et  à  la  distance  OM, 
décrit  une  circonférence  qui  passe  en  0  :  comment  varie  la  den- 

site  du  fil?  —  En  raison  inverse  de  OM  . 

5.  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  dont  l'un,  OZ,  est  ver- 
tical, trouver  la  figure  d'équilibre  d'un  fil  dont  une  extrémité  est 
à  l'origine  et  dont  chaque  élément  ds  a  un  poids  égal  k  p  dx 
et  est  sollicité  par  une  force  \^x  dx  parallèle  à  OX,  p  et  X'  dési- 
gnant des  constantes.  (A.  Fuhrmann.) 

T^-  =  G,    aX2y  =  CL ,    X^z  =  ^ — -L i-pL(a2  — a?»). 

ds  '^  a—x  a       a—x     '■ 

De  S.-G.  —  Rec.  8 
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6.  La  figure  d'équilibre  d'un  fil  pesant  est  telle  que  sa  tension  en 
chaque  point  est  inversement  proportionnelle  à  sa  courbure  :  dé- 
terminer cette  figure  et  la  loi  de  la  densité  en  supposant  que  les 
extrémités  du  fil  soient  fixées  en  deux  points  donnés  d'une  hori- 
zontale et  que  son  poids  soit  double  de  la  tension  au  point  le  plus 
bas.  (Caen,  1879.) 

2a  étant  la  distance  des  extrémités,  P  le  poids  total,  on  trouve 

z= Lcos-;— ,    p  = ,     /=  — LliH-vî;; 

4  a  cos  --— 
4a 

la  tension  est  aussi  proportionnelle  à  p  :  chaînette  d'égale  résis- 
tance. 

7.  Équilibre  d'un  fil  homogène  dont  chaque  élément  ds  est  attiré 
vers  un  point  O  par  une  force  proportionnelle  à  é/f  et  i'^  au  carré, 
2*"  au  cube  de  sa  distance  au  centre  attractif. 

La  courbe  est  plane  :  on  déduit  des  équations  générales,  en 
prenant  des  coordonnées  polaires  avec  0  pour  pôle^ 


'    ds      ^' 

^^    .»  T 

X3 

=  a 

et 

1°     T=  a- 

8.  Un  élément  quelconque  MM'  d'un  fil  non  pesant  est  soumis  à 
une  force  F,  normale  au  plan  qui  passe  par  un  point  donné  O  et  par 

1     j-      .•        j     ««1%/rr     .    '     1     ^  X^MM'sinOMM'     ,.  .        , 

la  direction  de  MM  ,  et  égale  a ^ :  déterminer  la 

OM 

ligne  U  dessinée  par  le  fil  quand  il  est  en  équilibre  (la  loi  de  F  est 

celle  de  l'action  d'un  aimant  sur  un  courant).  (G.  Darboux.) 

En  prenant  0  pour  origine,  OM  =  r,  on  a  (I) 

7  T  ^^  —  "^  ^^^  —  ^  ^^ 
ds  r'^ 

7  T  ^-^  —  ^  ^^  —  z  dx 
ds  r'^ 

d  T~  =  ydx  —  xdy 
ds  r^ 

T  est  constante,  U  est  une  ligne  géodésique  du  cône  G  ayant  0 


I 
I 
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pour  sommel  et  U  pour  directrice.  On  déduit  des  deux  dernières 
équations  (i) 

as 
_  (y^-^  z^)dx  —  x(ydy  -{-  z  dz)  _  rdx —  x  dr 


de  méme^ 


—  y  dz  —  zdy       x 

ds  r 


r^zdv  —  X  dz        y       , 
T ; =  ^  —  6..., 


ds  r 

d'où 

ax  -^  by  ->r  €Z  =  r, 

S  est  un  cône  de  révolution,  U  la  transformée  d'une  ligne  droite. 


»««< 
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ATTRACTION  DES  SYSTÈMES. 


Calcul  direct  de  l'attractiDn. 

Pour  calculer  rattraction  d'une  masse  quelconque  sur 
un  point  A,  on  n*a  qu'à  décomposer  la  masse  attirante  en 
éléments  et  à  chercher  la  résultante  de  leurs  actions  par 
les  règles  de  composition  des  forces  concourantes.  Soient 
a:,  r,  z  les  coordonnées  rectangulaires  de  A;  jti,  /i, 
2i  celles  d'un  élément  attractif  £//n  à  la  distance  if  de  A; 
f{u)  dm  la  grandeur  de  son  attraction  ;  on  a,  pour  les  pro- 
jections de  la  force  qui  sollicite  A, 

Lorsque  le  corps  attirant  a  des  dimensions  finies,  on  le 
traite  dans  le  calcul  comme  une  masse  continue  et  on 
remplace  les  E  par  des  intégrales  étendues  à  tout  le  volume 
attirant. 

Je  rappelle  un  résultat  très  facile  à  établir,  mais  utile 
dans  beaucoup  de  problèmes  :  quand  l'attraction  varie  en 
raison  directe  de  la  distance,  deux  corps  quelconques 
agissent  l'un  sur  l'autre  exactement  comme  si  leurs  masses 
étaient  concentrées  en  leurs  centres  de  gravité  respectifs. 

76.  Attraction  d'une  couche  sphérique  homogène  sur 
un  point  matériel. 

Newton  a  démontré  que,  lorsque  l'attraction  est  inverse- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  distance,  une  couche 
de  densité  constante,  comprise  entre  deux  sphères  con- 
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centriques,  est  sans  action  sur  un  point  intérieur,  et  attire 
un  point  extérieur  A  comme  si  sa  masse  était  concentrée 
en  son  centre  O.  M.  Thomson  a  donné  de  cette  seconde 
propriété  une  démonstration  très  simple. 

Par  raison  de  symétrie,  l'attraction  doit  être  dirigée  sui- 
vant AO  (^fig'  5),  et,  si  nous  partageons  la  couche  en  élé- 

Fig.  5. 


raents  tels  que  rfm,   au  point  M,  l'attraction  sera  de  la 

forme 

fjL  dm 


-I 


cosMAO. 


AM 


Pour  former  nos  éléments  d'une  façon  avantageuse,  con- 
sidérons le  point  B,  conjugué  de  OA,  tel  que  OAx 0B=R2, 
et  imaginons  des  cônes  infiniment  étroits  dont  le  sommet 
est  en  B;  l'un  d'eux,  dirigé  suivant  BM,  intercepte,  dans 
une  sphère  de  rayon  i,  la  surface  diù  et  par  suite,  dans 
une  sphère  ayant  aussi  pour  centre  B,  mais  pour  rayon  BM, 

l'aire  BM  rfco;  mais  cette  sphère  coupe  la  sphère  donnée 
sous  l'angle  BMO,  et,  comme  elle  est  orthogonale  au  cône 
considéré,  celui-ci  intercepte  dans  la  sphère  donnée  un 

2 

élément  BM  rfco  sécBMO.  Si  donc  e  est  la  densité  de  la 
couche,  il  vient 

A  = // fie  rfo)  BM%éc  BMO  ^2i^^  ; 

AM 

mais  MOB,  MOA  sont  semblables  comme  ayant  l'angle  O 
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commun  compris  entre  côtés  proportionnels;  il  en  résulte 


angle  BMO  =  MAO, 


BM 
AM 


OA  OA 


OM 


ÔA* 


La  réciproque  de  la  première  proposition  s'établit  aisé- 
ment ;  parmi  les  lois  d'attraction  qui  ne  dépendent  que  de 
la  dislance,  la  loi  de  la  nature  est  la  seule  pour  laquelle 
une  couche  sphérique  homogène  quelconque  est  sans  action 
sur  un  point  intérieur  B.  La  distance  des  points  de  la 
couche  au  point  B  varie  entre  BC  et  BC.  Soit  donc/(  w)  dm 
l'attraction  d'une  masse  dm  à  la  distance  u  ;  on  peut,  dit 
M.  Bertrand,  choisir  les  dimensions  BC,  BC  de  telle 
manière  que  le  produit  u^/(u)  varie  dans  le  même  sens 
que  u,  ou  en  sens  contraire,  pour  les  valeurs  de  u  com- 
prises entre  BC  etBC;  admettons  que  les  variations  soient 
de  même  sens,  et  considérons  simultanément  l'action  de 
M  et  celle  de  l'élément  correspondant  M'  qui  agit  en 
sens  opposé;  d'après  la  valeur  trouvée  pour  la  masse  de 
Télément  M,  la  composante  de  son  attraction  suivant  BC 
est 


eBiVI  d(i)  -,o,-x        ..-.^ 
BSÏq/(BM)cosMBG; 


cos 


celle  de  l'élément  M' découpé  par  la  seconde  nappe  du  cône 
d(ù  donne 


êBM'     dti)   ^,r»»iif\  TLMtryn 

g^jj7^/(BM')cosM'BG  = 


cos 


eBM    dm  -,u-,,v        «^r- 

STrrrr/(BM  )cosMBG; 

cos  BMO  ^^        ^  ' 


mais  BM',  faisant  avec  BC  un  angle  obtus,  est  ^  BM,  et,, 
d'après  l'hypothèse  que  nous  avons  dû  faire, 


BM'  /(BM')>BM  /(BM); 


SUR  LA  MÉCANIQUE  RATIONNELLE.  I  IQ 

l'action  dirigée  vers  BC  l'emporte  sur  celle  qui  est  dirigée 
vers  BC,  et,  comme  il  en  est  de  même  pour  tous  les  couples 
d'éléments  dans  lesquels  se  décompose  la  couche,  le  point 
B  se  trouverait  attiré  vers  le  centre.  Il  faut  donc,  pour 
qu'il  n'y  ait  pas  d'action, 

Pour  l'action  sur  un  point  extérieur,  la  réciproque  n'est 
pas  exacte. 

77.  Attraction  d^une  plaque  elliptique  homogène 
sur  un  point  M  situé  dans  son  plan,  en  supposant  V at- 
traction de  chaque  élément  égale  au  quotient  de  sa 
masse  par  sa  distance  au  point  M.  (Caen,  1887.) 

Le  calcul  rappellera  le  calcul  bien  connu  de  l'attraction 
d'un  ellipsoïde,  car,  dans  le  plan,  la  loi  actuelle  d'attrac- 
tion est  celle  qui  donne  les  résultats  les  plus  semblables 
à  ceux  de  la  loi  de  Newton  dans  l'espace. 

Soient  x^  y  les  coordonnées  de  M  :  celles  d'un  point 
pris  sur  l'ellipse  E  qui  limite  notre  surface  attirante  peu- 
vent se  mettre  sous  la  forme  x -\-  ucos^,  ^+wsinO  et 
l'on  a 

(cos^Ô        sin*6\    „         /a7COs6        rsin6\  x^        r* 

Lorsque  M  est  intérieur  à  E,  l'équation  admet  une  ra- 
cine positive  u'  et  une  négative  —  u"  et  l'on  a,  pour  les 
composantes  de  l'attraction, 

J/*'^  a?cos6       j^sinO 
/• '^                                                                     m                  ^72        ~^         Ai 
f       (m'  — wOcOSe^ô  =  — 2      I  r^ ^-—-COS^d^ 

^  ■^  I  cos*6        sin^ô 

d'où 

_,  iTzbx  _,  o.Tzay 

\= r,  Y  = ^. 

a-\-  0  a-\r  b 
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.orsqueM  esl  extérieur  à  E,  imaginons  une  ellipse  E', 
tes  sa'  et  26',  passant  par  M  et  homofocale  à  E  :  les 
■  posantes  de  son  attraction  sur  un  point  M'  ajant  pour 


rdonnées - 


.îz. 


s  le   théorème  qui  correspond,  dans  le  plan,    à   celui 
ory  nous  donne 


b'  a-{a'-\-f)  '       b'(a--^b') 

e  calcul  de  a'  et  de  y  est  bien  connu. 

8.  Une  droite  rigide  a  ses  extrémités  A,  B  engagées 
is  des  colliers  fixes  qui  les  empêchent  de  se  déplacer; 
point  C  attire  chacune  des  parties  de  la  droite  sui- 
l  la  loi  newtonienne ;  déterminer  le  point  où  la  barre 
i à  se  rompre.  (Universiié  de  Cambridge;  i854). 
oient  H  un  point  choisi  arbitrairement  sur  AB,  CO  — c 
erpendiculaire  de  Csur  AB;  a,  —  6,  A,  a;  les  abscisses 
A.,  B,  H  et  d'un  point  quelconque  de  la  barre,  l'ori- 
!  étant  en  O  ;  P,  Q  les  composantes  normales  des  réac- 
s  qui  s'exercent  en  A  et  B.  La  somme  des  moments  de 
^  et  des  attractions  par  rapport  au  point  H  est  nulle; 
s,  si  l'on  considère  seulement  les  forces  qui  agissent  sur 
arlie  HA,  ce  sont  elles  qui  tendent  à  rompre  la  droite 
\,  et  cela  avec  une  énergie  proportionnelle  à  la  somme 
surs  moments.  Cette  somme  est  évidemment  de  la  forme 
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Si  l'on  suppose  que  H  coïncide  avec  B  ou  si  Ton  fait /i=:  —  6, 
S  doit  être  nulle,  parce  qu'elle  comprendra  les  moments 
de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  AB  : 

i^//6ïT7»-4l^^VP(«  +  ^)  =  o. 

Tirons  P,  et  nous  aurons  pour  la  valeur  générale  de  S 
c       P^r  /-^ TT       c^-hah        a  —  h  f  irr- c' — aè  \"| 


Il  faut  avoir  la  valeur  de  h  qui  rend  —  S  maximum;  on 

sjâ^^^^—  sjh^  -4-  c2       GA  —  CB 


égale  à  zéro  -tt  et  Ton  trouve,  en  réduisant, 


sjc'i^^h^  a -+-6  AB       ' 

CA  — CB  csin5(B— A) 


h  •=  c 


\/Âb'-(GA-GB)«  /sinAsinB 


Soient  D  et  G  les  pieds  de  la  Bissectrice  et  de  la  médiane 
issues  du  sommet  G  dans  le  triangle  ABG  :  le  segment 
OH,  égal  à  A,  est  moyen  proportionnel  entre  CD  et  OG, 
puisque  l'on  a 

OG=c^'"/^,"":\\      OD  =  ctang|(B-A). 
2SinA  sinB 

79.  Attraction  d^un  ellipsoïde  homogène  sur  un 
point  intérieur,  V attraction  étant  inversement  propor- 
tionnelle à  la  quatrièm^e  puissance  de  la  distance. 

Soient  or,  y^  z  les  coordonnées  du  point  attiré  A,  et 

x\        y\       z\ 
a»         ftî        c2 

l'équation  de  l'ellipsoïde.  Posons 

ari  =  a?-h  M  cos6,     ^i=/-4- Msinô  cosi]^,      z  =  ^i-i- asinô  sintj;; 


1 
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on  peut  écrire,  pour  les  points  à  la  surface  de  l'ellipsoïde, 


\â«  "^  7^  "^  c«  "~  7  "^ 


(rrcosO        rsinOcosil»       ^sinOsind'X   i 
a*  £>*  c^         J  u 

La  composante  de  l'attraction  suivant  OX  est 

X  =  jjL  r     d^  r*£fO  résine  cosO; 


0  ne  variant  que  de  zéro  à  -  »  on  doit,  pour  chaque  valeur 

de  8  et  de  if  y  faire  varier  u  depuis  zéro  jusqu'à  la  racine 
positive  u'  de  l'équation  (i),  et  retrancher  du  résultat 
celui  qu'on  obtient  en  faisant  varier  u  de  zéro  à  la  racine 
u"  prise  positivement.  Pour  éviter  l'infini  qui  répondrait  à 
w  =  o,  on  intégrera  depuis  une  valeur  très  petite  e  jusqu'à 
u'  ou  jusqu'à  — m'';  on  isole  ainsi  une  sphère,  évidem- 
ment sans  action,  ayant  A- pour  centre  et  e  pour  rajon,  et 
cette  sphère  peut  être  tout  entière  dans  l'ellipsoïde  quand 
A  est  intérieur;  Tintégrale  relative  à  u  sera 


î  I  /   T  I  \   _  I  î    ^ 


on  a  la  somme  des  racines  de  Téquation  (i)  changées  de 
signe  et,  en  substituant,  il  vient 

Y  et  Z  s'obtiennent  par  analogie.  C'est  Lejeune-Dirichlet 
qui  a  remarqué  la  possibilité  d'exprimer  en  quantités  finies 
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Tallraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  intérieur  quand  rat- 
traction  est  réciproque  à  une  puissance  2  m  de  la  distance, 
m  étant  un  entier  ^  i.  L'attraction  sur  un  point  delà  sur- 
face est  infinie,  et,  pour  un  point  extérieur,  on  la  déduit  du 
point  intérieur  à  l'aide  du  théorème  d'Ivory  généralisé  par 
Poisson. 

Introduction  du  potentiel. 

80.  On  sait  que  les  trois  composantes  de  l'attraction 
exercée  sur  un  point  sont  les  dérivées  d'une  même  inté- 
grale, qu'on  appelle  fonction  potentielle  y  tant  du  moins 
que  le  point  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  attirante.  Soient 
F  (m)  une  fonction  dont  la  dérivée  changée  de  signe,  /(w), 
exprime  la  loi  d'attraction,  et  U  =  SF(w)  dnx\  on  a 

A—  -—  j  1  =  -— ,  i^—  — —  . 

àx  oy  oz 

Si,  par  le  point  attiré,  on  mène  un  arc  infiniment  petit  ds, 
dont  les  projections  soient  dx,  dy,  dz,  la  composante  de 
l'attraction  suivant  la  direction  ds  sera 

dV  dx       dU  dy       à\^  dz       dU 
dx  ds        dy   ds         dz  ds        ds  ' 

le  dernier  quotient  n'est  pas  une  dérivée  partielle,  mais  le 
rapport  à  ds  de  la  différentielle  de  U  répondant  à  ce  dépla- 
cement du  point  x^  y,  z. 

Les  surfaces  sur  lesquelles  U  est  constant  sont  dites  sur- 
faces de  niveau;  l'attraction  en  un  quelconque  de  leurs 
points  leur  est  normale. 

81.  Calculer  Inaction  d^un  anneau  sur  un  autre 
situé  dans  le  plan  et  à  V intérieur  du  premier  et  passant 
par  son  centre;  V attraction  est  en  raison  inverse  du 
cube  de  la  distance.  (Walton). 

Soient  O  et  A  les  deux  centres,  R  et  a  les  rayons,  e,  e' 
les  densités,  M  un  élément  de  l'anneau  attiré,  6  l'angle 


1 
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MOA,  en  sorte  que  la  masse  de  M  soit  2ae'rf6;  je  pose 

OM  =  2acos6  =  r, 

et  je  cherche  la  fonction  potentielle  de  l'anneau  attirant  par 
rapport  à  Télément  M;  ici  F  (m)  =  -^  et  l'on  a 


R>-hr«— aRrcoscp  ""       R»— r^ 


L'attraction  est  dirigée  suivant  OM,  et  sa  valeur  —  se 

calcule  sans  difficulté.  Ajoutant  toutes  ces  attractions 
multipliées  respectivement  par  cos8,  on  a  pour  leur  ré- 
sultante, dirigée  suivant  OA, 


F  =  lOiraRa'ee    /      777^ ; — r^rr 


'0 

f/0 


/2  rfl 

cos^e(R*-4aî-^Rnang='0)î 

Si  l'on  pose 

R  tang6  =  y'n* —  4«*  tangco, 
on  trouve 

F  =  S- j   /     cos«a>  û?a>  =  -^ — ^ 3  • 

(Rî— 4a2)2*^«  (Rï  — 4a«)» 


82.  C//1  point  est  en  équilibre  au  centre  d'un  octaèdre 
régulier  dont  les  six  sommets,  de  masses  égales,  V atti- 
rent proportionnellement  à  la  puissance  n  de  la  dis- 
tance; déterminer  les  valeurs  de  npour  lesquelles  l'équi- 
libre est  stable,  (Paris,  1864.) 

J'écarte  légèrement  le  point  A  de  sa  position  d'équilibre, 
et  je  cherche  si  la  force  à  laquelle  il  est  soumis  tend  à  le 
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rapprocher  du  centre  O.  Soient  x^  y^  z  les  coordonnées 
très  petites  du  point  A,  a  la  distance  de  l'origine  à  un  des 

sommets;  F (w)  est '■ —  w''+*,  et,  si  Ton  pose /i 4-1=2/?, 

x^-^-y^-^-  z-=^  r-,  on  aura 

^U  =  (a*—  lax  -\-  r>)^-+-(a'-h  aaiP-hr*)/» 

-I-  (a'—  lay  -\'  r^)P-\-, .  .-4-  {a^-\-iaz  -h  r^)P. 

On  développe  chacun  des  termes  parla  formule  du  binôme, 
la  symétrie  permettant  d'abréger  les  calculs,  et  l'on  trouve, 
en  rapprochant  les  termes  du  même  ordre  de  grandeur, 


a' 


] 


Les  composantes  de  la  force  qui  sollicite  A  se  trouvent  par 
une  simple  dérivation;  on  a,  par  exemple, 


X  =  ^  =  — 2{a.^aîp-2|2^-+-n-(/?  — i)(4/>  — 5)  — 


a2 


] 


Si  2/?  -t-  I  >•  o  ou  71  >>  —  2,  X  est  de  signe  contraire  à  Xy 
de  même  Y  àjK,  Z  à  z,  et  le  mobile  est  ramené  vers  l'ori- 
gine; si  n  < — 2,  le  mobile  est  tiré  dans  le  sens  opposé 
à  l'origine,  et  l'équilibre  est  instable;  pour  2/?=  —  i, 
n= — 2,  ou  la  loi  newtonienne,  le  premier  terme  disparaît, 
et  il  faut  avoir  recours  aux  suivants  : 

X  =  y  iLxa-^{5x^ —  3  r^)  =  y  iix  a"^  {2.x^ —  3y^ —  ^^^)i 

celte  expression  pouvant  être  positive;  le  point  s'éloigne 
de  plus  en  plus  dans  certains  cas,  équilibre  instable. 
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83.  Propriétés  fondamentales  du  potentiel. 
Quand  rattraction  s'exerce  suivant  la  loi  de  Newton,  la 
fonction  U  devient  le  potentiel  proprement  dit  V  :  si  nous 
faisons  égale  à  l'unité  l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur 
le  point  considéré  M  à  la  distance  j  ,  nous  aurons 

Le  développement  de  la  belle  théorie  du  potentiel  nous 
entraînerait  trop  loin  et  je  ne  m'arrêterai  qu'aux  deux  pro- 
priétés fondamentales.  La  première  consiste  en  ce  que  les 

composantes  de  l'attraction  sont  toujours  égales  ^  ;r-'  t"' 

—  •  Cette  proposition  s'établit  sans  difficulté  quand  le  point 

attiré  M  est  extérieur  à  la  masse  attirante  S  :  elle  s'établit 
encore  aisément  quand  M  est  intérieur  à  S,  pourvu  que 
cette  masse  soit  homogène  :  il  suffit  de  décomposer  S  en 
deux  parties  dont  l'une  est  sphérique  et  contient  M  à  son 
intérieur;  le  potentiel  d'une  sphère  pour  un  point  inté- 
rieur s'exprime  algébriquement  : 

et  l'on  n'ja  plus  à  dilTérentier  une  intégrale  dont  quelques 
éléments  peuvent  devenir  infinis.  Pour  le  cas  où  e  est  va- 
riable, M.  Jordan  a  donné  une  démonstration  extrêmement 
simple  ÇCours  d^ Analyse,  II). 

Décompospns  S  en  deux  parties  dont  l'une  Si  renferme 
M;  soit  S2  la  partie  restante^  soient  V^  Va  les  potentiels 
de  84  etS2,Xi,X2  les  composantes  de  leurs  attractions  sui- 
vant OX.  On  a 

X-X,  +  X„     —__-+-_, 
X2  et  -T-^  sont  égales,  puisque  M  est  extérieur  à  S2.  Je  dis 
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I 


qu'on  peut  prendre  Sj  assez  petit  pour  que  X|  et  -r-*  soient  | 

aussi  petits  que  l'on  voudra,  ce  qui  démontrera  la  propo-  1 

sition.  Prenons  des  coordonnées  polaires  u,  6,  A  dont  M 

soit  le  pôle  et  décomposons  Sf  en  volumes  infiniment  peti  ts 

dont  la  masse  dm  est  égale  à  bu^  sinOrfO  M  du  ;  soient  a, 

P,  Y  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  allant  de  M  à  l'un 

de  ces  éléments  :  on  a 

/        /    ae  sm^ d^ d^ du; 

le  rayon  r  mené  de  M  dans  la  direction  a,  p,  y  jusqu'à  la 
surface  qui  limite  S4  a  un  maximum  p  ;  si  dans  la  valeur 
de  X^  on  remplace  a  par  i ,  e  par  son  maximum  Ç,  on  trouve, 
pour  limite  supérieure  de  X|,  4''^^?)  qu'on  peut  rendre 
aussi  petit  qu'on  voudra  en  réduisant  suffisamment  les 
dimensions  de  Si.  Remarquons  que  4*^^?  est  une  limite 
supérieure  de  la  somme  arithmétique  des  attractions 
exercées  par  tous  les  éléments  de  Si. 

Menons  maintenant  dans  Si  une  droite  MM'  égale  à  h 
et  parallèle  à  OX  et  soient  V'^  le  potentiel  de  S<  par  rap- 
port à  M',  u,  jJ  les  distances  d'un  élément  dm  à  M  et  à  M'  : 
CD  a 

-3-^  =  lim  — î— ; — *  =  lim  -  2  (  — , )  dm,  =  lim  S  —, r  dm\ 

OX  h  h     \u        u]  huu 

mais  on  a  en  valeur  absolue 

u—u'<h,     —,  <-(-^-^A^]y 

donc 

^Vi    ^  1  ^  dm        1  „  dm 

— ■-  <  -  2 h  -  2 

dûP        1      u^        2      a'2 

et  chacune  de  ces  sommes  est  aussi  petite  que  l'on  veut 
d'après  la  remarque  qui  termine  l'alinéa  précédent. 


n 
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En  second  lieu,  le  paramètre  différentiel  du  second 
ordre 

A»  V  =  + 1 

est  égal  à  zéro  quand  M  est  extérieur  à  S  (Laplace),  à 
—  4^£o  quand  M  est  en  un  point  de  S  où  la  densité  est  e© 
(Poisson).  On  démontre  bien  facilement  le  théorème  de 
Laplace  et,  quand  S  est  homogène,  celui  de  Poisson  ;  je 
vais  déduire  celui-ci  de  la  première  propriété  de  V  en  sup- 
posant que  la  densité  e  au  point  ^^,^^,  Zi  de  S  varie  avec 

^<>  Xn -^n  J^siis  que -T — 7  t—?  t- restent  finies  et  détermi- 

'*^    '      '  ^       oxi    oyi     ozi 

nées.  On  a,  en  tenant  compte  des  valeurs  de  X,  Y,  Z, 

Je  puis  exprimer  X  à  Taide  d'une  intégrale  de  la  forme 
(i),  Y  et  Z  par  des  intégrales  analogues,  en  prenant  pour 
la  limite./'  le  rayon  vecteur  mené  de  M  dans  la  direction 
a,  p,  Y  jusqu'à  la  surface  T  qui  limite  S.  Ces  intégrales, 
ne  contenant  pas  d'éléments  infinis,  peuvent  être  différen- 
tiées  par  rapport  k  a;^y^  z:  les  limites  de  9  et  de  tj;  étant 
fixes,  on  traitera  ces  quantités,  ainsi  que  a,  p,  y,  comme 
des  constantes  dans  la  différentiation.  Mais  r  el  e  sont  fonc- 
tions de  x^  ^f  z;  en  eflet,  on  a  pour  la  loi  de  la  densité 
dans  S 

(3)  £  =  F{xu  yu  ^i)  =  F(ar-i-aw,  y-^^u,  z-h^u), 
et,  pour  l'équation  de  T, 

(4)  ^(^i,  yu  ^i)  =  cp(a7-+-ar,  7-î-pr,  z-h-(r)=o. 
L'équation  (2)  nous  donne 

(5)  A2V=  rrsiiiÔ^e(i'^.(  a~   C  e^^  +  p^  f  zdu-h.. 
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Soient  So  la  densité  au  point  M,  t^  la  densité  à  l'extré- 
mîté  du  rayon  vecteur  r  mené  dans  la  direction  a,  p,  y  : 
on  a 

Le  coefficient  de  sinOrfÔ  di^  dans  (5)  est  donc  égal  à 
„  /    dr        ^dr  âr\         f'' /    dt        ^de  âs\    . 

Mais,  r  étant  une  fonction  de  ^,  J^,  z  définie  par  Téquation 
(4),  on  a 


et  le  coefficient  de  ei  dans  K  est  égal  à  —  i  ;  on  tire  aussi 

de  (3) 

00  aura  donc 


K=  — ei+    /    -^rfw=~ei-t-ei  — eo=  — Êo, 

/       sin^  d^d^  =  —  4*^50. 

84.  Théorème  de  Lejeune-Dirichlet. 

Quand  la  masse  attirante  S  est  finie,  V  et  ses  dérivées 
du  premier  ordre  sont  finis  et  continus  ;  il  est  facile  de 
voir  que  si  la  distance  r  du  point  M  à  l'origine  devient 

infinie,  V  est  infiniment  petit  de  l'ordre  de  ->  -r— >  3-?  1- 

.  ^  r    ox     oy     dz 

de  l'ordre  de  -j*  Dirichlet  a  montré  que  si  une  fonction  V 

de:r,^,  z  satisfait  à  ces  conditions  et,  en  outre,  aux  équa- 
tions de  Laplace  et  de  Poisson,  elle  coïncide  avec  V.  Posons 

De  S.-G.  —  Rec,  9 
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/' —  V  =  W  el  consîdéroDS  l'inlëgrale 

itendue  à  tout  l'espace  inlérieur  à  une  sphère  Û  décrite 
le  l'origine  comme  centre  avec  un  très  grand  rayon  r; 
DUS  ses  éléments  sont  nuls,  car  W  est  fini  et  AiW,  diffé- 
ence  de  A^  Y'  et  de  A^  V,  qui  sont  partout  égaux,  s'annule 
onstamment.  Mais,  en  intégrant  une  fois  par  parties,  on  a 


-IIÂ- 


mv 


,   dx  dy  ds. 


e  coefficient  de  dy  dz  étant  la  différence  des  valeurs  <jue 
>rend  W  -r-  aux  deux  points  de  rencontre  de  la  sphère  û 
ivec  la  parallèle  à  OX  le  long  de  laquelle  on  a  intégré; 
:st  de  la  forme  -5.  X  ayant  une  valeur  finie,  et  si  Xi  est 
ine  moyenne  entre  les  valeurs  de  î.,  on  aura 

?  étant  nul,  on  peut  conclure  des  résultats  précédents  et 
le  ceux  qni  se  rapporteraient  aux  deux  autres  parties  de 
P  qu'on  a  l'identité 

/dW\*      /dW\'      (àViV 


fmm<wî-m>^^^'- 


En  faisant  grandir  r  au  delà  de  toute  limite,  on  voit  que 
e  second  membre  est  tout  au  plus  égal  à  une  quantité  qui 
end  vers  zéro;  il  doit  donc  être  rigoureusement  nul  aussi 
sien  que  le  premier  et  cela  exige  qu'on  ait,  pour  tous  les 


SUR    LA    MÉCANIQUE    RATIONNELLE.  I  3 1 

points  de  l'espace, 


aw     <)w     dw 

aV       dY 

d\       d\' 

d\       d\' 

dx  "^  ày  ~~   dz   ^    ' 

dx  ~~  dx^ 

ày  ~  ày' 

dz  ~~  dz' 

Y  et  V  ne  peuvent  difTérer  que  par  une  constante,  et,  comme 
ils  s'annulent  tous  deux  à  Tinfîni,  cette  constante  est  nulle. 

85.  Composer  les  attractions  exercées,  suwant  la  loi 
de  Newton,  par  les  divers  points  d^un  anneau  K  sur  un 
très  petit  anneau  B;  les  deux  anneaux  sont  homogènes, 
leurs  centres  coïncident  et  leurs  plans  font  entre  eux 
un  angle  cl. 

Il  est  facile  de  voir,  par  des  raisons  de  symétrie,  que  les 
forces  appliquées  aux  divers  points  du  petit  anneau  se  ré- 
duisent à  un  couple  dont  l'axe  L  est  dirigé  suivant  l'inter- 
section des  deux  plans.  Prenons  pour  axe  des  x  la  partie 
de  cette  droite  qui  est  dirigée  vers  le  nœud  ascendant,  l'axe 
des  y  étant  dans  le  plan  du  grand  anneau.  Soient  x^  y  y  z 
les  coordonnées  d'un  élément  dm  de  B,  r  et  R  les  rayons 
de  B  et  de  A,  e  la  densité  de  A  :  le  potentiel  de  A  par  rap- 
port à  dm  est 

(X  dm  R  s  fl?«p 


f         , 

0      v^^^ — 2R(a7COscp -i-^sin«p)-f- r* 

=  27refxcf/n^H ^^ H...  ); 

on  en  déduit,  en  ne  prenant  que  la  partie  principale  de 
chaque  élément, 

Y  _  Tz\itdm  Y_  T^l^^dm  „  _      itzilz dm 

h  =Z(yZ-j,Y)^^^''"^'''''^l''^ '''''' 

3  r* 

=  —  -  uMm  i^T  sinacosa. 

4  n.* 

Le  plan  de  B  tend  à  se  rapprocher  de  celui  de  A. 


f/'V. 


■ci:: 


m- 


sv  • 


'.  ■  ►• 
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86.  Un  ellipsoïde  donné  E  renferme  une  certaine 
quantité  de  matière  douée  d'un  pouvoir  attractif  sui- 
vant la  loi  de  Newton  :  chercher  suivant  quelle  loi  doit 
varier  la  densité  de  la  masse  attirante  pour  que  toutes 
les  surfaces  de  niveau  correspondant  à  son  attraction 
soient  des  ellipsoïdes  homofocaux  à  E.  Cette  loi  une 
fois  déterminée,  calculer  la  grandeur  de  ^attraction 
en  un  point  quelconque.  (Agrégation,  i883). 

Il  suffira  de  connaître  la  valeur  de  A2V  pour  en  déduire 
celle  de  la  densité  en  un  point  quelconque.  Soient  2  a,  26, 
2  c  les  axes  de  E  :  par  tout  point  de  Tespace,  on  peut  mener 
trois  surfaces  homofocales  à  E,  définies  par  les  équations 


(0 


x^ 


r 


(2) 


a* 

l 

-r- 

b^- 

X 

-v 

C2  — 

X 

x^ 

-h 

y2 
62  — 



Z^ 
{* 

a2  — 

f^ 

C2 

x^ 

y' 

z* 

a2 — V        V — 6* 


V  —  c^ 


=  1, 


=  1 


=  1) 


OÙ  nous  supposons  X  <  c^  <;  [jl  <<  6-  <  v  <  a^  ;  )v,  [x,  v  for- 
ment un  système  de  coordonnées  elliptiques.  Si  l'un  quel- 
conque des  ellipsoïdes  (1),  déterminé  par  la  valeur  de  X,  est 
une  surface  de  niveau  sur  laquelle  le  potentiel  a  une  gran- 
deur constante,  V  ne  dépend  que  de  X  et  Ton  a 

dY_dyd\     ^_^!V/^y     dv  d^ 

dx""  dk   àx'      dx^  ~"  àX'^  \àx)   '^  d\   àx^' 

De  la  seconde  équation  et  des  deux  équations  analogues  on 
conclut,  en  employant  les  notations  bien  connues  de  Lamé, 


d^\ 


<Ù^ 


dW 
dX 


A-X. 


Posons,  pour  abréger, 


.rî 


y 


x^ 


(a2— X)2    (62—  X)2   (c2~X)2    P2    (a^— X)3 


I 


SUR    LA    MÉCANIQUE    RATIONNELLE.  l33 

nous  aurons,  en  différent iant  deux  fois  Téquation  (i), 

IX  I    d\ 


ix        dl         I    d«X        2  /dly 


aî— X       (a«— X)ï  àx       P»  cJa;^ 


de  ces  équations  et  de  celles  que  fournit  la  différentiation 
par  rapport  à  ^  et  à  ^  on  tire 

On  a  donc 

(3)  ..v=4P»[SÏ-i(^.-^^-.-^r-^i 


X    '    6*-X"*"c2— X/^xJ 


La  quantité  entre  crochets  est  une  fonction  de  ).,  que  je 
représenterai  par  —  7cF(X);  le  théorème  de  Poisson  donne 
alors,  pour  la  densité  en  un  point  quelconque, 

e=:P«F(X). 

Si  l'on  divise  la  région  intérieure  à  E  en  couches  infini- 
ment minces  par  une  série  d'ellipsoïdes  homofocaux,  la 
densité  en  un  point  quelconque  M  d'une  couche  est  égale 
au  produit  d'un  paramètre  F(X),  arbitrairement  choisi 
pour  chaque  couche,  par  P^,  c'est-à-dire  par  le  carré  de  la 
distance  de  l'origine  au  plan  tangent  en  M  à  l'un  des  ellip- 
soïdes E'  qui  limitent  la  couche.  L'épaisseur  doL  de  la  couche 

en  ce  point  est  —  —y  ou 5;  donc  la  densité  aux  di- 
verses régions  d'une  couche  varie  en  raison  inverse  du 
carré  de  son  épaisseur.  La  masse  de  la  couche  est  égale  à 

celle  qui  serait  comprise  entre  E'  et  un  ellipsoïde  homo- 

rfX 
ihétique,  le  rapport  de  similitude  étant  i r-  et  la  den- 
sité ayant  partout  la  valeur  )^F()i);  cette  masse  est  donc 

—  air  v/(a«— X)(6î— X)(c2— X)F(X)  dk. 


^^ 

fah.  •-.,  r  ".  . 

■  ':^  .  >  ■ 

HKktfi^'- 

jyf-  ;     "^       . 

SlPE*  ■>,;'. 

■  4          *■ 

m^ 

^gP-'" 

m-r^ 

îî?*I«. 

Bwîîi."  ■ 

■   • 
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Si  Ton  intègre  cette  expression  en  faisant  varier  X  depuis 
c^  jusqu'à  zéro,  on  doit  obtenir  toute  la  masse  attirante, 
ce  qui  restreint  Tindétermination  de  F. 

Il  convient  d'exprimer  P^  en  fonction  de  )^,  [jl,  v  :  un 
calcul  suffisamment  connu  donne 

14  ^*  .  (JX-X)(V-X) 


P^       AfX       (a«— X)*  (a2— X)(62— X)(c2— X) 

La  loi  de  la  densité  aux  différents  points  de  la  masse 
attirante  comporte  une  grande  indétermination,  puisqu'on 
peut  choisir  F(X)  d'une  manière  presque  complètement 
arbitraire;  mais,  une  fois  le  choix  fait,  l'attraction  est  bien 
déterminée.  Nous  avons  posé,  à  la  suite  de  l'équation  (3), 

d^y       1/      T  I  i      \dV 


d\^ 


I  /      T  I  \      \dW  „,^ . 


c'est  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  en  -rr  5  dont 
la  valeur  prend  la  forme 


rfV 


d\       /(^î  __  X)(62  —  X)  (c2  —  X) 


A-hirT    F(X)^/(a«  — X)(62  — X)(c2-X) 


L'attraction  en  un  point  quelconque  est  dirigée  suivant 
la  normale  à  l'ellipsoïde  homofocal  à  E  qui  passe  en  ce 
point  et  si,  à  un  déplacement  dcL  sur  cette  normale  cor- 
respond une  variation  <iV,  la  grandeur  de  l'attraction  sera 
(n°  80) 

~  doc  "  d\   d(x  ~~  d\ 


v/(jj,^X)(v-X) 


=^    A-hic    f    F(X)tfXv/(a»— X)(^>î  — X)(c2-X)  . 
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A.U  centre,  ^  est  égal  à  c^  et  R  nul  à  cause  de  la  sy- 
métrie; la  constante  Â  doit  être  nulle  et  Ton  a 

f     F(X)c£X/(aî-X)(6ï-X)(c»— X). 

L'attraction  est  toujours  dirigée  vers  l'intérieur  des 
ellipsoïdes  ;  pour  un  point  intérieur  à  E,  elle  ne  dépend 
pas  de  la  masse  comprise  entre  E  et  l'ellipsoïde  homofocal 
qui  passe  au  point  considéré  ;  donc  celte  masse  est  sans 
action  sur  un  point  placé  dans  son  intérieur;  enGn, 
dans  la  région  extérieure  à  E,  R  varie  en  raison  inverse 

de  v/(îr=o:)(7^=^v). 

EXERCICES. 

1.  Montrer  qu'un  segment  de  droite  homogène  AB,  doué  d'un 
pouvoir  attractif  suivant  la  loi  de  Newton,  attire  un  point  M  comme 
le  ferait  un  arc  de  cercle  décrit,  dans  le  plan  MAB,  tangentielle- 
ment  à  AB,  avec  M  pour  centre  et  limité  aux  droites  MA  et  MB; 
la  densité  de  l'arc  est  la  même  que  celle  de  la  droite. 

2.  Déterminer  la  position  d'équilibre  d'un  point  attiré  suivant 
la  loi  de  Newton  par  tous  les  éléments  du  périmètre  d'un  triangle 
supposé  homogène.  C'est  le  centre  du  cercle  inscrit. 

3.  Déterminer  la  forme  d'un  solide  homogène  S,  de  masse  et 
de  densité  données,  pour  que  l'attraction  qu'il  exerce  suivant 
la  loi  de  Newton  sur  un  point  O  soit  maximum  ;  comparer  cette 
attraction  à  celle  d'une  sphère,  de  masse  et  de  densité  égales,  sur 
un  point  de  sa  surface. 

OX  étant  la  direction  de  l'attraction  totale,  la  composante  sui- 
vant OX  de  l'action  exercée  par  une  masse  dm  placée  en  un  point 
quelconque  de  la  surface  de  S  doit  être  la  même  ;  l'équation  de 
cette  surface  r-  =  a^  cos6  :  l'attraction  de  S  est  à  celle  de  la  sphèr 

::3:^25. 

4.  Attraction  newtonienne  exercée  sur  le  pôle  par  l'aire  com- 
prise entre  le  cercle  r  =  a  sina  et  la  lemniscate  r^  =  2a'^  cosaô 


Elle  est  de  la  forme  {x  [  L  cot  -  a  —  cosa  j . 
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5.  Un  hémisphère  homogène  est  doué  d'un  pouvoir  attractif 
livant  la  loi  de  Newton  :  déterminer  le  point  où  les  attractions 

font  équilibre.  (P.  JuLUEN.)  Sur  l'âne  de  figure;  sa  distancea; 
I  centre  est  la  plus  petite  racine  de  l'équation 

1337'— eRïx  +  3R'=o. 

6.  Attraction  exercée  suivant  la  loi  de  Newton  par  une  masse 
>mogène  comprise  entre  deui  sphères  dont  l'une  est  intérieure 

Ses  composantes  s'ohtjennent  en  faisant  la  différence  des  com- 
isantes,  bien  connues,  de  l'attraction  des  deux  sphères;  la  forme 
I  résultat  varie  suivant  la  région  où  se  trouve  le  point  attiré. 


indéfini 


Masse  totale  8tu.  Équation  de  Poisson  ; 
d'Y       a  rfV 


8.  Soit  V  le  potentiel  d'un  système  de  points  A,  B,  C,  ...  ayant 
:s  masses  a,  b,  c,  ...  par  rapport  à  un  point  M;  si  l'on  trans- 
rme  la  figure  par  rayons  vecteurs  réciproques,  0  étant  le  p61e, 


jrj;  i,. . .,  leur  potentiel  par  rapport  à  M'est  égal  à  V,  Appliquer 

:tte  proposition  à  la  transformation  d'une  couche  sphérique  ho- 
ogène.  (_Voir  Bertrand,  Calcul  intégral,  t.  li,  p.  448.) 


CINEMATIQUE. 


MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATERIEL. 


Vitesse  et  accélération. 

87.  Nous  allons  rappeler  quelques  résultats  relatifs  à  la 
vitesse  et  à  l'accélération.  Un  mouvement  qui  n'est  pas 
défini  par  des  formules  analeptiques  connues  peut  être  uti- 
lement représenté  au  moyen  d'une  courbe  :  prenons  des 
abscisses  x  =  at^  des  ordonnées^  =  cs^  s  étant  le  chemin 
parcouru  au  temps  f ,  a  la  longueur  qui  représente  l'unité 
de  temps,  c  le  rapport  par  lequel  sont  multipliés  les 
espaces  :  on  a  la  courbe  représentative  des  espaces  ;  la  vi- 
tesse est  égale  à  -  -^;  l'accélération  tangentielle 


c  dx 


d^s  __  a*  d^y 
dt^  "^  T  dx^' 


or  -r^  est  l'inverse  du  paramètre  p  de  la  parabole  oscu- 

latrice  à  la  courbe  figurative  et  dont  l'axe  est  parallèle  à 
OY.  Dans  l'appareil  du  général  Morin  pour  étudier  la 
chute  des  corps,  la  courbe  est  elle-même  une  parabole, 

a  =  Ro),  c  =  I ,  et  l'accélération  est 

U accélération  totale  y  est  égale  au  carré  de  la  vitesse 
divisé  par  la  demi-^orde  qu^ elle-même  intercepte  dans 
le  cercle  osculateur  de  la  trajectoire. 

On  sait  qu'elle  est  dirigée  dans  le  plan  osculateur  et  que 
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trojection  sur  la  normale  principale  esl  —  ;  soit  i  l'angle 
V-  avec  la  normale  :  on  a 


isîdérons  la  parabole  décrite  par  un  projectile  dont  la 
:sse  horizontale  est  a  ;  la  vitesse  à  un  moment  quelconque 

— .1  puisque  son  angle  avec  l'horizontale  est  égal  à 
ji  de  la  normale  et  de  raccëlératiou,  toujours  verticale  : 
orde  interceptée  dans  le  cercle  osculateur  en  un  point 
:lconque  par  la  direction  de  la  pesanteur,  c'est-à-dire 

le  diamètre  correspondant,  est  donc —.■  Au  som- 

t  oîi  i^o,  cette  corde  est  égale  à  ^p;  donc,  en  un 
nt  quelconque  M,  elle  est  égale  à  — ■-  ou  à  quatre  fois 
listance  de  M  au  foyer.  La  projection  du  rayon  de  cour- 
■e  en  un  point  d'une  parabole  sur  le  diamètre  corres- 
idant  est  égale  au  double  de  la  distance  focale.  (Mac- 

rin). 

)ans  le  mouvement  d'un  point  libre,  la  force  motrice  et 
célération  dépendent  si  simplement  l'une  de  l'autre  que 
ilupart  des  questions  se  rattachent  aussi  bien- à  la  Dyna- 
[ue  qu'à  la  Cinématique.  Je  traiterai  ici  les  problèmes 
l'on  étudie  un  mouvement  connu  a  priori,  et  je  ren- 
rai  à  la  Dynamique  la  recherche  du  mouvement  produit 

une  force  donnée,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  cor- 
pondaat  à  une  accélération  connue.  Rappelons  les  fer- 
les qui  donnent  les  composantes  de  la  vitesse  et  de 
célération  en  coordonnées  polaires, 
ioient,  dans  le  plan,  r  le  rayon  vecteur,  9  son  angle  avec 
,e  polaire;  les  projections  de  la  vitesse  sur  le  rayon  vec- 
r  et  sur  une  perpendiculaire  sont  -j-  et  r-rr;  on  les 


SUR  LA  MÉGANIQUE  RATIONNELLE.  I  Sq 

appelle  vitesses  de  glissement  et  de  circulation  :  leur  ré- 
sultante est  la  vitesse.  Les  projections  de  l'accéléralion  to- 
tale sont,  sur  le  rayon  vecteur, 


d'r         /dQ 


1 


''=rfFî-"U'' 


sur  la  perpendiculaire, 

_  I   d  /  ^d9 

^^"-^TdtXdi 

Dans  l'espace,  appelons  /•  le  rayon  vecteur,  B  son  angle 
avec  une  droite  fixe  OZ,  tp  Tangle  du  plan  méridien  mené 
par  OZ  et  le  point  avec  un  plan  méridien  fixe,  et  projetons  : 
i**  sur  le  rayon  vecteur  ^  2° sur  la  normale  extérieure  au  cône 
droit  d'angle  Ô\  3°  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  plan 
méridien  du  côté  où  ^  augmente  5  nous  aurons,  pour  los 
projections  de  la  vitesse, 

dr  dO  .       d^ 

pour  les  projections  de  Taccélération, 

d^r         dQ^  .  ^d^' 

''"       dt^  dO  dO 

.1    d  l     d9\  .    ^        ^d^^ 

7„=:  -  --    r'--  )  —  rsmÔcosO  -y-i 
'         r  dt\     dt)  dt^ 

7/»=  r—z  —     ^    Sm'®  -y-     * 

'""       rsmQ  dt\  dt  j 

Ces  projections  ont  pour  résultante  soit  la  vitesse,  soit 
r  accélération. 

82.  Étant  donnés  (Jig.  7)  deux  axes  rectangulaires, 
un  point  M  situé  d'abord  sur  l'axe  des  x  se  meut  de  telle 
sorte  que  son  ordonnée  et  l'angle  de  son  rayon  vecteur 
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avec  OX  croissent  proportionnellement  au  temps,  et  que 
le  mobile  vienne  sur  OY  à  la  distance  a  de  V origine; 
trouver  la  trajectoire,  la  vitesse  en  chaque  point,  lac- 
lération  et  le  rayon  de  courbure. 

L'équation  de   la  trajectoire  en  coordonnées   polaires 


s'obtient  immédiatement;  Tangle  décrit  par  le  rayon  vec- 
leur  étant  -  quand  l'ordonnée  est  a,  on  a 


y      2«  2^0 

7  =  — »      d  ou     r=  — ; — • 


C'est  la  quadratrice  de  Dinostrate  :  le  rayoii  vecteur  est  d'à- 
bord  —5  et  il  croît  jusqu'à  devenir  infini  pour  6  =  tt;  il  y 

a  une  asymptote  (j=  aa),  puis  une  branche  allant  de 
cette  asymptote  à  l'asymptote jr  =  4^,  et  ainsi  de  suite. 

Soit  w  la  vitesse  angulaire  du  rayon  vecteur  :  la  projec- 
tion de  la  vitesse  de  M  sur  une  pei'pendiculaire  à  ce  rayon 
est  wOM;  sa  projection  sur  OY  est 

dy        Ha  dO 


SDK    LA    MËCAMQUE    RiTtONKELLE.  l4l 

On  n'a  pas  ainsi  deux  composantes  de  la  vitesse;  mais  si, 
en  M,  on  mène  une  perpendiculaire  sur  OM égale  à  wOM, 
une  parallèle  à  OY  égale  à  uOB,  et  si,  aui  extrémités  de 
ces  droites,  on  leur  élève  des  perpendiculaires,  celles-ci  se 
coupent  en  un  point  V  tel  que  MV  =  i';  la  figure  ainsi 
formée  a  ses  lignes  perpendiculaires  et  proportionnelles  à 
celles  du  quadrilatère  birectangle  OMCB;  il  en  résulte  que 
la  vitesse  en  M  est  égale  à  (dOC,  et  perpendiculaire  à  OC; 
sa  direction  est  celle  de  la  tangente  à  la  quadratrice. 

L'accélération  est  parallèle  à  l'axe  des  j:  ;  or  ^  ;=  —  9  co  1 0  : 
donc 


)-S(v-4 


Menons  CH  parallèle  à  OX  :  l'a 
plément  de  Q  et  l'on  a 


île  MCH  est  le  com- 


=  n^(v-4 


On  a  une  représentation  géométrique  de  l'accélération 
l'on  en  peut  déduire  le  rayon  de  courbure  de  la  quadrati 
La  corde  interceptée  par  la  direction  de  l'accélération 
le  cercle  de  courbure  est,  comme  on  l'a  dit  (87), 


Î^=^=GE, 


1  faisant  l'angle  COE  égal  à  CHO  ;  d'ailleurs  CO  est  pi        _^^_^ 
rallèle  à  la  normale  en  M  ;  donc  la  perpendiculaire  DE  si.-  J%^^^^^^ 
point  D  tel,  que  CD  sera  égale  a^itJ^^R^ 


EC  coupera  CO  en 

diamètre  du  cercle  osculateui 

est  -     -  1  et  l'on  trouve  p  ^  -  OB. 


1  M.  En  B,  la  valeur  de^—  ^ 


42  «.CTE.l 

La  quadratrice  n'est    pas    rectiCable,  mais  l'aire  AOB 
>eut  se  calculer  au  moyen  d'iutégralions  par  parties  : 


.h1/--^,^=î|!l,. 


89.  Un  point  parcourt  avec  une  vitesse  constante  v 
■ne  lemniscate  de  Bernoulli;  trouver  son  accélération 
t  les  composantes  de  cette  accélération  suivant  les 
ayons  vecteurs  issus  des  deux  foyers  :  centre  de  cour- 
'ure  de  la  trajectoire. 

Etant  donnés  {Jtg.  7}  deuï  foyers  F,  F,  dont  la  distance 
st  na,  la  lemniscate  est  le  lieu  des  points  M  tels  que 


JF.MF,  ^  a*.  Prenons  pour  axe  des  x  et  des  y  FF,  et  la 
lerpendiculaire  en  son  milieu  O  ;  l'équation  de  la  courbe 

Je  désignerai  par  des  lettres  accentuées  les  dérivées  par 
apport  au  temps.  Comme  on  a  x''^  -^ y^  =■  c^,  il  vient 

On  est  conduit  à  calculer  x:r'  +  ^^  etyx' — xy  :  si  l'on 
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dilTérentie  l'équation  (i),  on  en  conclut 

(      ^'      ^     /      ^  JIï±yL 


Je  suppose  le  sens  du  inouvement  tel  que  le  radical  doivt 
être  précédé  du  signe  -H,  et  je  lire  de  ces  formules 

/y  -  ^z"  =  1  ^  (.r.r' +  j/ ) /Tm^. 
Les  premières  équations  en  x"iy"  donnent  alors 

On  en  conclut 

Mais,  si  l'on  remplace  x'  eiy  par  leurs  valeurs  tirées  à 
équations  (2),  et  si  l'on  fait  MF^  r,  MF)  =:  r, ,  on  a 

x'-hj»  +  «'  =  -{r'-+-r;),      ^ax=  r^  —  r',     rr,  =  a', 

L'accélération  totale  peut  se  décomposer  en  deux  auti 
7—>  7  — •  suivant  MF  et  MF|  ;  faisons  un  parallélogrami 
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ir  MA  =  MF  et  MB  =  MF,  ;  la  diagonale  MC  est  dirigée 
lîvanl  la  normale,  puisque  l'accélération  est  cenlripètt. 
n  a  vu  Y  ^  — ï  OM;  le  rajon  de  courbure  est  donc 

1  supposant  l'angle  EF,  0  =  0,  MF. 

90.  Quand  un  mobile  se  meut  dans  un  plan  et  que 
n  accélération  totale  est  constamment  dirigée  vers  le 
•ntre  de  courbure  de  la  développée  de  ta  trajectoire, 
aire  comprise  entre  un  rayon  de  courbure  fixe,  un 
lyon  variable  et  Parc  de  la  développée  correspondant 
■oit  proportionnellement  au  temps.  (Nicolâïdês). 
Soient  ds  l'arc  inrmimeot  petit  parcouru  par  le  mobile  à 
irlir  d'une  position  M,  p  le  ra\on  de  courbure  correspon- 
Liit  ;  la  di&erenlielle  de  l'aire  considérée  est  -  p  d$,  et  il 
igil  de  prouver  qu'elle  est  égale  à  dt  multiplié  par  une 
Dstante.  Supposons  -r  positif;  il  faut  que  le  centre  de 
urbure  de  la  développée  soit,  par  rapport  à  la  Dormale 
L  M,  du  même  côté  que  ds;  l'arc  iniiDiment  petit  de  la 
iveloppée  est  égal  à  — dz  ;  son  angle  de  contingeuce,  égal 
celui  de  la  courbe,  est  —  ;  son  rayon  de  courbure  est 

=^ ^  ■  Soient  y^  et  ^e  l'accélération  tangentielle  et 

iccélération  centripète  :  on  aura 

ï'  _  ?'       ?''''_      ^P 


^P  =  P^=c,    prf.= 
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Si  -7-  <  o,  c'est  dans  le  premier  membre  de  la  seconde 
formule  (i)  qu'on  a  le  signe  —  ;  mais  la  suite  est  identique. 

91.  Etudier  le  mouvement  (Vun  point  qui  décrit  une 
hélice  sur  un  cylindre  vertical  dont  la  base  est  une 
ellipse  horizontale  :  le  point  se  déplace  de  telle  sorte 
que  sa  projection  horizontale  ait  une  vitesse  aréolaire 
constante  autour  du  centre  de  la  base. 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  les  axes  de  l'ellipse, 
pour  axe  des  z  l'axe  du  cylindre  ;  on  peut  représenter  Vx 
et  Vy  du  mobile  par 

a7  =  acoscp,    y  —  bsm^\ 

Taire  élémentaire  décrite  par  la  projection  du  rayon  vec- 
teur, -  {xdy — ydx),  ou  -  ab  d(f,  étant  proportionnelle 
à  dt^  on  doit  avoir  (p  =  w^,  to  étant  constant.  Alors 

d.r  .  a  dr  b 

-r- =  —  aft)smo  =  — T»-X»      -7- =  6«cosq)  =  —  wx. 
dt  ^  b    -^         dt  ^        a 

Soient  M  la  position  du  mobile,  m,  sa  projection  sur  le  plan 
xy^  p  la  dislance  du  centre  de  Tellipse  à  la  tangente  en  m\ 
la  projection  horizontale  de  la  vitesse  est 


Comme  la  trajectoire  doit  couper  les  génératrices  sous  un 
angle  constant  i,  on  a 


dz                 ah  ta  ahtù 

-—  m  coii et       V  zzz. 


dt  p  p  sin  / 

Z  ne  peut  s'exprimer  en  fonction   du  temps   qu*à  l'aide 
d'une  intégrale  elliptique,  ce  qui  était  évident  a  priori. 

De  S.-G.  —  Rec,  lO 
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Les  projections  de  l'accélération  sur  les  axes  sont 

—  _-„^,      -___„j-,      ^^^^_  -j^_  cou, 

'accélération  icncontrc  l'asc  du  cylindre,  et  sa  projection 
lorîzontale  est  proportionnelle  à  la  distance  du  mobile  à 
'axe.  Soient  a,  |3,  i  les  angles  de  la  tangente  avec  les  axes, 
i,  (/,  V  ceux  de  la  normale  principale;  on  a 


3n  peut  tirer  des  équations  précédentes 

COSi           I   /^".r         ,h  \  p 
^  -  I  — -cosa     ==—  — 


En  supposant  »  =  -.  la  trajectoire  devient  l'ellipse  de 
base,  dont  on  trouve  ainsi  le  rayon  de  courbure;  il  a  avec 
le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  une  relation  analogue  à 
:elle  qui  lie  le  rayon  d'un  cercle  au  rayon  de  courbure 
i'une  hélice  qui  se  projette  suivant  ce  cercle.  La  normale 
principale  de  l'hélice  elliptique  est  parallèle  à  la  normale 
correspondante  de  l'ellipse  de  base. 

92.  Démontrer  qu'on  peut  régler  la  loi  du  mouvf^menl 
d'un  point  sur  une  hyperbole  de  manière  que  l'accéléra- 
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tion  totale  soit  la  résultante  de  deux  accélérations  diri- 
gées suivant  les  rayons  vecteurs  et  inversement  propor- 
tionnelles aux  carrés  de  ces  rayons;  étudier  le  mouve- 
ment. 

Soit  l'hyperbole  donnée 

en  différentiant  par  rapport  au  temps,  on  a  deux  relations 
entre  les  composantes  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  sui- 
vant les  axes  : 

,   .  xx'       yy'  a?'*       r'*      xx"      yy" 

Supposons  que  le  mobile  soit  sur  la  branche  de  droite, 
et  nommons  e  l'excentricité  de  l'hyperbole,  r,  r^  les  rayons 
vecteurs  ;  on  a 

r  =  ex  —  a,     ri  ■=  ea?  4-  a  ; 
on  doit  avoir  aussi,  par  hypothèse, 

„  _  X  —  ae  x-\-  ae 

~~      ^  (ex  —  aY      ^iex-\-aY^ 
(3)  \ 

y"  =  —  IX ^ UL ^ 

•^  ^  {^ex  —  ay       ^{ex-hay 

11  faut  que  ces  équations  soient  compatibles  avec  l'équa- 
tion (i)  et  avec  ses  conséquences  (2);  or,  si,  dans  la  se- 
conde équation  (2),  on  remplace  y  et  y'  par  leurs  valeurs 
déduites  de  (i),  puis  a^  el  y"  par  leurs  valeurs  (3),  on 
trouve 

a/2  x'^x'^  iix  V    X  —  ae  x-{-ae    1 

a'^  ^  a'^(x'^  —  a^)^  'â^  [^{ex  —  a)^       (ex-\-ay} 

^\a2         /i{ex  —  ay       {ex)-{-ai]~~ 
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oa 

, 

j.   i'(--"")r     '            '     " 

ette  équation  doit  être  compatible  avec  la  première  du 
-oupe  (3)  :  on  s'en  assure  en  la  dilléreutiant  par  rapport 
I  temps,  et  divisant  ensuite  les  deux  membres  par  aj;'  : 
1  retombe  sur  l'expression  (3)  de  y. 
La  loi  des  positions  du  mobile  sur  la  courbe  sera  donnée 
ir  l'équation  (4), 

n  en  conclut 

^  -   (.'.•- ^v  • 

Au  sommet,  la  vitesse  est  aw     ,  .'' — r>  en  sorte  qu'un 

jint  animé  de  cette  vitesse  initiale  et  soumis  a  des  forces 
roduisant  l' accélération  donnée  décrira  l'hyperbole.  La 
ileur  de  (  s'obtient  à  l'aide  d'une  quadrature 

ilégrant  -  _      .  _  -...  par  parties  et  réduisant,  on  trouve 


=i\^^'- "■>-"■  l^f;/ 


n  a  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce,  mais  elle 
sparaii  poiur  e=  ^j  alors 
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93.  Etudier  le  mouvement  d^ un  point  qui  décrit  avec 
une  vitesse  constante  une  loxodrome,  c'est-à-dire  une 
courbe  tracée  sur  une  sphère  et  coupant  tous  les  méri- 
diens sous  un  angle  constant  X. 

Cherchons  l'équation  de  la  trajectoire  en  coordonnées 
polaires.  Soient  a  le  rayon  de  la  sphère,  M,  M' deux  points 
infiniment  voisins  sur  la  loxodrome,  P  le  point  de  rencontre 
du  parallèle  de  M  avec  le  méridien  de  M'  ;  MPM'  peut  être 
assimilé  à  un  triangle  rectiligne  rectangle;  or  M'P  =  a rf9, 
MP  =  a sinô rftj;,  MM'=  ds,  angle  MM'P  =  X;  on  a  donc 

.        MP       sin^d^        ^9  .  ^, 

^         M  P  d^  sinO  ^ 

Intégrant  et  désignant  par  a  la  valeur  de  0  pour  <}/  =  o,  on 
a  pour  la  loxodrome 

taDg-ô  =  tang-ae'VcotX. 

La  courbe  forme  sur  la  sphère  une  infinité  de  spires  qui 
s'approchent  indéfiniment  du  pôle  A  et  du  point  diamétra- 
lement opposé.  On  a,  dans  le  triangle  rectangle  MM'P, 
ds cosK  =  ad^;  il  en  résulte  que  la  courbe  est  rectifiable, 
et  sa  longueur  d'un  point  asymptote  à  l'autre  est  finie  et 

Les  composantes  de  la  vitesse  sont 

c?0       p  cos  X         .    „d^       p  sin  X 

-r-  =  ,      sm  0  -y-  = • 

at  a  dt  a 

%\  l'on  se  reporte  aux  valeurs  des  composantes  de  l'accé- 
lération rappelées  au  commencement  de  ce  Chapitre,  on 
trouve  qu'elles  sont  ici 

Yr= 9     Yrt  = cot6  sin*X,    y»,  =  —  cotO  sinX  cosX. 

a       '  a  'a 
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Par  le  pôle  A  mCDons  un  arc  de  grand  cercle  perpeodi- 
"jlaire  sur  l'arc  de  méridien  AM  jusqu'à  sa  rencontre,  en 
n  point  B,  avec  l'arc  de  grand  cercle  qui  est  normal  à  la 
isodrome  en  M,  et  soit  f  l'angle  des  deux  rayons  OM, 
'B.  Dans  le  triangle  rectangle  MAB,  on  a 

AMB  =  -  —  X,     MA  =  8,    coiBsinX  =  coiip; 


•fn  =  —  —  cotçsinX,     ym=  —  coiç  cosÀ,     -f  =  — ; 

Comme  l'accélération  est  exclusivement  centripète,  le 
lyon  de  courbure  jd  de  la  trajectoire  est  égal  à  a  sin^  ou 
la  perpendiculaire  MC  abaissée  du  point  M  sur  le  rayon 
►B  :  mais  le  rayon  de  courbure  doit  être  contenu  dans  le 
lan  0MB  normal  à  la  loxodrome  et,  d'après  le  théorème 
e  Meusnier,  faire  avec  MO  un  angle  dont  le  cosinus  est 

^  sintp;  il  est  donc  précisément  dirigé  suivant  MC,  et  le 
oint  C,  que  nous  savons  déterminer,  est  le  centre  de  cour- 
ure  de  la  loxodrome. 

Accélération  centrale. 

94.  Il  arrive  souvent  que  le  mouvement  d'un  point 
I  jouit  d'une  propriété  remarquable  :  l'accélération 
ïtale  est  constamment  dirigée  vers  un  point  fixe  O.  Je  dis 
ue,  dans  ce  cas,  la  trajectoire  est  nécessairement  com- 
rise  dans  un  plan  passant  par  le  point  O  et  que  l'aire 
écrite  par  le  rayon  vecteur  OM  croît  proportionnellement 
u  temps.  Cet  important  théorème  se  démontre  bien  aîsé- 
lent  par  le  calcul,  mais  on  peut  aussi  l'établir  d'une  ma- 
ière  nette  à  l'aide  de  considérations  géométriques. 

Je  dis  d'abord  que  la  trajectoire  est  située  dans  un  plan 
ui  passe  en  O.  En  effet,  le  plan  osculateuren  chacun  de  ses 
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points,  contenant  F  accélération  correspondant  à  ce  point, 
passe  au  centre  O  qui  est  ainsi  un  point  commun  à  tous 
les  plans  osculateurs.  Mais  le  point  commun  au  plan  oscu- 
lateur  en  M  à  une  courbe  à  double  courbure  et  aux  deux 
plans  osculateurs  infiniment  voisins  a  pour  limite  le  point 
M  :  il  en  résulterait  que  tous  les  points  de  la  trajectoire 
considérée  seraient  confondus  avec  le  point  O.  Il  n'en  peut 
être  autrement  que  si  la  trajectoire  est  située  dans  un  plan 
qui  passe  par  le  point  O  et  avec  lequel  se  confondent  tous 
les  plans  osculateurs. 

J'ajoute  que  la  vitesse  aréolaire  autour  du  point  O  est 
constante.  On  sait  que  cette  vitesse  a  pour  mesure,  quand 
le  mobile  est  en  M,  le  produit  de  sa  vitesse  v  par  la  moitié 
de  la  distance /?■  du  centre  O  à  la  tangente  à  la  trajectoire 
en  M.  Supposons  que  cette  tangente  coupe  la  tangente  au 
point  infiniment  voisin  M'  en  un  point  G  et  soient  CA,  GB 
les  droites  qui  représentent  les  vitesses  en  M  et  M'  :  la 
direction  de  AB  a  pour  limite  la  direction  de  l'accélération 

Fig.  8. 


totale  ou  de  MO;  les  droites  AB,  GO  sont  infiniment  près 
d'être  parallèles  et  les  angles  OGB,  GBA  d'être  égaux. 

Menons  OP,  OQ  perpendiculaires  sur  les  tangentes  en 
M  et  M'  :  les  points  O,  G,  P,  Q  sont  sur  un  cercle;  les 
angles  POQ  et  AGB,  OPQ  et  OGB  sont  égaux  et  le  dernier 
diffère  infiniment  peu  de  GBA.  Les  triangles  OPQ,  GAB 
sont  semblables  parce  que  le  rapport  des  angles  homo- 
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lifTère  infiniment  peu  de  l'unité  :  on  a  donc,  sans 
la  limite. 


1 


S- S'     OP.CA-OQ.CB; 

e  aréolaire  ne  change  pas  d'un  point  à  l'autre  de  la 

ire. 

^iproque  s'établit  sans  peine,  l'égalitc  (i)  entraînant 

itude  des  triangles  OPQ,  CAB  et  le  parallélisme 

Ites  OC,  AB. 

it  C  ou  it  c'  le  double  de  la  vitesse  aréolaire,  jt 

le  la  vitesse  v  avec  le  rayon  vecteur  r;  il  sulBt  ici 

leler  les  formules  suivantes,  que  l'on  retrouverait 

e  : 


■■■^-iï 


élération  se  réduit  à  ^ri  oiais  nous  la  compterons 
ment  de  M  vers  O  :  si  l'on  transforme  l'expression 
(n"  87)  en  prenant  Q  pour  variable  indépendante 
suite,  on  se  reporte  à  la  valeur  précédente  de  v', 
louble  valeur  de  y 


upposant  Y>Oï   la' courbe  est  concave  vers  le 
,  l'accélération  centripète  égale  à  y  sin  [i,  et  l'on  a 


psinn        p>psin|*        r>psinV 
ernière  égalité  conduit  immédiatement  à  l'espres- 
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sion  de  p  en  coordonnées  polaires;  mais  la  première  va 
nous  fournir  une  formule  souvent  utile  :  on  a 

donc 

I  __  Y  si"  1^  _       />  û?p 

p  ~~      i'*  vr  dr 

mais,  pv  étant  égal  à  C,  on  en  déduit 

dv  _      dp       '^  __    dp 
V    "        p        p       r  dr 

Si  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  le  pôle,  on  a 

I  dp 

P  r  dr 

95.  Un  mobile  parcourt  une  ellipse  de  manière  que 
Vaire  décrite  par  le  rayon  vecteur  issu  d'un  point  o 
croisse  proportionnellement  au  temps  :  exprimer  V accé- 
lération du  mobile» 

Considérons  le  cercle  dont  la  projection  est  l'ellipse 
donnée;  o  est  la  projection  d'un  point  O  du  cercle,  la 
position  m  du  mobile  est  la  projection  d'un  point  M  du 
cercle.  Soient  M'  le  second  point  de  rencontre  du  cercle 

avec  OM,  DD'  le  diamètre  parallèle  à  OM,  -G^  l'aire  dé- 

crite  par  OM  dans  l'unité  de  temps,  F  l'accélération  de  M; 
on  trouve,  a  et  6  étant  les  demi-axes  de  l'ellipse, 


G*  8G*a3  G*        DD' 


Soient  i  l'angle  de  MM'  avec  sa  projection  mm' ^  dd'  la  pro- 
jection de  DD',  -c^  la  vitesse  aréolaire  de  m;  on  a 

„        .       dd       ont        mm!  .G*       a 

Y  =  r  COS  ï,       =:îr7   =  TTT^   =    -...,   =  COS  U      —-=-=■ 

*  '     DD'       OM        MM'  '     c2        h 


i54  BECcxiL  d'exeecices 

d'oà 


eipressioD,  donaée  par  M.  Wîthworth  (Cam- 
nd  Dublin  Jfessenger.  1871),  se  simplifie  dans 
irticuliers.  EVeooDS  o  aa  centre  :  dif^inm'=iom, 


3  au  foYerelsoilôransIe-Je  mm' a* ec Taxe  focal: 


lasd  oesl  snr  l'eUipse, 


n  point  décrit  la  podaire,  lieu  des  projections 
•e  d'une  ellipse  sur  ses  tangentes,  de  manière 
■tesse  aréotaire  par  rapport  au  centre  soit  con- 
exprimer  pour  chaque  position  du  mobile  la 
t  l'accélération  en  /onction  du  rayon  vecteur: 
e  courbure  de  la  podaire. 

maulponr  axe  le  grand  axe  de  l'ellipse,  l'équation 
laire  sera 

sion  du  carré  de  la  ntesse  dans  le  cas  où  l'accélë- 
t  centrale  donne 


(  a' cos' t( -r- é»  si  Q*  e  /  ' 
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en  ajoutant  au  numérateur  a^t^sin^O-i-a^fe^cos^O  —  a^ô-, 
il  vient 

La  formule  qui  donne  le  plus  vite  Faccélération  est 

Y  = =  C*      2 3  r-  )  • 

•  ar  \         r^  rT   / 


Il  est  évident  que,  6  croissant  de  zéro  à  -  ? 

décroît  de  a*  à  6^,  pour  croître  ensuite;  donc  y  varie  de 
(a a* — fe2^__à(2è2 — ct^)j-i>  elle  est  d'abord  positive,  et 

la  courbe  concave  vers  le  pôle;  mais,  si  a^'^^h^,  y  devient 
négative  et  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  le  pôle  :  il  y 
a  une  inflexion,  et  la  podaire  a  une  partie  rentrante.  Pour 
calculer  le  rayon  de  courbure,  nous  prendrons 

97.  Un  point  se  meut  de  manière  que  sa  vitesse  soit 
proportionnelle  à  la  puissance  n  —  i  du  rayon  vecteur 
et  que  la  vitesse  aréolaire  de  ce  rayon  soit  constante  . 
déterminer  la  trajectoire  et  V accélération. 

On  a,  par  hypothèse, 
l'accélération  est 

•  'i.     dr 

L'équation  différentielle  de  la  trajectoire  se  déduit  de  la 
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double  expression  de  v^ 

J0=— JI£L=,     nd^== '  d- 

Intégrant, 

/i(6  —  a)  =  arccosr — >     r'»  = 


Ir"  Xcosn(0  —  a) 

Ces  courbes  dérivent  de  la  droite  par  une  transformation 
spéciale  due  à  M.  Roberts  :  deux  d'entre  elles  se  coupent 
sous  le  même  angle  que  les  droites  correspondantes.  Si 

Ton  suppose  aî==2,  -, >  — i,  on  a  une  hyperbole 

équilatère,  une  parabole,  une  cardioïde,  un  cercle  passant 
au  pôle  ;  l'accélération  est  proportionnelle  respectivement 
aux  puissances  i,  —  2,  — 4?  — 5  du  rayon  vecteur.  Pour 

/i  =  -»  Y  est  constant,  et  la  trajectoire  est  une  courbe  du 

sixième  ordre,  avec  trois  asymptotes  se  coupant  au  pôle 
sous  des  angles  de  120°. 

Le  cas  de  /i  =  o,  la  vitesse  étant  réciproque  à  r,  donne 
une  intégrale  différente  ;  on  a 


La  trajectoire  est  une  spirale  logarithmique,  et  l'accélé- 
ration réciproque  au  cube  de  la  distance  au  pôle. 

La  position  du  mobile  sur  sa  trajectoire  est  donnée  dans 
tous  les  cas  par  la  formule 

-        r'  <fô  r  dr 

dt  =  — -- 


/X*r2'»— c^ 
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mais  l'intégration  ne  peut  s'effectuer  que  si  n  est  égal  à  2 
divisé  par  un  nombre  entier. 

Accélérations  des  divers  ordres. 

98.  Si  par  un  point  fixe  on  mène  des  droites  égales  et 
parallèles  à  l'accélération  d'un  mobile  aux  époques  t  et 
^-f-  A/,  OA  et  OA',  l'accélération  du  second  ordre  ou  sur- 
accélération  est  représentée  en  grandeur  par  la  limite  de 

-—  ?  et  en  direction  par  la  direction  limite  de  AA'.  On  passe 

de  la  même  manière  aux  accélérations  des  ordres  suivants. 
Il  est  aisé  de  démontrer  que  la  projection  de  l'accélération 
d'un  ordre  quelconque  sur  un  axe  ou  sur  un  plan  est  égale 
à  l'accélération  de  même  ordre  dans  le  mouvement  de  la 
projection  du  mobile;  d'autre  part,  il  est  visible  que  les 
accélérations  successives  dans  un  mouvement  rectiligne 
sont  égales  aux  dérivées  successives  de  l'espace  par  rap- 
port au  temps.  Si  donc  on  rapporte  un  mobile  à  trois  axes 
coordonnés,  l'accélération  du  ai**-'™®  ordre  a  pour  compo- 
santes 

</«+ia7       d^^^y       d^^^z 

On  en  conclut  par  exemple  que,  dans  le  mouvement 
elliptique  représenté  par  les  équations 

a?  =  a  cos  a>  ^,    ^  =  6  sin  w  f, 

l'accélération  d'ordre  2  [jl  —  1 ,  en  un  point  M  de  l'ellipse, 
est  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  OM  et  égale  à  ihco^i^OM  : 
l'accélération  d'ordre  2  (jl,  parallèle  au  demi-diamètre  OM', 
conjugué  de  OM,  est  égale  à  rh  (i)2!*+*  OM'. 

Soit  à  calculer  les  projections  de  l'accélération  d'ordre 
[X,  Yp,,  sur  la  tangente  à  la  trajectoire,  sur  sa  normale  prin- 
cipale et  sur  l'axe  du  plan  osculateur  ou  binormale  (de 
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Saizit-Vesâxt'-  On  T  arri»e  à  Yiiif  des  formules  de 
M.  Sîrrel:  nuis  noos  ^'>aï  etoploï^er  one  méthode gêoiné- 
Irtque  doni  le  p>iiil  de  d-;parl  p^^l  servir  à  répondre 
jae5lïoD5  sur  leâ  lijrnes  à  d>>al>le  coorbare. 
5  en  nn  p-ïiot  O  d  tme  courbe  Ij  tangente  OT,  la 
principale  ON  et  Li  binormale  OB  :  prenoDS  aa 
ment  peiîl  OM  =;  ds  dan*  le  seai  de  OT.  el  snp- 
ae  M  *oil  pir  rirp-irt  aa  plan  osculatenr  en  O  da 
j*é  à  OB. 

i-^rftn*  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  bi- 
en M.  et  cherchons,  à  moinâ  d'ialiniment  pelitâ 
i  ordre,  les  cosinus  des  angles  ijue  ces  droites  font 
ON'.  OB:  p<>ar  cela  je  leur  mène  en  O  les  paral- 
,  ON.  OB':  si  Ion  prend  OB  =  OB'.  BB"  sera 
lass  le  sens  de  la  normale  principale.  Eu  Dégli- 
inSniment  petits  du  second  ordre,  on  peut  re- 
T'  conune  silaé  dans  le  plan  TON.  et  U  est  facile 
re  de  la  fisnre  le  tableau  des  neuf  cosinns  : 


le  rajon  de  coorbore,  r  le  raron  de  torsion, 
érons  à  l'époque  t  raccélêralion  d'ordre  ii,  Yh?  «' 
rtions  sur  la  tangente,  la  normale  et  la  binormale 

désignerons  par  v^, ,,  fs^"'  Ts"-*'  *  '^po'I'>e  t-i-dt. 
gente  et  ces  normales  ont  changé  de  direction, 
indique  le  tableau,  et  les  projections  de  l'accélé- 
r  ces  nouvelles  droites  sont  Vj,  ,  4-  d^^t-  ...  ;  on 
it  les  projections  de  celle  accélération  sur  les  pre- 
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miers  axes,  et,  en  divisant  par  dt  les  accroissements  subis 
par  ces  projections  dans  le  temps  dt^  on  trouve 

_  ^Y}A,f       I  ds 

_  i  ds  ^y\i,n        I  ds 

^l^-^*'»-  p  dt^^^''^  "dF  "+'  r  5ï^t^'*^ 

I  ds  d^u^h 

On  a  pour  l'accélération  ordinaire 

dv  V* 

on  en  déduira  successivement,  à  Taide  des  formules  pré- 
cédentes, les  composantes  de  ya,  Y3>  •••  î  seulement,  quand 
on  aura  à  différentier  par  rapport  au  temps  une  fonction 
de  p  et  de  r,  il  conviendra  de  prendre  la  dérivée  par  rap- 
port à  s,  qui  sera  un  élément  géométrique,  et  de  la  multi- 
plier par  -r  ou  i>.  Les  composantes  de  y^^  seront  exprimées 

^         ,        ^         dv  dV-v  do  dV--^Q  dr 

en  fonction  de  (>,  ^^ ,  ••-5;^;p,  ^'  -'-â^.'  '*'  S7'    •' 

-3 — r  :  on  trouve  d'abord 

dsV-~^ 


Yt.*  = 

rf'p        I    , 

dt^        pî     * 

ïî.«  = 

3     rfp        p3  dp 
p     dt       p'  û?^' 

Y«.6  = 

rp 

_  d^v  v^  di>       -  !>*  rfp 

^'''""  3r;  ~"    p»  "S  "^    P3  ^' 

La  valeur  de  ya,»  peut  être  transformée  et  donner  lieu  à 
quelques  remarques.  L'enveloppe  des  plans  normaux  à  la 
trajectoire  est  une  développable  appelée  sur/ace  polaire, 
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dont  les  génératrices  sont  les  axes  des  cercles  osculateors 
à  la  trajectoire.  Considérons  le  plan  P  oscnlateur  en  O  et 
le  centre  de  coorbore  C  ;  le  centre  de  courbure  au  point  M 
infiniment  voisin  de  O  se  projette  en  C  sur  P;  CC  est  un 
élément  de  ligne  de  courbure  de  la  surface  polaire,  sa  lon- 
gueur est  dp  ;  Tangle  des  deux  plans  tangents  en  C  et  C 

est  égal  à  Tangle  de  contingence  de  OM,  soit  — ;  donc 

? 

^  do 

—^  est  le  rayon  de  courbure  minimum  K  de  la  surface  po- 
laire en  C,  et  Ton  peut  écrire 

dans  le  cas  d^une  trajectoire  plane,  R  est  le  rajon  de  cour- 
bure de  la  développée. 

Dans  le  mouvement  elliptique  que  nous  avons  considéré, 
l'accélération  du  second  ordre  est  tout  entière  tangentielle  ; 
72,a  ^^^  i^ul?  cl  l'équation  précédente  donne  le  rajon  de 
courbure  de  la  développée 

dv     c?* 
(i)  R  =  3p^:  -  =  3planga, 

a  étant  l'angle  du  rayon  vecteur  de  Fellipse  avec  la  nor- 
male, puisque  ^  et  —  sont  les  composantes  de  l'accéléra- 
tion y,.  Aux  sommets,  R  =  o. 

99.  Soient  c,  c'  les  cordes  interceptées  par  V accélé- 
ration du  premier  ordre  dans  le  cercle  osculateur  et 
dans  la  parabole  osculatrice  à  la  trajectoire  y  supposée 
plane:  la  composante  normale  de  Vj  a  pour  valeur 

Y2,rt=  — -p^'       (Resal,  Cinématique.^ 
p  y  ce' 
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Soient  (yî^.  9)  OT,  ON  la  tangente  et  la  normale  à  la 
trajectoire,  OFG  un  arc  de  la  parabole  osculatrice  dont  OA 
est  un  diamètre,  OG  la  droite  suivant  laquelle  est  dirigée 
l'accélération  y,  a  l'angle  AON,  (f  l'angle  GON,  GP  paral- 


lèle à  OT.  Puisque  l'accélération  fait  l'angle  ç  avec  la  nor- 
male, on  a 


d'où(i),  n°98, 


^^  =  7'^-^^^' 


Ï2,n=^^(3tangcp--) 


La  relation  (2)  donnée  dans  le  même  numéro  pour  l'el- 
lipse s'applique  à  la  parabole,  l'angle  a  conservant  sa  signi- 
fication ;  il  en  résulte 

-  p3                                .3(^3  sin(o  —  a) 
v,  „  =  3  -r  (tango  —  tang  a)  =  — r-  ^-^ ^ . 

Le  triangle  GOP  donne 
OP  GP  c'  Gp'  OP.c' 


cosp       siii(cp  —  a)       cosa       sin5(çp  —  a)       coscpeosa 


•î 


Or  ^^  =/=  ^^=  p  cosa,  y  et/?  désignant  le  para- 
mètre relatif  au  diamètre  OA  et  le  paramètre  principal  de 

De  S.-G.  —  Rec.  1 1 
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la  parabole.  On  a  donc 


apcosz      c^  sîn(^3  —  a> as 

sin'\^^  —  a)       COS9COSZ        cos9  cosz        \    c 


COS' 


3r»     /as       _  ^^         J[ _     6y* 


GoBpositiini  des 

100.  On  se  rend  compte  du  mooTemenl  d*nn  point  M  en 
obserrant,  à  différentes  époques,  sa  position  par  rapport 
à  nn  système  de  points  de  repère  S  supposé  fixe  ;  maïs,  si  le 
STstème  S  se  déplace  lui-même,  le  mouvement  de  M  qu^on 
a  observé  n'est  plus  qu'un  mouvement  relatif.  Connaissant 
ce  mouvement  relatif  et  le  mouvement  d'entraînement  ou 
la  loi  des  positions  successives  de  S  par  rapport  à  nn  svs- 
tème  fixe  S|,  on  peut  en  déduire  le  mouvement  absola 
de  S  :  c'est  le  problème  de  la  composition  des  mouve- 
ments. 

On  établit  aisément  un  théorème  d'une  extrême  impor- 
tance  :  la  vitesse  absolue  est  à  chaque  instant  la  résultante 
^u  la  somme  géométrique  de  la  vitesse  relative  et  de  la 
vitesse  d'entraînement,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  d'un  point 
lié  invariablement  à  S.  mais  coïncidant  avec  le  point  M  à 
l'instant  considéré.  Et  l'on  sail  comment  se  généralise  le 
théorème  quand  il  v  a  plus  de  deux  mouvements  à  com- 
poser. 

Si  l'on  connaît  le  mouvement  de  M  dans  S«  et  le  mouve* 
ment  de  S  par  rapport  au  même  système  de  comparaison, 
il  est  aisé  d'obtenir  le  mouvement  apparent  de  M  par  rap- 
port à  S  :  il  sufât.  en  conservant  à  chaque  instant  les  po- 
sitions de  S  et  de  M  fvar  rapport  à  S|,  d'attribuer  à  ce 
dernier  système  un  mouvement  tel  que  S  soit  réduit  au 
repos  absolu;  le  mouvement  résultant  pour  M  est  le  mou- 
vement cJierché.  La  vitesse  relative  est  la  résultante  de  la 
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vitesse  absolue  et  de  la  vitesse  d'entraînement,  prise  en 
signe  contraire. 

Je  vais  donner  quelques  applications  de  ces  théorèmes 
sur  la  vitesse  et  de  la  méthode  de  Roberval,  qui  s'j  rattache 
intimement. 

101.  Etant  donné  un  courant  animé  d'une  vitesse  a 
dans  le  sens  de  OX,  un  nageur,  qui  se  meut  dans  le  cou- 
rant avec  une  vitesse  relative  égale  à  i,  part  d'un 
point  P  pour  traverser  le  courant.  On  demande  : 

1^  Quelle  doit  être  la  direction  de  sa  vitesse  relative 
par  rapport  au  courant  pour  que  sa  trajectoire  absolue 
soit  la  droite  PO. 


2°  Quelle  sera  sa  trajectoire  absolue  si  sa  vitesse  re- 
lative est  constamment  dirigée  vers  le  point  O,  c^ est- 
à-dire  s'il  essaye  toujours  de  nager  vers  ce  point. 

Pour  résoudre  la  première  question,  menons  PA  égale 
et  parallèle  à  la  vitesse  d'entraînement  a\  la  résultante  de 
cette  vitesse  et  de  la  vitesse  relative  doit  être  dirigée  sui- 
vant PO;  il  s'agit  donc  de  construire  un  triangle,  connais- 
sant le  côté  PA ,  l'angle  APO  et  la  longueur  b  du  côté  op- 
posé. Du  point  A  comme  centre  avec  b  pour  rayon,  on 


1 
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décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  PO  en  un  point  B,  et  AB 
est  la  direction  deniandée,  celle  dans  laquelle  le  nageur 
doit  tendre  à  s'avancer.  Il  peut  y  avoir  deux  solutions  :  la 
discussion  revient  à  celle  d'un  cas  bien  connu  de  la  réso- 
lution des  triangles. 

Pour  résoudre  la  seconde  question,  prenons  comme  axes 
coordonnés  OX  et  une  perpendiculaire  menée  par  le 
point  O,  et  soit  M  une  des  positions  du  mobile.  La  vitesse 
absolue  MT  étant  la  résultante  de  MG  égale  à  a,  parallèle 
à  OX,  et  de  MD  égale  à  6  et  dirigée  suivant  MO,  on  a  pour 
ses  projections  sur  les  axes 

dx  hx  dy  __  h  y 

dt  ^x'^t-y^       ^^  fJx^-Jry^ 

L'élimination  de  dt  donne  l'équation  de  la  trajectoire 

dx  _       a  }/x^-\-y^        x 
dy"       b         y  'y' 

Si  nous  posons  :r  =  ^^  et  a  ==  mè,  il  viendra 

dz  I dz  dy 

-^  dy  ^  v^i-h^»  7 

intégrant,  et  désignant  par  c  une  constante, 

^^^  \j)  =^-^-A-f^= — ^ — —i 

en  prenant  les  inverses,  on  a 

y\m.        y//p2  _|-  ^2  —  a? 


d'où 


(3) 


c  /  y 
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La  première  équation  définit  la  trajectoire;  c  se  déter- 
mine en  exprimant  que  l'équation  (2)  est  satisfaite  par  les 
coordonnées  du  point  de  départ  P.  La  trajectoire  ne  passe 
à  l'origine  et  le  nageur  n'atteint  ce  but  que  si  m  est  <;  1 
ou  a  <  6  :  la  tangente  à  l'origine  est  la  droite  QX.  Quand 
a'>  b,  l'ordonnée  y  du  mobile  tend  vers  zéro  et  x  vers 
/  l'infini  ;  enfin,  pour  a  =  6,  la  trajectoire  est  une  parabole 
dont  l'axe  est  OX,  mais  le  mobile  n'atteint  cette  droite 
qu'au  bout  d'un  temps  infini. 

La  loi  du  mouvement  est  donnée  par  les  secondes  équa- 
tions (i)  et  (3)  : 


dt=:—^  ^^^ "^  ^^  =__  ^  \ ( l]"" ^  ( Z\"'^ 


m 
b  y  ~        ib  Wy) 

et  l'intégration  s'efiectue  sans  difficulté. 

102.  Un  observateur,  parcourant  un  cercle  avec  une 
vitesse  constante  v,  reçoit  de  la  lumière  qui  arrive  d'une 
étoile  très  éloignée  dans  une  direction  fixe  et  avec  une 
vitesse  V  :  déterminer ,  pour  une  position  quelconque^ 
de  V  observateur  y  la  direction  apparente  des  rayons  lu- 
mineux en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  rfe  e^,  e  étant 
le  rapport  de  v  àY . 

Soient  O  le  centre  du  cercle,  SO  la  direction  suivant 
laquelle  arrive  la  lumière,  OA  la  projection  de  OS  sur  le 
plan  P  du  cercle,  SOA=:X,  M0A=8;  par  le  point  M, 
menons  des  axes  de  direction  fixe,  MX  parallèle  à  OA, 
MY  perpendiculaire  à  MX  et  située  dans  le  plan  P,  MZ  per- 
pendiculaire à  ce  plan.  La  vitesse  relative  de  la  lumière, 
égale  à  la  différence  géométrique  entre  sa  vitesse  absolue 
et  la  vitesse  de  l'observateur,  a  pour  composantes 

I 

—  VcosX -f- VesinO,     — VecosO,     — VsinX; 
ses  cosinus  directeurs  sont  donnés  par  les  équations 


_     Y     _ 


d=i 


cosX  — esinO        ecosô        sinX        /i  —  as  sinO  cosX -h 
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En  prenant  le  signe  +  et  négligeant  les  termes  en  e^,  nous 
remplacerons  la  dernière  fraction  par  i  4-esin6cosX  et 
nous  aurons 

ff==C08X  —  esin6sin'X,     p  =  ecosO,     Y  =  sinX -hesinO  sinXcosX. 

Sur  une  sphère  décrite  du  point  M  comme  centre  avec 
l'unité  pour  rayon,  la  position  apparente  de  l'étoile,  indi- 
quée par  la  direction  de  sa  vitesse  relative,  parcourt  une 
ellipse  dont  le  centre  est  sur  OS  :  un  des  axes,  parallèle  au 
plan  P,  est  égal  à  2  e,  l'autre  à  2e  sinX.  C'est  le  phénomène 
de  l'aberration  de  la  lumière. 

103.  Déterminer  la  tangente  à  la  strophoïde  parla 
méthode  de  Roberval. 

Étant  donnés  un  point  O,  une  droite  AB  et  une  droite 
OA  perpendiculaire  sur  AB,  si  l'on  joint  le  point  0  à  un 
point  variable  C  de  AB  et  si  l'on  prolonge  la  sécante  OC 


d'une  longueur  CM  =  CA,  le  lieu  du  point  M  est  une  stro- 
phoïde. 

Le  mouvement  de  C  peut  être  obtenu  en  supposant  qu'il 
glisse  sur  la  droite  OM  pendant  que  celle-ci  tourne  autour 
de  O  avec  une  vitesse  angulaire  w;  la  vitesse  d'entraîné- 


SUR    LA    MÉCANIQUE   RATIONNELLE. 


167 


ment  est  (oOC  perpendiculaire  à  OG;  la  vitesse  relative 

parallèle  à  OG  est     '       ;  la  vitesse  résultante  est     '       > 

dirigée  suivant  AB;  mais  le  triangle  formé  par  ces  trois 
vitesses  est  semblable  à  OAG  comme  ayant  les  mêmes 
angles.  Avec  une  unité  de  temps  convenable,  on  aurait 


dt 


dt 


Regardons  aussi  le  mouvement  de  M  comme  résultant 
d'une  vitesse  de  glissement  et  d'une  vitesse  d'entraînement; 
celle-ci  est  to.OM,  ou,  avec  notre  unité  de  temps  et  par 
suite  d'une  proportion  évidente,  OP;  la  vitesse  de  glisse- 
ment est 


û?.OM       rf.OG       û?.AG 


dt 


dt 


dt 


=  AGh-OG  =  OM; 


si  donc  on  mène  la  droite  OV  égale  à  OP  et  perpendicu- 
laire sur  OM,  le  segment  de  droite  VM  représentera  la 
vitesse  du  point  M  et  sa  direction  sera  précisément  celle 
de  la  tangente  à  la  strophoïde. 

104.  Déterminer  la  tangente  en  un  point  M  d'une 
hyperbole  dont  on  donne  un  foyer  F  et  la  directrice 
correspondante  PQ. 


A 

Fig.  12. 

B 

Xr 

V 

<^ 

I 

►    \ 

^^^fX 

Joignons  MF  et  abaissons  MP  perpendiculaire  sur  la  di- 
rectrice. 

Quand  le  point  M  se  meut  sur  l'hyperbole,  les  projec- 
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lions  v'  et  ç^  de  sa  vitesse  sur  FM  et  sur  PM  sont  respectî- 

.FM       ,  d.Fl 

I     dM¥         I     dM? 


vement  égales  a      ,      et  a      ,     ;  mais  on  a 


MF  =  cMP, 


MF     dt     "■  MP     rf« 


on  peut  choisir  l'unité  de  temps  de  manière  que     *       soit 

égal  à  MF  ;  v^  sera  représenté  par  MF  et,  d'après  ce  qui 
précède,  s^'  le  sera  par  MP.  Si  donc  on  élève  au  point  F 
une  perpendiculaire  sur  MF  et  au  point  P  une  perpendicu- 
laire sur  MP,  ces  droites  se  rencontreront  en  un  point  Q 
tel  que  le  segment  rectiligne  MQ  représentera  la  vitesse  du 
point  M  ;  sa  direction  sera  celle  de  la  tangente  à  l'hyper- 
bole et  l'on  aura 

cosQMF       MF 


cosQMP       MP 


=  e. 


Imaginons  une  lentille  plan  convexe  engendrée  par  la 
rotation  du  segment  hyperbolique  AMB  autour  de  son  axe 
et  dont  l'indice  de  réfraction  soit  égal  à  e  :  si  des  rayons 
lumineux  parallèles  à  l'axe  tombent  sur  la  face  plane,  ils 
pénétreront  sans  être  déviés,  mais  celui  qui  se  présentera 
pour  sortir  en  M,  par  exemple,  sous  un  angle  d'incidence 
égala  90°  —  QMP,  sera  réfracté  à  la  sortie;  le  sinus  de 
l'angle  de  réfraction  sera  égal  à  e  cosQMP  ou  à  cosQMF; 
le  rayon  réfracté  suivra  la  direction  MF  et  tous  les  rayons 
reçus  par  la  lentille  iront  rigoureusement  converger  au 
foyer  F. 

105.  Méthode  de  M,  Mannheim  pour  déterminer  le 
point  de  contact  de  certaines  droites  mobiles  avec  leur 
enveloppe  ;  centre  de  courbure  d 'une  épicycloïde  allongée 
ou  raccourcie. 

Considérons  une  droite  qui  tourne  autour  du  pôle  O  dacs 
un  plan,  et  qui  fasse  avec  l'axe  fixe  un  angle  9.  Soient  sur 
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cette  droite  trois  points  M,  M',  M"  décrivant  des  courbes 
C,  C,  C";  la  perpendiculaire  menée  au  point  O  sur  OM 
est  rencontrée  en  N,  N',  Nf  par  les  normales  à  G,  C,  C" 
aux  points  M,  M',  M'^  On  a,  d'après  une  formule  de  Géo- 
métrie, 

rf.OM" 


ON=f^^     ON-^lS^', 


rfô 


d' 


où 


NN' 


N'N' 


0^  = 


d^ 


rf.MM'       d,M'W 

Supposons  les  courbes  G,  G',  G''  telles  que  MM'etM'M" 
aient  un  rapport  constant  ).;  il  en  sera  de  même  de  leurs 
différentielles,  et  par  suite  de  NN'  et  N'N'';  si  donc  on 
savait  mener  les  normales  en  M,  M',  M'',  et  qu'on  voulût 
trouver  le  point  O  autour  duquel  tourne  la  droite  MM'M'', 
ou  auquel  elle  rencontre  sa  position  infiniment  voisine, 
quand  elle  ne  tourne  pas  autour  d'un  point  fixe,  il  n'j  au- 
rait qu'à  chercher  une  perpendiculaire  à  MM'M'',  telle  que 
les  segments  déterminés  sur  celte  droite  par  les  normales 
connues  soient  dans  un  rapport  donné  X. 

Soit(^^.  i3)  un  cercle  de  rayon  Gi  A  =  Ri,  qui  roule  sur 

Fig.  i3. 


un  cercle  fixe  dont  le  centre  est  G  et  le  rayon  R  ;  un  point  M 
lié  au  cercle  Gi  engendre  une  épicycloïde.  Gherchons  la 
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tangente  en  M  par  la  méthode  de  Roberval  :  le  mouvement 
du  cercle  G|  peut  s'obtenir  en  supposant  que  son  centre 
tourne  autour  de  G  avec  une  vitesse  w.GG<,  tandis  que  le 
cercle  tourne  autour  d'axes  de  direction  fixe,  menés  par  C| 

avec  une  vitesse  angulaire  w  -r~  •  La  vitesse  relative  de  M 

sera  perpendiculaire  à  MG|  et  égale  à  w  -^tt-  MGi  ;  la  vi- 
tesse d'entraînement  est  w.GGi  perpendiculaire  sur  ACr, 
le  triangle  formé  par  ces  vitesses  et  leur  résultante  est 
semblable  à  MG<  A  et  les  côtés  homologues  sont  perpen- 
diculaires ;  la  droite  MA  est  perpendiculaire  sur  la  vitesse 
résultante;  c'est  donc  la  normale  à  l'épicycloïde. 

La  normale  MA  se  meut  dans  des  conditions  où  la  mé- 
thode de  M.  Mannheim  donne  le  point  O  où  elle  touche 
son  enveloppe;  en  efTet,  menons  GM'  parallèle  à  MCi  jus- 
qu'à la  rencontre  de  MA.  On  a 

AM  _  Cl  M  _  R,, 
AM'  ~  CM'  -  R  ^ 

donc  GM'  est  constant;  le  lieu  de  M'  est  un  cercle  ayant 
son  centre  en  G  comme  le  lieu  de  A,  et  les  segments  MA, 
M'A  déterminés  sur  la  droite  MM'  par  l'épicycloïde  elle- 
même  et  les  deux  cercles  restent  dans  le  rapport  de  R^  à  R. 
Les  normales  aux  trois  courbes  sont  ici  MM',  AG,  M' G; 
il  s'agit  de  trouver  un  point  O  tel,  qu'en  y  élevant  une 
perpendiculaire  sur  MM',  on  ait  ON:NN'::R<  :R.  Menons 
en  A  une  perpendiculaire  sur  MM',  et  supposons  que  les 
droites  GO  et  MG|  la  rencontrent  en  des  points  X  et  T<; 
les  triangles  semblables  GNO,  GAT,  d'une  part,  CNN', 
G^ATi,  de  l'autre,  donnent 

ON  ~  GN'     NJN'  "  GN' 
or 

RxON=RixNN'; 
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donc 

AT  =  ATi. 

De  là  la  construction  de  Savary  :  prolonger  M  Ci  jusqu'à  ce 
qu'elle  coupe  en  T  la  perpendiculaire  sur  AM  en  A;  TC 
coupe  la  normale  au  centre  de  courbure.  Si  Ton  prend  AM 
pour  axe  des  x^  AT  pour  axe  des  y^  on  voit  aisément  que 
la  différence  entre  les  inverses  des  abscisses  de  G  et  C|  est 
égale  à  la  somme  des  inverses  de  AM  et  de  AO;  faisons 
donc  AM  =  71,  MO  =  p,  MAGi  =  cp,  on  aura 


Il  / 1  I 


EXERGICES. 

1.  Les  projections  d'un  point  sur  trois  axes  rectangulaires  sont 
animées  de  mouvements  uniformément  variés  :  déterminer  la  tra- 
jectoire du  mobile  dans  l'espace  et  la  condition  pour  que  son  mou- 
vement soit  uniformément  varié. 

La  trajectoire,  généralement  parabolique,  est  rectiligne  dans  le 
dernier  cas. 

2.  Un  point  M  se  mouvant  dans  un  plan,  soient  r  le  rayon  vecteur 
issu  d'un  point  0,  />  la  distance  du  pôle  à  la  tangente  MT  à  la  tra- 
jectoire, p  le  rayon  de  courbure  en  M,  u  le  produit  pv  :  montrer 
que,  si  l'on  décompose  l'accélération  totale  en  deux  autres,  l'une  y' 
dirigée  suivant  MO,  l'autre  "f  suivant  MT,  on  a 

,       M*  r         „       udu 
P^?  p^  ds 

Écrivant  que  les  projections  de  y'  et  de  y"  sur  la  tangente  et  sur 

la  normale  ont  pour  sommes  -7-  et  —>  on  en  conclut  d'abord 

^  dt        p 

,  v^  „       dv       v^     ^ 

*        p  sin  |JL        •         dt        p        * 

r*  dr 
dans  y"?  on  remplacera  p  par  —z —  et  l'on  achèvera  facilement. 


•! 
i 
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3.  Étant  donné  un  point  A  qui  parcourt  une  droite  OX  avec  une 
vitesse  constante  c,  un  mobile  M  se  meut  dans  un  plan  passant 
par  OX  de  manière  que  la  droite  MA  conserve  une  longueur  con- 
stante a  et  que  la  vitesse  soit  toujours  dirigée  suivant  cette  droite  : 
déterminer  la  trajectoire  du  mobile,  sa  vitesse,  son  accélération, 
le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

La  trajectoire  est  une  tractrice  définie  par  Téquation 

la  développée  de  la  tractrice  est  une  chaînette. 

4.  Problème  analogue  au  précédent,  si  ce  n'est  qu'on  suppose 
la  vitesse  du  point  M  égale  à  une  constante  —  tandis  que  la  dis- 
tance MA  est  variable. 

La  trajectoire  de  M  est  ici  la  courbe  du  chien  :  si  m^i, 

~~  ^(mH-j)^"*        'i{ni  —  i)y*~^'  msin^a' 

a  étant  l'angle  de  la  vitesse  de  M  avec  OX. 

5.  Un  point  décrit  une  hyperbole  suivant  une  loi  telle  que  Tac- 
célération  passe  toujours  par  l'un  des  foyers  :  déterminer  la  gran- 
deur de  l'accélération,  la  position  du  mobile  à  un  instant  quel- 
conque, le  lieu  des  extrémités  des  droites  issues  de  l'origine  et 
représentant  la  vitesse  à  chaque  instant. 

-  G  vitesse  aréolaire  ;  a,  b  demi-axes,  e  excentricité  :  en  posant 

on  a 

^       b^r^       1^  ^  ab 

enfin  le  lieu  demandé  (courbe  hodographe)  est  un  cercle. 

6.  Un  point  décrit  une  cardioïde  r  =  a(i-i- cos6)  de  manière 
que  6  soit  proportionnel  au  temps  :  vitesse  et  accélération  du 
mobile;  tangente  à  la  cardioïde,  rayon  de  courbure. 

4  I  I 

Le  rayon  de  courbure,  égal  à  ^acos-  6,  fait  l'angle  -G  avec  le 

rayon  vecteur. 
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7.  Un  point  M  parcourt  un  cercle  d'un  mouvement  uniforme 
dans  le  même  temps  que  le  cercle  tournant  avec  une  vitesse  con- 
stante autour  d'un  de  ses  diamètres  fait  lui-même  un  tour;  vitesse 
et  accélération  du  mobile;  tangente  à  la  trajectoire,  rayon  de 
courbure. 

La  trajectoire  est  la  courbe  de   Viviani  :  on  calcule  les  trois 

composantes  de  y»  et  si  l'on  retranche  -j-r  de  y*  on  arrivera  à  la 

.(i-i-sîn«e)3 

valeur  a* r — r-T^r  pour  p^. 

5  H-  3  sin*e  '^        ^ 

8.  Un  point  M  se  meut  sur  une  circonférence  avec  une  vitesse 
constante  c  :  déterminer  la  loi  suivant  laquelle  il  faut  faire  tourner 
le  plan  du  cercle  autour  d'un  de  ses  diamètres  pour  que  la  vitesse 
absolue  de  M  soit  toujours  égale  à  2c;  loi  du  mouvement  ab- 
solu. (Gaen,  1884.) 

La  trajectoire  est  une  loxodrome  {voir  n*  93). 

9.  Sur  une  courbe  plane  A,  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe  O, 
se  meut  un  point  M  de  telle  sorte  que  la  tangente  à  A  au  point  où 
se  trouve  le  mobile  reste  parallèle  à  une  droite  OX  :  montrer  que 
la  vitesse  absolue  de  M  est  égale  à  la  vitesse  relative,  par  rapport 
à  A,  de  la  projection  de  0  sur  les  normales  à  A  aux  points  où 
passe  M.  (Gilbert.) 

On  a  des  deux  côtés,  p  étant  le  rayon  de  courbure  de  A  en  M, 

ç^z=  (o^LOM^-t-  p2— 2pcos(MOip)J. 

10.  Mouvement  apparent  d'un  point  qui  parcourt  uniformé- 
ment une  droite  AB  pour  un  observateur  qui  tourne  uniformément 
autour  d'une  droite  perpendiculaire  sur  AB  ;  discussion. 

dl.  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ,  un 
point  M  se  meut  sur  le  cercle  a?  =  o,  ^*-t--«*=  c*,  tandis  qu'un 
observateur  A,  qui  regarde  constamment  l'origine,  parcourt  d'un 
mouvement  uniforme  le  cercle  z  =  o,  a7*-H  ^*=  a^  :  pour  cet  ob- 
servateur, le  point  M  se  trouve  toujours  dans  un  plan  P  dont  la 
trace  OH  sur  le  plan  des  œy  fait  avec  OA  un  angle  constant  X  et 
dont  l'angle  avec  OXY  a  une  valeur  constante  a.  Déterminer  le 
mouvement  absolu  et  le  mouvement  apparent  de  M  :  vitesse,  ac- 
célération. (Rennes,  i885.) 

Soient  HOY  =  90**—  X  —  (o«,  MOY  =  8,  MOH  =  cp  :  le  triangle 
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sphérique  MYH  donne 

,>            V                                        lanffa 
tanfi^O  =  cos(A  •+■  uit)  tanga,     tans^o  =  - — r-^^ • 

On  cherche  les  composantes  de  (^  et  de  ^  suivant  la  tangente  et  la 
normale  aux  cercles  décrits  par  M. 

12.  Appliquer  la  méthode  de  Roberval  à  la  tangente  à  la  spirale 
d'Archimède,  à  la  cissoïde,  à  la  cycloïde,  à  la  lemniscate. 

13.  Un  point  qui  se  meut  suivant  une  chaînette  passe  au  sommet 
de  cette  courbe  avec  une  vitesse  égale  au  paramètre  a  de  la  chai- 
nette  et  le  rapport  de  son  accélération  centripète  à  l'accélération 
tangentielle  est  constamment  égal  au  rapport  de  a  au  double  de 
l'arc  parcouru  à  partir  du  sommet.  Déterminer  la  valeur  de  cet  arc 
et  l'accélération  du  mobile  en  fonction  du  temps.  (Gaen,  i888.) 

ç^  ^  a    ç  dv       dv  _  is  ds  _ 

p        is    ds         V  ap     ~ 

.  =  atang*,    Y^„^,^ 

14.  Un  point  M  parcourt  une  hélice  d'un  mouvement  uniforme; 
on  propose  :  i"*  de  montrer  que  les  plans  normaux  à  la  trajectoire 
aux  points  où  elle  rencontre  un  plan  donné  P  passent  par  un 
même  point/?  de  ce  plan;  2°  de  trouver  le  lieu  de  la  projection  m 
de  M  sur  une  section  droite  du  cylindre  qui  contient  l'hélice,  les 
projetantes  étant  parallèles  à  l'une  des  tangentes  à  l'hélice  ;  3°  de 
trouver  le  lieu  de  l'extrémité  c  du  segment  me  qui  représente 
l'accélération  totale  du  point  m.  (Paris,  188 1.) 

Le  point  p  est  sur  une  droite  située  dans  le  plan  P  et  ren- 
contrant orthogonalement  l'axe  de  l'hélice;  le  lieu  de  m  est  une 
cycloïde,  celui  de  c  une  cycloïde  raccourcie. 


1S  ds 

a*  -A-  .ç« 
a 

a 

»•«•« 
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MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  INVARIABLE. 


Monvement  d'une  figure  plane  dans  un  plan. 

106.  Le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  un  plan  fixe 
peut,  à  chaque  instant,  être  regardé  comme  une  rotation 
autour  d'un  centre  instantané  I,  si  l'on  ne  considère  que  la 
vitesse  des  différents  points  de  la  figure  :  la  vitesse  du 
point  I  est  nulle,  celle  d'un  point  quelconque  M  étant  per- 
pendiculaire et  proportionnelle  à  la  droite  IM.  Le  mouve- 
ment fini  de  la  figure  peut  s'obtenir  en  la  liant  à  une 
courbe  Sj,  lieu  de  ses  points  qui  doivent  être  successive- 
ment centres  instantanés,  et  faisant  rouler  Si  sur  la  courbe 
S,  lieu  des  centres  instantanés  dans  le  plan  fixe.  Les  points 
où  une  ligne  L  touche  son  enveloppe  sont  aux  pieds  des  nor- 
males abaissées  du  centre  instantané  sur  la  ligne  mobile. 

Le  centre  de  courbure  de  la  roulette  décrite  par  un  point 
de  la  figure  mobile  s'obtient  par  la  construction  de  Savarj 
(105),  sauf  à  remplacer  la  roulante  S|  et  la  base  S  par  leurs 
cercles  osculateurs  de  rayon  R<  et  R.  Le  centre  de  cour- 
bure de  l'enveloppe  d'une  ligne  L  entraînée  dans  le  mou- 
vement s'obtient  en  appliquant  la  même  construction  au 
centre  du  cercle  osculateur  àLau  point  où  elle  touche  son 
enveloppe.  Soient  n  la  longueur  d'une  normale  menée  du 
centre  instantané  I  à  un  point  M  de  L,  <p  l'angle  de  cette 
droite  avec  la  normale  commune  à  S  et  Si  en  I,  pi  le  rayon 
de  courbure  de  L  en  M,  p  celui  de  l'enveloppe  de  L;  on  a, 
en  supposant  p  compté  de  M  vers  I,  pi  en  sens  contraire,  R 


176 

et  R|  opposés, 
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Quand  l'une  des  lignes  change  de  sens,  on  change  son  signe, 
mais  la  construction  de  Savary  s'applique  toujours. 

La  base  et  la  roulante  n'interviennent  dans  l'équation  (i) 
que  par  la  somme  de  leurs  courbures;  si  donc,  dans 
une  position  donnée  de  la  figure  mobile,  on  fait  varier  R 
et  R, ,  pourvu  qu'on  ne  change  ni  la  somme  de  leurs  in- 
verses, ni  leur  direction  commune,  ni  la  position  du  point 
1,  on  trouvera  toujours  la  même  courbure  pour  la  trajec- 
toire d'un  point  de  la  figure  ou  pour  l'enveloppe  d'une 
ligne  entraînée  avec  elle.  En  particulier,  remplaçons  Rpar 
l'infini  et  R|  par  une  valeur  a  définie  par  la  condition 


(•^) 


I 
a 


I 
R 


I 

Ri' 


on  pourra  regarder,  à  l'instant  considéré,  la  figure  mobile 
comme  entraînée  par  un  cercle  de  rayon  a  qui  roulerait 
sur  une  droite  ;  le  centre  V  de  ce  cercle  est  appelé  centre 
instantané  du  second  ordre;  a  est  le  rayon  de  roule- 
ment. Pour  déterminer  graphiquement  le  point  F,  joignons 
{fi g-  i4)  un  point  quelconque  T  aux  points  I,  C,  C,  ; 

Fig.  14. 


menons  IH  parallèle  à  CT  jusqu'à  sa  rencontre  avec  TG|  ; 
enfin,  tirons  HP  parallèle  à  TI.  Je  dis  que  le  point  P n'est 
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autre  que  le  point  V:  d'abord,  il  est  sur  la  normale  com- 


CG, 


mune  aux  deux  courbes  roulantes  :  puis  les  rapports  -p-p  > 


CI 


IG  TG 

j^j  égaux  à  Tpjr>  sont  égaux  entre  eux  et  Ton  conclut  de 


cette  égalité 


1   -    ^^1 
IP  ~  IG.lGx 


HR, 


I 
ïî 


I 


I 

a 


Une  fois  le  point  V  connu,  la  construction  de  Savary, 
adaptée  à  l'hypothèse  où  le  centre  de  courbure  G  de  la 
base  est  à  l'infini,  détermine  le  centre  de  courbure  du  lieu 
décrit  par  un  point  M  de  la  figure  mobile;  mais  on  peut 
lui  faire  subir  une  généralisation  dont  nous  tirerons  parti. 
Le  cercle  U,  décrit  sur  IF  comme  diamètre,  coupe  IM  en 
l  et  en  un  point  P  tel  que  IP  =  acos(p.  D'autre  part,  si 
l'on  fait  Pi  =  o, dans  l'équation  (i)  et  si  l'on  a  égard  à  l'é- 
quation (2),  il  vient 


(3) 


I 
n 


p  —  n        a  cos  cp 


I 
ÏP 


Cela  posé,  menons  {Jig'  i4  ^^*)  ^^^  droite  IT,  de  lon- 
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gueur  arbitraire,  normale  à  IM,  et  soit  H  le  point  de  ren- 
contre delà  droite  MI  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du 

De  S.-G.  —  Bec.  12 
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point  I'  sur  MI:  la  parallèle  à IH  menée  par  le  poinlT  ren- 
contrera Ml  an  centre  de  courbure  cherché  X.  En  effet, 
la^g-.  r4  t>is,  analogue  à  la_^^.  i4,  doone 


il  suffit  de  comparer  cette  égalité  à  l'équation  (3)  poui 
ir  que  IX  est  égal  à  p  —  n,  MX  à  p. 
L'équation  (3)  donne  aussi 


ist  une  troisième  proportionnelle  à  MP  et  à  MI;  il  de- 
;nt  infini  lorsque  n  est  égal  à  acos»,  ou  que  le  pointM 
t  sur  le  cercle  U  ;  dans  cette  position,  M  est  générale- 
?nt  un  point  d'inflesion  sur  la  ligne  qu'il  décrit  et  c'est 

qui  a  fait  donner  au  cercle  U  le  nom  de  cercle  des  in- 
axions.  Quand  le  point  M  est  estérieur  ou  intérieur  à  ce 
rcle,  rt  est  ^  a  coso,  p  §  o  ;  la  trajectoire  du  point  tourne 

concavité  ou  sa  convexité  vers  le  point  I. 
L'«nveloppe  d'une  droite  quelconque  entraînée  avec  la 
;ure  mobile  a  son  centre  de  courbure  sur  la  circonférence 
,  symétrique  de  U  par  rapport  au  centre  instantané  I  : 
la  résulte  de  ce  qu'en  faisant  p,  infini  dans  I!équation(i) 

Si  la  droite  considérée  touche  son  enveloppe  en  un  point 
!  U',  le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  est  nul  en  ce 
unt  qui,  en  général,  est  un  point  de  rebroussement  :  ia 
rconférence  U'  prend  le  nom  de  circonférence  des  re- 
■oussements. 

Dans  le  mouvement  d'une  figure  plane,  on  ne  connaît 
»s  toujours  la  base  et  la  roulante,  ni  surtout  leur  cour- 
ire  :  si  l'on  veut  trouver  la  courbure  des  lignes  décrites 
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par  les  points  de  la  figure  mobile,  on  est  conduit  à  cher- 
cher la  position  des  points  I,  F  à  l'aide  des  données  :  ce 
qui  précède  permet  souvent  de  l'obtenir.  Il  est  générale- 
ment facile  de  trouver  le  point  I;  quand  on  le  connaît,  on 
peut  essayer  de  déterminer  le  cercle  U  :  on  sait,  par  exemple, 
qu'il  passe  par  tout  point  dont  la  trajectoire  a  une  cour- 
bure nulle,  que  son  symétrique  U'  passe  par  tout  point  de 
l'enveloppe  d'une  droite  où  la  courbure  est  infinie.  Si  l'on 
connaît  le  centre  de  courbure  X  de  la  trajectoire  d'un  point 
M,  il  suffit  (4)  de  construire  une  troisième  proportionnelle 
MP  à  MX  et  à  MI  pour  avoir  un  point  P  du  cercle  U  ou  de 
faire,  en  sens  inverse,  la  construction  de  la  Jlg,  i4  bis 
pour  avoir  une  droite  PH  qui  passer  par  le  point  F.  Il  suffit 
de  connaître  les  centres  de  courbure  des  trajectoires  de 
deux  points  pour  déterminer  les  centres  I  et  F. 

107.  Théorème  de  Bobillier.  —  Quand  un  triangle 
de  forme  invariable  ABC  {fig»  c5)  se  meut  de  manière 


que  deux  de  ses  côtés  AB,  AC  restent  tangents  à  deux 
cercles,  V enveloppe  du  troisième  côté  est  aussi  un  cercle. 
Soient  E,  F  les  centres  des  deux  cercles  donnés,  H,  G 
les  points  de  contact  avec  AB,  AC;  les  côtés  AB,  AC  du 
triangle  touchant  leurs  enveloppes  aux  points  H  et  G,  les 
normales  EH,  FG  à  ces  enveloppées  vont  se  rencontrer  au 


;*«;.A-*  •  .y*.'  '"-.1!... 
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centre  instantané  I.  L'angle  EIF  est  constant,  ir  —  A,  en 
sorte  que  le  lieu  S  de  I  dans  le  plan  est  un  segment  capable 
de  TT  — A  décrit  sur  EF.  Traçons  tout  le  cercle  dont  il  fait 
partie,  abaissons  la  perpendiculaire  IP  sur  BC  :  ce  sera  une 
normale  à  l'enveloppe  de  BC,  et  elle  rencontre  le  cercle 
EIF  en  un  point  O;  mais  Tare  EO  est  constant,  comme 
mesurant  deux  fois  l'angle  EIO  égal  à  B.  Toutes  les  nor- 
males à  l'enveloppe  cherchée  passent  en  un  même  point  0; 
cette  enveloppe  est  un  cercle  dont  O  est  le  centre. 

Le  cercle  S,  passant  par  les  points  E,  F,  O,  n'est  autre 
que  le  cercle  des  rebroussements.  Pour  trouver  la  rou- 
lante S^  qui  doit  rouler  sur  cette  base,  menons  par  E  et  F 
des  parallèles  à  AB  ef  à  AC  :  elles  forment  avec  ABC  une 
figure  invariable  et  se  coupent  au  point  F  de  S  qui  est  dia- 
métralement opposé  àl,  puisqu'elles  sont  perpendiculaires 
sur  El  et  sur  FI;  le  centre  instantané  I  est  à  une  distance 
constante  du  point  F  lié  invariablement  au  triangle  donné; 
Si  est  donc  un  cercle  dont  le  rayon  est  double  de  celui  de 
S  et  qui  roule  sur  S  en  l'englobant.  Un  point  quelconque 
de  la  figure  mobile,  A  par  exemple,  décrit  une  conchoïde 
du  cercle  S,  le  rayon  FA  passant,  comme  on  sait,  par  un 
point  fixe  sur  la  circonférence  S.  « 

108.  On  donne  {fig*  i6)   un  point  O  et  une  droite 


Fig.  i6. 


AB;  un  angle  droit  EMB,  dont  le  côté  MB  est  égal  à  la 
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distance  OA  de  O  à  AB,  se  meut  de  manière  que  le 
point  B  reste  sur  la  droite  AB  et  que  le  côté  ME  passe 
toujours  en  O  :  lieu  du  sommet  M,  sa  normale,  son 
rayon  de  courbure:  déterminer  les  courbes  qu*il  faut 
faire  rouler  Vune  sur  Vautre  pour  produire  le  mouve- 
ment. 

Les  triangles  OAB,  0MB  sont  égaux;  OM  =  AB,  et,  si 
l'on  prolonge  OM  jusqu'à  ce  qu'il  coupe  AB  en  K,  0KB 
sera  isoscèle,  OK  =  BR^  donc  MK  =  AR,  et  le  lieu  de  M 
est  une  strophoïde. 

Le  point  B  se  déplaçant  sur  AB,  le  centre  instantané  I 
est  sur  BI  perpendiculaire  à  AB  ;  quant  au  point  O  consi- 
déré comme  faisant  partie  du  côté  ME,  sa  trajectoire  sera 
tangente  à  OM,  et  il  suffira  de  mener  01  perpendiculaire 
à  OM  pour  achever  de  déterminer  le  centre  L 

Les  triangles  OMH,  HAB  sont  égaux;  donc  OH  =  lîB, 
et  OHBI  est  un  losange.  Puisque  01  =  IB,  le  lieu  S  de  I 
dans  le  plan  est  une  parabole  ayant  O  pour  foyer,  AB  pour 
directrice.  La  même  égalité  prouve  que,  par  rapport  à  la 
figure  mobile,  le  lieu  Sj  de  I  est  une  parabole  dont  le  foyer 
est  B,  la  directrice  ME.  Ce  sont  ces  deux  courbes  égales 
qu'il  faut  faire  rouler  l'une  sur  l'autre  pour  produire  le 
mouvement  :  la  tangente  commune  en  I  est  la  diagonale  IH 
du  losange.  Comme  on  n'a  pas  inamédiatement  les  centres 
dé  courbure  des  paraboles,  nous  chercherons  le  cercle  des 
inflexions  pour  arriver  à  la  courbure  de  la  strophoïde. 

Le  cercle  des  inflexions  a  pour  diamètre  une  perpen- 
diculaire à  IH,  et  il  passe  au  point  B  qui  décrit  une  droite  : 
il  est  aisé  d'en  conclure  que  son  diamètre  est  H',  le  centre 
instantané  du  second  ordre  étant  le  point  I'  situé  sur  AB. 
Puisque  les  deux  paraboles  S,  Si  sont  égales,  et  qu'on  a 


I         ^    _  ^  _   ' 
R  "^  R"i  ^  R  ■"  ÏF  ' 
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le  rayon  de  courbure  de  la  parabole  qui  a  O  pour  foyer,  AB 
pour  directrice,  est  égal  à  2 II'. 

La  normale  à  la  strophoïde  en  M  est  MI;  le  centre  de 
courbure  s'obtient  à  l'aide  du  rayon  de  roulement  IF  par 
la  construction  de  Savaîry  :  on  joint  FM  qui  rencontre 
en  T  la  perpendiculaire  élevée  en  I  sur  IM;  puis  l'on 
mène  par  T  une  parallèle  à  IF  qui  coupe  MI  au  centre  de 
courbure  G. 

On  sait  que  le  milieu  du  côté  MB  décrit  une  cissoïde  : 
ce  qui  précède  permet  d'en  trouver  le  centre  de  cour- 
bure. 

109.  Etant  donnés  {Jig»  17)  deux  cercles  égaux  qui 
se  coupent  à  angle  droit,  une  droite  AB  égale  à  la  dis-^ 

Fiç.  17. 


tance  des  centres  0,0'  se  déplace  de  manière  que  ses 
extrémités  glissent  sur  les  deux  cercles  :  lieu  du  milieu 
M  de  AB;  centre  instantané  :  rayon  de  courbure;  rap- 
port des  vitesses  angulaires  de  OA  et  de  OB. 

Soit  a  le  rayon  des  deux  cercles  :  00'=  AB  =  a  \fZ,  Les 
triangles  OAB,  00' B  sont  égaux,  comme  ayant  leurs  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun;  donc  OAO'B  est  un  trapèze 
isoscèle.  OM  étant  une  médiane  du  triangle  OAB,  nous 
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avons 


2OM  =  OA  H-  OB  —  2AM  =  OB  . 


■2 


On  démontrerait  de  même  que  2  0'M  =  O'A  ;  donc 

20M.0'M  =  0B.0'A. 

Le  trapèze  OAO'B  étant  inscriptible,  on  a  (théorème  de 
Ptolémée) 

OB.O'A  =  00'.  AB  —  OA.O'B  =  'la^-a^-, 

donc  enfin 

OM.O'M=  ~  =100'*. 
2        4 

Le  Heu  de  M  est  une  lemniscate  de  BernouUi,  dont  O,  O' 
sont  les  foyers. 

OA,  O'B  sont  respectivement  normales  aux  lieux  de  A 
et  de  B;  leur  point  de  concours  I  est  le  centre  instantané. 
Il  est  évident  que  AI  =  O'I;  donc 

01  — 0'I  =  a,     BI  — AI  =  a. 

Le  lieu  du  point  I  dans  le  plan  est  une  hyperbole  ayant  O, 
O'  pour  foyers;  le  lieu  par  rapport  à  AB  est  une  hyperbole 
égale,  ayant  A,  B  pour  foyers,  et,  comme  la  distance  focale 
est  égale  à  la  différence  des  rayons  vecteurs  multipliée  par 

y/2,  ces  hyperboles  sont  équilatères. 

Pour  trouver  le  ravon  de  courbure  de  la  lemniscate  en  M, 
nous  nous  servirons  du  cercle  des  inflexions  ;  soit  Pie  point 
où  il  coupe  lA  :  le  point  A  décrit  un  cercle  dont  le  centre 

est  sur  le  prolonerement  de  lA  et  le  rayon (106); 

r  o  •'a  coscp  —  n  ^        '  ^ 

le  point  P  se  trouve  entre  A  et  O,  et  l'on  a 
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On  détermine  P  comme  troisième  proportionnelle  ;  et 
puisque  le  diamètre  du  cercle  des  inflexions  est  sur  la 
normale  à  l'hyperbole,  bissectrice  extérieure  de  l'angle 
010',  il  suffit  d'élever  PF  perpendiculaire  à  AP  jusqu'à 
la  rencontre  de  cette  normale  pour  avoir  le  rayon  de  rou- 
lement ir  ;  la  construction  de  Savary ,  modifiée  pour  le 
mouvement  cycloïdal,  donne  le  centre  de  courbure  de  la 
lemniscate  en  M. 

Supposons  que  la  droite  OA  tourne  avec  une  vitesse 
donnée  co  autour  du  point  O  :  O'B  tournera  en  sens  con- 
traire autour  du  point  O'  et,  quand  OA  aura  tourné  de  i8o® 
à  partir  de  la  direction  00',  O'B  aura  également  fait  un 
demi-tour  :  si  l'on  a  égard  aux  résultats  précédents  et  à 
une  formule  connue  de  la  théorie  des  bielles,  on  aura 
pour  la  vitesse  angulaire  de  O'B  dans  une  position  quel- 
conque 

OC  OB  O'A.OB  Ci) 


^'^  ^'A  Q'^^  3  — 2/-2C0SA0O'* 

HO.  Deux  cercles  G,  C,  de  rayons  R,  R',  tournent 
dans  un  même  plan  as?ec  des  vitesses  w,  (o'  autour  de 
leur  centre  commun  O;  un  cercle  S,  de  centre  A,  en- 
grène intérieurement  a^^ec  C,  extérieurem,ent  avec  QJ  \ 
déterminer  la  vitesse  angulaire  cl  de  la  droite  OA,  la 
vitesse  p  ai^ec  laquelle  tourne  la  figure  S  et  son  centre 
instantané  de  rotation  I.  (Paris,  1884.) 

Les  points  des  cercles  G  et  S  qui  sont  en  contact  à  un 
instant  donné  ont  la  même  vitesse  absolue  ;  la  vitesse  du 
point  qui  appartient  au  cercle  S  résulte  des  rotations  a,  p 
et  l'on  a 

R-h-R'         R  —  Rq 

R(o  = a-i 3; 

égalant  de  même  les  vitesses  des  points  par  lesquels  les 
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cercles  C  et  S  se  touchent,  od  a 


R'o)  =  a S: 

2  2       ^  ' 


'^  ~      K-T-R'     '     ^~      R  —  R' 

Enfin  le  point  I  est  un  point  de  la  droite  AO  tel  que  sa 
vitesse  absolue  soit  nulle  : 

R-hR^  ...       ^       ._       (R-R-)(Ra>+R-(o-) 

a  — Aip  =  o,     AI= ij^T— j 

2  ^  Ro)  —  Rw 

m.  Des  roulettes.  Quand  une  courbe  S|  roule  sans 
glisser  sur  une  hase  fixe  S,  S^  est  dite  la  roulante;  le  Heu 
engendré  par  un  point  M  lié  invariablement  à  S^  s'appelle 
roulette.  Le  centre,  instantané  est  au  point  de  contact  T  de 
S  el  de  S|,  IM  est  normale  à  la  roulette,  et  le  centre  de 
courbure  s'obtient  par  la  construction  de  Savary.  Pour 
trouver  l'équation  de  la  roulette,  désignons  par  s  et  ^j  les 
arcs  égaux,  compris  sur  S  et  Si  entre  deux  points  A  et  A| 
qui  ont  coïncidé  à  un  moment  donné  et  le  point  de  contact 
actuel  I  :  la  valeur  de  s  détermine  les  coordonnées  x^^y^ 
du  point  I  par  rapport  à  des  axes  fixes  et  l'angle  a  de  la 
tangente  à  S  avec  l'axe  des  x  ;  pour  la  même  valeur  de  s^ , 
on  connaît  la  longueur  IM  et  l'angle  P  qu'elle  fait  avec  la 
tangente  à  Si  en  I;  les  coordonnées  de  M  sont 

(i)  a?  =  a7i-f-IMcos(a -4- p),    j  =^i-4- IM  sin(a-4- p). 

11  n'y  aura  qu'à  éliminer  s  et  S\  qui  sont  égaux,  ou  plus 
généralement  les  paramètres  qui  fixent  la  position  de  I  sur 
S  et  S|.  L'enveloppe  d'une  ligne  entraînée  par  S<  se  trou- 
verait de  même,  sauf  à  remplacer  IM  par  la  normale  IP  à 
l'enveloppée. 

Quand  la  base  est  une  droite,  on  peut,  sans  rectifier  la 
roulante,   trouver  l'équation  différentielle  de  la  roulette. 


2 
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Prenons  la  droite  S  pour  axe  des  x  ;  l'angle  ^  est  MIX  :  la 
nature  de  la  roulante  donne  une  relation  entre  cet  angle 
et  IM  =:r:  F(r,  P)  =  o  ;  d'ailleurs  Xy  de  M  est  rsin^,  et 

l'angle  de  la  tangente  à  la  roulette  avec  OX  est  cp  =  ^  - 

On  a  trois  équations  qui,  par  l'élimination  de  r  et  p,  don- 
nent une  relation  dlflerentielle  entre  ^  et  cp.  Pour  l'enve- 
loppe d'une  ligne  entraînée,  la  modification  est  la  même 
que  dans  le  cas  général. 

112.  Une  cardioïde  représentée  en  coordonnées  po- 
laires par  r  =  a(i  —  cosO),  roule  extérieurement  sur  une 
cycloïde  dont  le  cercle  générateur  a  pour  rayon  a,  de 
manière  que  les  points  de  rebroussement  des  deux 
courbes  se  correspondent  ;  roulette  décrite  par  le  pôle 
de  la  cardioïde,  enveloppe  de  son  adbe. 

Soient  {fig*   18)  M  le  pôle  de  la  cardioïde,  MX,  son 


Fig.  18. 


axe-,  0  est  l'angle  IMX,.  On  trouve  que  l'arc  Ml  ou  5,  est 
«gai  à  4«  ( I  —  cos  i  ôj ,  et  que  l'angle  (3  de  IM  avec  la  tan- 

gente  IT  est  ir •  Soient  maintenant  G  le  centre  du  cercle 

générateur  de  la  cycloïde    correspondant  au  point  I  et 
!CN  =  w  ;  on  a 

AI  =  5  =  4  a  ^  I  —  cos  -  M  j . 
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Comme  5=  ^i,  on  a  w  =  6.  On  sait  enfin  que  l'angle  a  de 

IT   avec    AN   est Comme  CIT  =  CTI=— ,   les 

'2        2  2 

points  M,  I,  C  sont  en  ligne  droite.  Les  équations  (i)  de- 
viennent 

X  =  a(w—  sinw)  -h  a(i  —  cosï*)  cos  ( uj 

=  a(u —  isinu  -h  sin  w  cos  m), 
V  =  a(i  —  cosw)-f-  a(i  —  cos  m)  sin  I uj=  a{i  —  cos?*)*. 

L'élimination  de  a  donnerait  un  ré$ultat  compliqué,  et  il 
est  plus  simple  de  garder  lés  deux  équations  et  de  faire 
varier  u.  On  a 

dx  =  —  ia(i  —  cos  m)  cosw  du,      dy  =  2a(i  —  cosu)smu  du^ 

dy 

Quand  u  varie  de  zéro  k-yx  décroît  de  zéro  à  a  (  -  —  2  L 

/  croît  de  zéro  à  a  ;  la  courbe  part  de  A  tangentiellement 
à  AN  et  s'éloigne  vers  la  gauche  au-dessus  de  AN  ;  u  allant 

de  -  à  Tc,  ^  croîtra  j usqu'à  ir a,  jk  jusqu'à  4  <^  ?  le  reste  de  la 

courbe  est  symétrique  de  la  première  partie. 

Si  la  cardioïde  avait  roulé  intérieurement  sur  lacycloïde, 
le  lieu  du  point  M  aurait  été  la  droite  AN. 

Pour  trouver  l'enveloppe,  de  l'axe  de  la  cardioïde,  abais- 
sons IP  perpendiculaire  à  cet  axe^  on  aura 

3 
IP  =  a(i  —  cos 6)  sin 6  =  a{i  —  cos  m)  sin  m,     PIT  =  -(ii  —  u). 

Les  coordonnées  du  point  P  seront 

a?  =  a[M  —  sin  M  4-  (i —  cosw)  sin  a  cos  2  m], 
y  =  a(i  — cosï*)(i  —  sinasin2M). 
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Cherchons  comment  x  eiy  varient  quand  on  fait  croître  u 
à  partir  de  zéro  ;  on  a  « 

dx  =  asmusin'iu(i  cosw —  3)  duj 
dy  =  asinu  cosiàu{^  cosw  —  ^)du; 

X  eiy  partent  de  zéro  et  commencent  par  croître  jusqu'à 
ce  que  cosm  =  -r;  on  a  un  point  de  rebroussement  :  x  et 

y  diminuent  ensuite,  le  premier  jusqu'à  u=  ->  le  second 

jusqu'à  u  =z  -^,  puis  ils  croissent,  sauf  y  quand  u  varie  de 

— '  à  7c:  pour  m  ^  tc,  la  courbe  présente  un  nouveau  rebrous- 
4 

sèment  qui  coïncide  avec  le  sommet  de  la  cjcloïde. 

H 3.  L^ enveloppe  d'une  droite  L,  entraînée  par  un 
cercle  C|  qui  roule  sans  glisser  sur  un  cercle  fixe  G,  est 
une  développante  d'épicycloïde. 

Soient  I  le  point  de  contact  de  G  et  de  Gi,  0|A,  le 
rayon  de  G|  qui  est  parallèle  à  L,  IP  une  perpendiculaire 
sur  ©4  A|,  Aie  point  de  la  circonférence  G  qui  a  coïncidé 
avec  Ai;  on  sait  que  P  décrit  une  épicycloïde^  car  il  se 
trouve  sur  le  cercle  ayant  IO<  pour  diamètre,  et  l'arc  IP 
est  égal  à  AI,  parce  qu'il  mesure  le  double  de  l'angle  inscrit 
lOi  A<,  tandis  que  \K\  mesure  le  même  angle,  mais  dans 
un  cercle  de  rayon  double  ;  donc  arc  IP  =  IA|  =  lA,  et  le 

point  P  appartient  à  un  cercle  de  rayon  -  R|  roulant  sur 

G.  La  développée  du  lieu  de  P  est  une  épicycloïde  inté- 
rieure au  cercle  G;  or  l'enveloppe  de  OiA<  et  celle  de  L 
ont  les  mêmes  normales  :  elles  ont  donc  la  même  développée. 

114.  Une  ellipse  roule  sans  glisser  sur  une  droite 
fixe  :  lieu  décrit  par  un  foyer,  courbure  de  ce  lieu,  en- 
veloppe  d'une  directrice. 
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Je  prends  {Jlg>  19)  pour  axe  des  x  la  droite  fixe  et  pour 
origine  le  point  O  qui  coïncide  à  un  instant  avec  le  som- 
met A  le  plus  voisin  du  foyer  F  que  l'on  considère.  Soient 
2  a,  26  les  axes,  e  l'excentricité  :  le  centre  instantané  est 
au  point  de  contact  I  de  l'ellipse  avec  OX  et  la  tangente 
au  lieu  de  F,  perpendiculaire  à  IF,  fait  avec  OX  l'angle  a 
égal  à  FIN;  on  a  une  relation  entre ^  et  a,  en  écrivant  que 

Fig.  19. 


le  produit  des  distances  des  deux  foyers  à  OX  est  6^  ^ 

jK(2acosa  — y)  =  b^. 


d.v 


Puisque  cosa=  -t->  c'est  une  équation  différentielle  de  la 

courbe  ;  mais  il  vaut  mieux  tirer  de  cette  équation  la  va- 
leur de  y 


(0 


y  =  a  cos a  zt  y^a^  cos*  a  —  6^, 

,  .        ,    /      ,  a cos a 

dy  =  —  a  sm  a  aa  (  i  d= 


\/a*  cos*  a  —  b^ 


OL  est  d'abord  nul  quand  le  sommet  A  est  sur  OX,  puis  il 

augmente  jusqu'à  la  valeur  ai  =  arc  cos  -»  qu'il  ne  peut 

dépasser;  il  diminue  ensuite  jusqu'à  zéro  et  —  a<,  pour 
revenir  à  ai,  et  ainsi  de  suite.  Quand  a  croît  de  zéro  à  ol^, 
il  faut  prendre  dans  les  équations  (i)  le  radical  avec  le 
signe  — ;  doL  est  >>  o,  et,  comme  la  dernière  parenthèse  a 
le  signe  du  radical,  dy'^  o^y  croît  de  a(i  —  e)  k  b  :  c'est 
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le  moment  où  le  sommet  du  petit  axe  est  sur  OX,  et  la 
roulette  présente  une  inflexion.  L'angle  a  revenant  de  a, 
à  zéro,  il  faut  prendre  le  radical  avec  le  signe  +,  et, 
comme  dcf.  <C  o,  dy  reste  !>  o  ;  j/*  croît  de  6  à  a(i  +  e)  ;  la 
moitié  de  l'ellipse  a  alors  roulé  sur  OX,  et  le  reste  du  lieu 
est  symétrique  de  la  première  partie  par  rapport  à  l'or- 
donnée qui  la  termine. 

La  valeur  de  x  peut  s'obtenir  sous    forme  d'intégrale 
elliptique 

dx  =  dy  cot  a  =  —  cos  ol  doil  az^z  ■  )  ; 

\  Va^cos^a  — 6-/ 

j:  va  toujours  en  croissant.  L'arc  ds  estintégrahle  : 

,    ,  ,  dv  j  «*  cosa  doL 

(  •>.  )  as  =  -r= —  =  —  a  a  a  zp 


Il  faut  faire  attention  au  signe  du  radical;  ainsi  l'arc  com- 
pris entre  le  point  le  plus  bas  et  le  point  d'inflexion  est 

Si=    /      {  ~a-\-    ,  •- Wa  =  (  -  —  ai  )a; 

Jo      V  /a*cos2a— 62/  \2  / 

du  point  d'inflexion  jusqu'au  point  le  plus  haut,  l'arc  est 
Q  rV  «2  cosa        \.        /tz  \ 

donc  81  +  82  =  *Tc^  l  c'est  la  demi-circonférence  de  la  po- 
daire  du  fojer  par  rapport  à  l'ellipse. 

L'équation  (2)  donne  une  propriété  remarquable  de  la 
courbe  :  si  l'on  y  remplace  le  radical  par  sa  valeur  (1) 

y  —  a  cosa, 

et  si  l'on  nomme  p  le  rayon  de  courbure  de  la  roulette,  il 
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vient,  en  supposant  a  décroissant, 

ds  a'cosa  ay  i  i         i 

p=—  —  =  a-\ = -^ ;     û7  -^  "~  =  - • 

ai  y — acosa      y  —  acosa       FJ        p        a 

Si  donc  on  fait  tourner  la  roulette  autour  de  OX,  elle 
engendre  une  surface  de  révolution  dont  les  rayons  de 
courbure  principaux  sont  p  et  FI  ;  la  somme  des  courbures 
principales  de  cette  surface  est  constante.  (Delaunay.) 

L'enveloppe  de  la  directrice  est  le  lieu  du  pied  P  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  instantané  sur  cette 
droite.  L'angle  INA  de  la  normale  à  Tellipse  avec  l'axe 
focal  est  le  supplément  de  l'angle  a  que  la  tangente  à  l'en- 
veloppe fait  avec  OX.  Si  l'on  désigne  par  ç  la  distance  du 
point  I  au  petit  axe  de  l'ellipge  et  si  Ton  suppose  l'arc  AI 
moindre  que  le  quart  de  la  conique,  on  a 


tangINA  =  —  tanga  =  — ^Âl — ^ 
_  a       t  —  ^  ^'  cosa 


*^  ^         /a^  cos-a -h  6*  sin^a 

Mais,  l'angle  de  IP  avec  OY  étant  a,  l'ordonnée  du  point 
P  est  égale  à  IP  cosa  et  Ton  a,  pour  l'équation  différen- 
tielle de  l'enveloppe, 

acosa  a^cos^a 

y=  — h 


^a^  cos2  a  -H  6^  sin^  a 
Pour  avoir  la  variation  àe  y^  je  différentie  : 

,   ri        (a6*-4- a^e^  cos2a)a  cosa"! 
(4  )        rf^  =  —  a  sin  a  rfa  I  -  H —    • 

L^  (aîcos2a-+-62sin2a)^    J 

Comme  l'angle  analogue  à  IND  est  d'abord  égal  à  zéro,  a 
commence  par  avoir  la  valeur  tz  pour  décroître  constam- 
ment jusqu'à  zéro  quand  le  sommet  A'  est  venu  sur  OX. 
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Pour  savoir  le  signe  de  dy^  cherchons  si  la  quantité  entre 
crochets  (4)?  fi^)-!  peut  s'annuler;  on  aurait,  en  rédui- 
sant, 

û*  e*  cos*  a  -h  a*  e*  6*  cos*  a  —  6^=0. 

On  n'en  tire  pour  cos^a  qu'une  valeur  positive 
cos.a  =  *'(^^-')  =  OnflMzH); 
si  cette  quantité  est  <[  i ,  ou  si  l'on  a 


s 


/(a)  s'annule  pour  une  valeur  aQ  de  a,  et  il  faut  évidem- 
ment  prendre   cosao<^o.   Comme /(a)   est  >>  o   quand 

a<^  -  )  il  sera  <<  o  pour  a  ;>  ao;  or  —  sin a  rfa  est  toujours 

positif;  donc,  lorsque  a  varie  de  ir  à  ao,jK  diminue  d'abord, 
tandis  que  x  croît,  puisque  dx  =  colcf.dy  ;  quand  a  passe 
par  ao  pour  devenir  moindre,  dx  et d^ changent  désigne; 
il  y  a  rebroussement,  puis  x  décroît,  tandis  que  y  augmente. 
La  courbe,  d'abord   au-dessous  de  OX,   le  coupe   pour 

a=  -  >  puis  passe  au-dessus,  et  l'ordonnée  devient  an 

pour  a  =  o,  puis  vient  une  branche  symétrique  de  la  pré- 
cédente, et  ainsi  de  suite. 

Au  contraire,  si  e  <C  -— >  -t-  ne  change  pas  de  signe; 

y  croît  sans  interruption  de  a k  a  -] — ;  x  décroît  d'a- 
bord pour  croître,  quand  a  <<  -  et  l'arc  d'enveloppe  qui 
correspond  à  la  moitié  de  l'ellipse  est  convexe.  Sa  lon- 
gueur a  la  valeur  très  simple  — ;  dans  le  cas  où  il  y  a  un 
rebroussement,  il  faut  ajouter  à  cette  quantité  le  double 
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de  Tare  S«  compris  entre  Torigine  de  Tare  et  le  point  de 
rebroussement:  on  trouve  d'ailleurs 

a(i  — e*)sinao  'i tz  —  olq  — divc  sin(e  sin olq) 

Oi  =  — ■  .  —  —  et ■ • 

Si  l'on  remplace  Tellipse  par  une  parabole,  on  obtient 
le  lieu  de  F  en  remarquant  que  le  pied  de  l'ordonnée  est 
sur  la  tangente  au  sommet.  Projetant  cette  ordonnée  sur 
l'axe  de  la  parabole  avec  lequel  elle  fait  l'angle  a,  on  a 

p 

<-  =  y  cosa, 

équation  d'une  chaînette  dont  le  sommet  est  à  la  distance 

-  au-dessus  de  OX.  D'ailleurs,  dans  le  cas  de  la  parabole, 

les  points  F  et  P  sont  symétriques  par  rapport  à   OX; 
l'enveloppe  de  la  directrice  est  donc  une  chaînette. 

H5.  Théorèmes  de  Steineb  .  —  Considérons  une  courbe 
convexe  et  fermée  S,  un  point  M  de  son  plan,  la  rou- 
lette R  engendrée  par  M  quand  S  roule  sur  une  droite 
fixe,  la  roulette  R,  engendrée  quand  S  roule  sur  une 
courbe  égale  et  symétrique,  enfin  la  podaire  P  de  M 
par  rapport  à  S  :  i°  m/i  arc  de  R  est  égal  à  Varc  cor- 
respondant deV\  1^  Vaire  de  R,  limitée  par  la  base  et 
les  normales  extrêmes,  est  double  de  Vaire  de  P  et  moitié 
de  Vaire  c/e  R,. 

I**  Soient  {fig'  20)  lA,  TA'  deux  tangentes  successives 
de  S,  s  l'angle  de  contingence,  A  A'  l'arc  de  podaire;  on  a 
AMA'=£,  et,  comme  M,  A,  A',  I  sont  sensiblement  sur 
un  cercle  dont  AI  est  le  diamètre,  arc  AA'  =  sMI  ;  mais  que 
la  courbe  roule  sur  AI  considéré  comme  fixe,  M  décrit  un 
arc  de  cercle  MM'  égal  à  MFx  MI'M'r^  sMI  ==  AA'; 
donc,  etc. 

De  S.-G.  —  Rec.  iS 
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a**  L'aire  comprise  entre  l'arc  MM'  de  R,  les  normales 
aux  extrémités  et  la  droite  fixe,  est  sensiblement 


donc 


MII'M'=  Mir-r--£Mj'; 

2 


surf .  R  =  surf .  S  -4-  -  X  e  lVIl\ 

1 


la  somme  s'étendant  à  tous  les  angles  de  contingence  de  S. 
Mais 


surf.P=  SMAA'=  -SeMA  ; 

2 


cette  aire  peut  aussi   s'évaluer  comme   la    somme    d'élé- 
ments dontTun  se  compose  du  secteur  MIF  et  du  triangle 

Fig.  20. 


lAA';  on  prend  ainsi  l'aire  de  la  courbe  et  celle  qui  est 
entre  la  courbe  et  la  podaire  ;  donc 


surf.P  =  2Mir-4-i:ilA%; 

2 


ajoutons  à  l'expression  précédente,  on  a 

2Surf.P=2Mir-+-  -Ze(MÂVÂÎ*)=surf.R. 

2      ^  ^ 

Si  l'on  fait  rouler  S  sur  une  courbe  symétrique  fixe, 
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quand  le  point  de  contact  se  déplace  de  I  en  F,  S  tourne 
de  22;  Tare  décrit  par  M  est  MiW=  2  MM',  et  la  surface 

MM^'irest  Mir+  sMI  .  Pour  avoir  Taire  intérieure  àR,, 
il  faut  ajouter  à  la  somme  de  ces  éléments  Taire  de  la  base; 
donc 

surf.  Ri  =  2  surf. S -{- 2s MI  =  asurf.R. 

Cette  élégante  démonstration  est  développée  dans  le  Cours 
de  Calcul  intégral  de  M.  Bertrand. 

116.  Etant  données  la  base  et  la  roulette,  trouver  la 
roulante  qui  a  engendré  cette  roulette;  exemples. 

Par  chaque  point  I  de  la  base,  on  peut  mener  une  nor- 
male IN  à  la  roulette,  et  Ton  a  une  relation  entre  la  lon- 
gueur r  de  IN  et  son  angle  [jl  avec  la  tangente  à  la  base  : 
nous  regarderons  le  point  M  comme  décrivant  la  roulette 
et  nous  le  prendrons  pour  pôle  dans  le  plan  de  la  rou- 
lante :  cette  courbe  étant  tangente  à  la  base  en  I,  la  rela- 
tion entre  r  et  [x  donne  pour  chaque  valeur  du  rayon  vec- 
leur  son  angle  avec  la  tangente  à  la  courbe  cherchée;  c'est 
une  équation  différentielle  de  la  roulante. 

I**  La  base  et  la  roulette  sont  deux  droites  faisant  entre 

elles  Tangle  a;  [jl  est  constant,  égal  à a.  La  roulante 

coupe  tous  ses  rayons  vecteurs  sous  un  angle  constant  : 
c'est  une  spirale  logarithmique. 

2°  La  roulette  est  une  parabole  dont  Taxe  est  la  base;  la 
sous-normale  de  la  parabole  étant  constante,  rcos[Ji  =/?, 
les  normales  de  la  roulante  sont  à  une  distance  constante 
du  pôle;  cette  courbe  est  une  développante  de  cercle. 

3^  La  base  est  un  cercle  de  rayon  a  et  la  roulette  une 
droite  qui  touche  le  cercle  en  un  point  A  :  on  trouve  sans 
peine 

...                        ar  d%  ^         (a  —  r)dr 

r  =  a(i— smfx)  =  a y     û?6  = 


\/dr^  -h  r2  ûfô2  r  v/a  ar  —  r* 
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Sans  intégrer  cette  équation,  on  peut  voir  la  forme  de  la 
courbe  qu'elle  représente  :  r  ne  peut  varier  qu'entre  zéro 
et  2a;  si  on  le  fait  décroître  à  partir  de  2a,  6  croît  d'abord 
jusqu'à  ce  que  r  atteigne  la  valeur  a  et  le  rayon  vecteur 
correspondant  est  tangent  à  la  courbe;  /*  continuant  à  dé- 
croître, 8  diminue  jusqu'à  —  oo;  le  pôle  est  un  point  asym- 
ptotique.Mais  on  reconnaît  que  la  portion  de  roulette  qu'il 
peut  décrire  s'étend  seulemenl  jusqu'à  la  distance  a  de 
chaque  côté  du  point  A. 

Accélérations  dans  le  mouvement  épicycloïdal. 

117.  Quand  une  figure  se  meut  dans  un  plan,  les  accé- 
lérations des  divers  ordres  de  ses  points  sont  soumises  à 
quelques  lois  qu'on  peut  trouver  à  Taide  d'un  changemen\ 
de  coordonnées.  Soient  x^^  y^  les  coordonnées  absolues 
d'un  point  M  de  la  figure,  x^  y  les  coordonnées  relatives  à 
deux  axes  rectangulaires  faisant  partie  de  la  figure  mobile, 
pj  q  les  coordonnées,  absolues  de  l'origine  mobile;  on  a 

Xx  =  X  cos cp  —  ysm^-hp,    jki  =  -^^i  sin cp  -4- ^,  cos «p  -+-  ^, 

ou,  en  posant  coscp  =  a,  sincp  =  6, 

Xx=^  ax  —  by  -hp,     yi=bx-\-ay-h  q. 

Pour  avoir  les  composantes  de  la  vitesse  ou  des  accélé- 
rations successives,  on  difierentie  par  rapport  au  temps  : 

Il  y  a  un  point  A  dont  les  coordonnées  relatives  sont  a^  et 
^n  pour  lequel  ces  deux  composantes  sont  nulles;  on  le 
nomme  centre  des  accélérations  du(n  —  i  Y^"^^  ordre.  Fai- 
sons 

X  —  a/»=rrtCos6;„     a^«^  =  w^  cosX^, 
y  —  ^n—rn  sin  Ôrt,      U^"  =  to«  sin  X^.  : 
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les  composantes  de  l'accélération  d'ordre  n  —  i  prennent 
la  forme 

L'accélération  d'un  point  quelconque  M  est  proportionnelle 
à  sa  distance  au  centre  A  des  accélérations  du  même  ordre; 
de  plus,  AM  faisant  avec  0X|  l'angle  9,^+  cp  fait  avec  l'ac- 
célération d'ordre  n  —  i  un  angle  constant  et  égal  à  X„  —  o, 
quel  que  soit  le  point  M. 

Soient  donc  A  et  B  les  centres  des  accélérations  d'ordre 
n — I  etp  —  I  par  exemple,  la  vitesse  comptant  comme 
accélération  d'ordre  zéro  dofit  le  centre  est  le  centre  in- 
stantané de  rotation.  Les  points  pour  lesquels  y„_|  et  y^_, 
ont  un  rapport  donné  sont  sur  un  cercle  conjugué  à  A  et 
B,  car  leurs  distances  à  ces  centres  ont  un  rapport  constant. 
Les  points  où  les  deux  accélérations  font  un  angle  donné  e 
sont  sur  deux  segments  capables  des  angles  e  ±  X,f±\p 
décrits  sur  AB  comme  corde. 

Considérons  les  expressions 

^n.p^y^rr-^ryr  =  in-^p-i  sin(Y.-i,  t^-i)- 

M.  Jordan  remarque  que  ces  binômes  sont  les  premiers 
membres  de  l'équation  d'un  cercle  passant  par  les  centres 
de  Yrt_<  etde  Y^_|.  On  en  conclut,  outre  les  propositions 
précédentes,  que  le  cercle  est  le  lieu  des  points  où  A,,^^, 

B„  p,     ""''  ,  ...  ont  une  valeur  donnée.  Cherchons  encore  le 

lieu  des  points  M  pour  lesquels  la  projection  de  y^_|  sur 
la  direction  de  '^p-\  ou  sur  une  direction  perpendiculaire 
ait  une  valeur  X  : 

Y«-iCos(y„_,,  Y^_,)  =  — ^^  =  X,     ou     -JhR  —  \^ 


igS  RECUEIL  d'exercices 

Il  existe  un  rapport  constant  entre  la  puissance  du  point 
M  par  rapport  à  un  cercle  qui  passe  au  centre  A  de  l'ordre 
p  —  1  et  la  longueur  MA.  Soit  B  le  second  point  où  MA 
rencontre  le  cercle  considéré  :  la  puissance  par  rapport  au 
cercle  est  MA  x  MB;  il  faut  donc  que  MB  soit  constant; 
le  lieu  de  M  est  uneconchoïde  du  cercle  AB,  dont  le  point 
double  est  A.  Tel  est  le  lieu  des  points  dont  Taccélcration 
tangentielle  ou  centripète  a  une  valeur  constante. 

Il  convient  d'étudier  directement  l'accélération  du  pre- 
mier ordre  :  prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  la  tangente 
lï  et  la  normale  IN  communes,  à  l'instant  t^  à  la  base  et  à 
la  roulante  qui  correspondent  au  mouvement  de  la  figure 
plane.  Le  point  M,  de  coordonnées  x,  y,  est  animé,  à 
l'instant  t,  d'une  vitesse  dont  les  composantes  sont 

Cherchons  les  composantes  de  sa  vitesse  à  l'époque  t-]-  At 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  :  la  fi- 
gure tourne  avec  une  vitesse  w  +  Aw  autour  d'un  point  K 
situé  sur  IT  à  une  distance  Ao-  du  point  I;  les  coordonnées 
du  point  M  étant  devenues  x  —  toy  \t,  y  -\-  iox  ù^t,  sa  vi- 
tesse a  pour  composantes 

v'j.  —  —  (o)  -h  A(i>)(^  -+-  wa?  A^),      i>'y=  (u)  -{-  Aa))(ir  —  w/  Ai  —  Aj). 

Il  vient  alors,  pour  les  composantes  de  l'accélération, 

,.     i^'x—^x  ,  dtà       '  ^  d(ji  d^ 

^"^  U  -^   dt         ^^  -^  dt  dt 

L'angle  dont  la  figure  a  tourné  pendant  le  temps  dt  est 
égal  à  la  somme  des  angles  de  contingence  des  arcs  IK, 
IK<  :  si  l'on  compte  les  rotations  positives  de  IT  vers  IN, 
on  aura 

/  d(5       d<j\  d(s       d^ 
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remplaçant  -r-  par  —  ^^î  ^  P^''  (o  ,  on  a  pour  les  expres- 
sions définitives  de  y^c  et  de  y  y 
(i)  '{x  =  —  w*iF  —  tù'y.    Yr  =  —  a>*^-f- w'a?  + u)*a. 

Ces  formules  montrent  que  l'accélération  du  point  M  est 
la  résultante  de  trois  autres  :  (o^IM  dirigée  suivant  MI, 
w'IM  perpendiculaire  sur  MI,  to^a  parallèle  à  IN  ;  cette  dé- 
composition permet  de  trouver  immédiatement  l'accéléra- 
tion tangentielle  et  l'accélération  centripète;  si  /'  et  6  sont 
les  coordonnées  polaires  du  point  M,  on  a 

(2)  Y^  =  (o'r  H- ai*acos6,     Yc=Wr  —  (i)*asin6. 

Le  centre  des  accélérations  A  est  sur  la  circonférence 
des  inflexions;  l'angle  AIT  est  égal  à  90" -j- cp,  l'angle  es 

ayant  pour  tangente    —  •    L'accélération   totale,    égale  à 


AMy/o)*  +  (1)^2,  fait  l'angle  cp  avec  la  direction  MA. 

H8.  Une  figure  plane  F  se  meut  sur  un  plan  fixe  V 
de  telle  sorte  que  le  centre  des  accélérations  occupe  une 
position  fixe  A  et  que  le  centre  instantané  de  rotation 
reste  à  une  distance  constante  du  point  A  :  déterminer 
et  étudier  le  mouvement  de  F.  (Paris,  1884.) 

Le  lieu  S  du  centre  instantané  I  dans  le  plan  est  un 
cercle  ajant  A  pour  centre;  à  un  instant  quelconque,  la 
droite  J  A  est  normale  à  S  et  l'angle  cp,  dont  la  tangente  est  en 

ffénéral  —l  >  est  nul  ;  donc  co'  est  nul  et  la  vitesse  de  rotation 

(0  constante;  A  coïncide  avec  le  centre  instantané  du  se- 
cond ordre  et  lA  est  égal  à  a.  Reste  à  trouver  la  ligne  Sj 
qui,  en  roulant  sur  S  et  entraînant  F,  détermine  le  mouve- 
ment de  la  figure  :  son  rajon  de  courbure  Ri  en  I  se  dé- 
duit de  l'équation 

^'>  k  +  r;  =  «- 
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R  est,  en  valeur  absolue,  égal  à  a\  mais  Téquatioii  (3)  a 
été  établie  en  supposant  ICj  ou  R|  dirigé  dans  le  sens  de 
IF,  IG  ou  R  dirigé  en  sens  contraire;  or,  dans  la  figure 
actuelle,  R  coïncide  avec  IF;  il  faut  donc  le  remplacer  par 

—  a  dans  l'équation  (3)  et  celle-ci  donne  alors  R,  = - 


La  roulante  Si  est  donc  un  cercle  de  rajon  -  qui  roule  à 


a 
a 

l'intérieur  d'un  perde  de  rayon  double  et  le  mouvement 
de  la  figure  qu'elle  entraîne  est  bien  connu. 

Les  équations  (i)  et  (a),  n°  117,  où  l'on  suppose  (o'=  o, 
font  connaître  l'accélération  d'un  point  quelconque  M, 
toujours  dirigée  suivant  MA.  Les  points  dont  l'accéléra- 
tion centripète  a,  pour  un  instant  donné,  une  valeur  mw^ 
sont  sur  le  limaçon  r  =  a  sin  9  +  m  ;  le  lieu  des  points  dont 
l'accélération   tangentielle  prend  une  valeur /^w^  est,  par 

exception,  une  droite  définie  par  l'équation  cosO=  —  • 


a 


Mouyement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe. 

119.  Quand  un  solide  S  pivote  autour  d'un  point  fixe 
O,  la  vitesse  de  l'un  quelconque  de  ses  points  M  est  la 
même  à  chaque  instant  que  si  le  solide  tournait  avec  une 
certaine  vitesse  w  autour  d'un  axe  instantané  OL  Soient 
oc  y  y,  z  les  coordonnées  de  M  par  rapport  à  trois  axes 
rectangulaires  OX,  OY,  OZ  liés  invariablement  à  S  ;  /?,  y,  r 
les  composantes  de  w  suivant  les  directions  qu'ont  les  axes 
OX,  OY,  OZ  à  l'instant  t  :  la  vitesse  du  point  M  a  pour 
composantes 

Soient  encore  a,  6,  c  ;  a',  6',  d  ;  d\  V ^  c"  les  cosi- 
nus directeurs  de  OX,  OY,  OZ  par  rapport  à  des  axes 
fixes  OX^,  OYi,  ÔZj  disposés  comme  les  axes  mobiles  • 
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on  a 

„da'       ,,db'        „dc'  ,da''       ..db"         ,  de 


dt  dt  dt     ~  dt  dt  dt  ' 

une  permutation  tournante  donnerait  y,  r  et  Ton  aurait 
trois  équations  propres  à  déterminer  les  dérivées  des  neuf 
cosinus  en  fonction  de  /?,  y,  r  ;  M.  Darboux  obtient  plus 
vite  leurs  valeurs  en  égalant  à  zéro  les  projections  sur  OX, 
OY,  OZ  de  la  vitesse  d'un  point  P  pris  sur  l'un  des  axes 
fixes  à  la  distance  i  de  l'origine  ;  cette  vitesse  est  la  résul- 
tante de  la  vitesse  relative  à  OXYZ  et  de  la  vitesse  d'en- 
traînement dont  les  équations  (i)  font  connaître  les  pro- 
jections ;  si  P  est  sur  OX< ,  ses  coordonnées  relatives  sont 
a,  a',  d'  et  l'on  a,  pour  calculer  leurs  dérivées, 

da  _  ,       da!  _       da'  , 

_  +  qa--  ra=-^+  ra-pa  =  -^-  +  pa  -qa=o. 

120.  On  peut  donner  à  S  son  mouvement  véritable  en 
le  supposant  lié  à  un  cône  C  qui  roule  sur  un  cône  fixe 
C<  :  sur  la  génératrice  commune  à  l'instant  t  et  sur  celles 
qui  doivent  venir  en  coïncidence  au  temps  t  -\-  dt^  pre- 
nons des  longueurs  égales  01,  OF,  01'^  et  soient  d^  la 
longueur  des  arcs  IF,  IF^;  R,  R|  les  rayons  de  courbure 
principaux  finis  pour  les  deux  cônes  au  point  I  ;  je  sup- 
pose ces  rayons  dirigés  en  sens  contraires.  Dans  le  temps 
dt^  S  tourne  d'un  angle  égal  à  la  somme  des  angles  de 
contingence  de  C  et  de  Ci,  d'où  une  relation  importante  : 

,        d<5       d(j 

Soient  OP,  OPi  les  axes  des  cônes  droits  osculateurs  à 
C  et  à  G»  le  long  de  01  :  on  peut  obtenir  le  mouvement 
élémentaire  de  S  en  le  faisant  tourner  avec  une  vitesse  a 
autour  de  OP  tandis  que  OP  tourne  lui-même  avec  une 
vitesse  ai  autour  de  OP^  :  w  est  la  résultante  de  a  et  de  «< 
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et  l'on  a 

(Z                    ai                    o) 

sinPjOI        sinPOl        sinPOPt 

Dans  son  mouvement  diurne,  la  Terre  tourne  autour  de 
sen  axe  de  figure  OP  tandis  que  cette  droite  tourne  au- 
tour de  Taxe  de  l'écliptique  OP^  ;  Taxe  de  rotation  OI  se 
déplace  donc  dans  la  Terre  et  fait  avec  l'axe  de  figure  un 
angle  déterminé  par  les  formules  précédentes  :  en  pre- 
nant l'année  tropique  pour  unité  de  temps,  on  a 

a  =:=  I  296000  X  366,24 j         «1  =  —  5o',2,         Pi  01  =  23^*27', 

5o,2  sin  23^27' 


sinPOI=  — 


1296000  X  366,24' 


le  cône  décrit  par  l'axe  01  est  extrêmement  aigu  et  dé- 
coupe à  la  surface  du  globe  un  cercle  de  o"*,27  de  rayon. 

121.  E picycloïdc  sphérique  engendrée  par  un  poin  t  M 
situé  sur  ta  circonférence  d'un  petit  cercle  G  de  rayon 
sphérique  a  qui  roule  dans  un  cercle  G^  de  rayon  ia. 

La  circonférence  G  passe  toujours  par  l'un  des  pôles  O  du 
cercle  Gii  soient  A  le  point  de  G<  avec  lequel  M  a  coïncidé 
à  un  certain  instant,  1  le  point  de  contact  de  G  et  de  G»  au 
temps  /,  S  le  centre  du  cercle  G  à  la  même  époque,  u^  u! 
les  angles  MSI,  AOI  :  les  arcs  AI,  Ml  sont  égaux  et  l'on  a 


,   .  ,  w 


u  San  a  =  u  sin2a,  u  = 


2  cos  a 


Menons  les  arcs  de  grands  cercles  OM  =  8,  IM  =  n  et 
soient  P,  Q  les  milieux  de  ces  arcs,  i  l'angle  MOA.  Le 
triangle  rectangle  OSP  donne 

(i)         sinOP  =  sinOS  sinOSP,         sin^6  =  sina  cos{  w; 


6 


(2)     cosOS  =  cotS  cotO,         cosa  =  tang  1  M  cot  / 

L'élimination  de  u  donnerait  l'équation  de  l'épicycloïde, 
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maïs  on  n'a  pas  besoin  de  l'efTectuer  pour  voir  la  forme  du 
lieu.  Faisons  croître  w  de  o  à  tt  :  les  équations  (i)  et  (a) 
montrent  que  0  décroît  de  2 a  jusqu'à  zéro,  tandis  que  *!^ 

T  —  COS  CL        t 

varie  de  o  à  7t :  i'aioute  qu'il  croît  constamment  : 

2  COS  a   '  J    J  ^ 

on  déduit  en  effet  de  l'équation  (2) 


,,  sin*asin*  — 


du 

2  COS 


a  (  i  —  sin-  a  cos^  —  ) 


L'épie jcloïde  part  du  point  A  tangentiellement  à  AO  et 
se  ilirige  vers  le  point  O  où  sa  normale  fait   avec  OA 

l'angle ;  puis  on  a  une  partie  symétrique  par  rap- 
port à  cette  normale.  11  j  a  évidemment  deux  points  d'in- 
flexion sphérique;  pour  les  trouver,  prenons  la  formule 
de  Savary  pour  les  figures  spliériques  : 

(3)  [cot/i  -i-  cot(p  —  71  )]  coso  =  cotR  -h  cotRi  ; 

dans  le  cas  de  l'épicycloïde  qui  nous  occupe,  on  fera  R  =  «r^ 

R^  =  —  2a,  et  le  second  membre  de  l'équation  (3)  se  ré- 

I  * .  .  . 

duit  à  -: ;  aux  points  d'inflexion,  le  rayon  sphérique  p 

est  égal  à  -  et  l'équation  (3)  devient 


COS©  I 

y 


siD/icosn        sin2a 


mais  le  triangle  rectangle  SQI  montre  que  cosç  ou  cosSIQ 


n 


est  égal  à  tang—  cota  ;  on  doit  donc  avoir 


2 


cota  I  ,  n  „  71  _ 

2  COS* cos^ COS*  a  =  o 


2  COS*  —  cos/i 
2 


n  sin2a  2  2 
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et  l'on  a,  pour  cos  -  >  une  seule  valeur  admissible,  à  laquelle 
correspondent  deux  points  symétriques  de  Tépicycloïde. 

122.  Des  accélérations.  —  Soient  01,  OF  les  axes  re- 
présentatifs de  la  rotation  d'un  solide  S  aux  époques  t  et 
t-\-  C^t\  IF  est  la  vitesse  angulaire  acquise  pendant  le 
temps  A^,  et  la  limite  vers  laquelle  tend  un  segment  dirigé 

suivant  II'  et  égal  à  —  représente  l'accélération  angulaire 

Vj^  du  solide.  Il  n'y  a  qu'une  différence  infiniment  petite 
du  second  ordre  entre  les  angles  que  OF  fait  avec  les  axes 
mobiles  dans  la  position  qu'ils  occupent  à  l'époque  ^  et  à 
l'époque  t-^-  dt\  on  en  conclut  immédiatement  que  les^ro- 

jections  de  y^d  sur  OX,  OY,  OZ  sont  égales  à  -~>  -j:^  -ji' 

L'accélération  y  d'un  point  quelconque  M  du  solide  est 
donnée  par  le  théorème  de  Rivais  :  elle  est  la  résultante 
de  deux  autres  :  l'une  est  représentée  par  la  vitesse  que 
donnerait  au  point  M  une  rotation  dont  l'axe  serait  une 
droite  OA  égale  à  l'accélération  angulaire;  l'autre,  dirigée 
suivant  la  perpendiculaire  MP  abaissée  sur  l'axe  instan- 
tané 01,  est  égale  à  (o^MP.  Cette  dernière  pouvant  être 
remplacée  par  la  somme  géométrique  de  deux  autres, 
(o^MO,  suivant  MO,  et  w^OP  dans  la  direction  de  OP,  on 
trouve,  pour  la  projection  de  y  sur  OX, 

dq  dr  .  . 

Ta:  =  -s  ^  —y  -^  —  w^ar  -hp{px  -h- qy -i-  rz )'. 

y^  et  y  g  s'en  déduisent  par  simple  permutation. 

Mouvement  le  pins  général  d'nn  solide. 

123.  Le  mouvement  élémentaire  le  plus  général  d'un 
solide  S  peut  être  regardé  comme  résultant  d'une  rotation 
G)  autour  d'un  axe  01  passant  par  un  point  O,  choisi  arbi- 
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trairement  dans  S,  et  d'une  translation  dont  la  vitesse  Vq 
est  celle  du  point  O  :  Vq  varie  avec  le  point  O  ;  to  est 
toujours  le  même.  Soient  /?,  q^  r  les  composantes  de  w 
suivant  trois  axes  OX,  OY,  OZ  liés  à  S;  w,  i^,  w  les  projec- 
tions de  Vo  sur  les  mêmes  axes  ;  w',  ç\  w'  les  projections 
de  l'accélération  du  point  O  :  on  a,  pour  les  composantes 
de  la  vitesse  et  de  l'accélération  d'un  point  M  (^,  J^,  ^), 

\jp  =  u-^  qz  —  ryj     Wy^v-hrx — pZj      V^  =  w  -\-py  —  qx, 
,         dq  dr  ^  ,  . 


On  peut  reconnaître  qu'il  existe  une  infinité  de  points 
M  dont  la  vitesse  est  parallèle  à  w;  il  suffit  qu'on  ait 

u-\-qz  —  ry  _  p -+- ra? — pz  _  w -{- py  —  Ç^, 
>  ~  q  ~  ?  ' 

ces  points  sont  situés  sur  une  droite  CC  appelée  axe  cen- 
tral de  Mozzi  ou  axe  de  rotation  et  de  glissement,  dont 
les  équations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

I  /  qw-rv\  _i/    _  ru  -  pw  \  ^  if  pv-qu\ 

Le  mouvement  élémentaire  de  S  est  un  mouvement 
hélicoïdal  autour  de  l'axe  central;  la  vitesse  de  glisse- 
ment suivant  cet  axe  est  pu-\-qv  -\'  rw  ou  Vo  cos( Vo,  (o). 

124.  Formules  simplifiées;  applications.  —  Choisis- 
sons les  axes  mobiles  de  telle  sorte  qu'à  l'instant  t  OZ 
coïncide  avec  l'axe  central  :/?,  y,  m,  v  sont  nuls  et  l'on  a 

formules  qui  mettent  en  évidence  le  mouvement  hélicoïdal. 
Si  les  vitesses  des  deux  points  M,  M'  sont  égales,  elles 
seront  également  inclinées  sur  l'axe  central  et  M,  M'  équi- 
distants  de  celle  droite*,  si  les  vitesses  de  M,   M'  sont 
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parallèles,  elles  seront  égales,  et  la  droite  MM'  sera  paral- 
lèle à  Taxe  central. 

Après  avoir  choisi  Taxe  des  z,  particularisons  la  position 
de  Taxe  des  x  en  supposant  qu'il  coïncide,  à  l'instant  f, 
avec  la  perpendiculaire  commune  a^ix  axes  centraux  de 

l'époque  t  et  de  l'époque  t '\-  dt  :  u'  el  ~  s'annuleront 

j ,    .  dq     dr  .       , 

aussi  et,  SI  nous  désignons  -—t  -3-  par  y ',  w  ,  nous  aurons 

{•2)  Y^  =  q' z  —  (j^y  —  to*a:,     Yr  ~  v*-^^'x  —  ^o'^,     Yz  =  ^' — ^'•^• 

Les  équations  (i)  et  (2)  s'appliquent  au  cas  où  il  j  a  un 
point  fixe  en  y  supposant  (p,  v'  et  iv^  nuls.  Elles  font  alors 
connaître  immédiatement  le  lieu  des  points  dont  Taccélé- 
ration  est  perpendiculaire  ou  parallèle  à  l'axe  instantané 
(Paris,  1880,  1884)  ;  le  premier  lieu  est  le  plan  des  j^^,  le 
second  une  droite  en  chaque  point  de  laquelle  Vx  et  y^r 
s'annulent. 

Revenons  au  cas  d'un  solide  entièrement  libre  :  les 
équations  (2)  montrent  que,  si  q'  est  différent  de  zéro,  il 
existe  un  point  dont  l'accélération  est  nulle  ;  les  points 
dont  l'accélération  a  une  grandeur  donnée  sont  situés  sur 
un  ellipsoïde  qui  dégénère  en  un  cjlindre  droit  quand  q' 
est  nul;  ceux  dont  l'accélération  a  une  direction  donnée 
sont  situés  sur  une  droite. 

Pour  les  points  dont  l'accélération  tangentielle  est  nulle, 
Y  étant  perpendiculaire  à  V,  on  a 

le  lieu  est  un  hyperboloïde  qui  coupe  le  plan  des  xz  sui- 
vant deux  parallèles  à  OZ  ;  selon  qu'elles  sont  réelles  ou 
imaginaires,  Thyperboloïde  est  à  une  ou  à  deux  nappes  ; 
le  plan  des  xy  est  un  plan  cyclique. 

Enfin  le  lieu  des  points  dont  l'accélération  totale  est 
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parallèle  à  la  vitesse  est  la  courbe  commune  aux  deux 

surfaces 

oi^  (x^ -\- y^  )  —  q'  xz  —  i^'y  =  o, 

(àq'x^-{-  (woi' —  ts}w')x  —  wtù^y  -h  ww'  —  o  ; 
ces  deux  quadriques  ont  une  génératrice  commune 

le  reste  de  leur  intersection  est  une  cubique  gauche  qui, 
seule,  appartient  au  lieu  cherché. 

125.  Un  cercle  S  roule  avec  une  vitesse  constante  sur 
une  droite  fixe  OX  tandis  que  son  plan  tourne  avec  une 
vitesse  également  constante  autour  de  OX  :  trouver  le 
lieu  des  axes  centraux  dans  l^ espace  et  relativement 
au  cercle  mobile.  (Caen,  1887.) 

Soit  I  le  point  où  S  touche  OX  à  un  instant  donner  :  le 
mouvement  élémentaire  du  cercle  résulte  de  deux  rota- 
tions. Tune  a  autour  d'une  droite  lA  normale  au  plan  du 
cercle,  l'autre  p  autour  de  IX  ;  leur  résultante  est  une  ro- 
tation y/a^-f-  fi^  sans  glissement;  l'axe  TG  de  cette  rotation 
n'est  autre  que  l'axe  de  Mozzi  ;  il  fait  un  angle  constant 
avec  OX  et  le  plan  CIX  est  perpendiculaire  à  celui  du 
cercle  ;  il  en  résulte  que  le  lieu  de  CI  par  rapport  au  cercle 
est  un  hyperboloïde  dont  S  est  le  cercle  de  gorge  ;  d'autre 
part,  la  droite  IC,  qui  fait  avec  OX  un  angde  constant, 
prend  dans  l'espace  un  mouvement  hélicoïdal  bien  déter- 
miné et  décrit  une  surface  de  vis  à  filet  triangulaire  sur 
laquelle  roule  l'hyperboloïde. 

126.  Des  rotations  conjuguées.  —  Les  équations  (i) 
du  n^  124  conduisent  à  une  série  de  propriétés  du  mouve- 
ment hélicoïdal  :  je  me  borne  à  montrer  directement  com- 
ment on  peut  remplacer  ce  mouvement  par  deux  rota- 
tions dont  l'une  a  pour  axe  une  droite  choisie  à  volonté 
D.  Je  dis  d'abord  que  les  plans  normaux  aux  trajectoires 


% 
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de  tous  les  points  de  D  passent  par  une  même  droite  D'. 
L*axe  des  z  étant  toujours  Taxe  de  Mozzi,  dirigeons  Taxe 
des  X  suivant  la  perpendiculaire  commune  OA  =  a  à  l'axe 
central  et  à  D  :  si  cette  droite  fait  Tangle  6  avec  OZ,  les 
coordonnées  d'un  de  ses  points  seront  a,  p  sinO,  p  cosô  ;  le 
plan  normal  à  sa  trajectoire  a  pour  équation 

■—  top  sin6(X  —  a)H-  u)a(Y—  p  sin6)  -h  w{Z  —  p  cos6)  =  o  ; 

quel  que  soit  6,  il  contient  la  droite  D' 

(i)  (i)Xsin6  4- w  COS0  =  o,         awY -4- (vZ  =  o; 

cette  droite  est,  comme  D,  perpendiculaire  sur  OX  et,  si 
l'on  désigne  par  ol  l'abscisse  du  point  où  elle  rencontre 
OX,  par  6'  son  angle  avec  OZ,  on  déduit  des  équations  (i) 

—  —  a  tango'  =  —  a'  tango. 

« 
Dans  le  mouvement  du  solide,  D  tourne  autour  de  D' 

avec  une  vitesse  x    dont  la  valeur -, —  est  aeter- 

a  —  a 

minée  par  la  vitesse  que  doit  prendre  le  point  A.  A  son 
tour,  le  mouvement  de  D'  est  une  rotation  a  autour  de  D 
et  les  deux  rotations  simultanées  a,  a'  imprimeront  au  so- 
lide son  véritable  mouvement  élémentaire. 

Les  droites  D,  D' sont  dites  conjuguées;  la  propriété 
qui  nous  a  servi  à  trouver  la  droite  D'  permet,  dans  tous 
les  cas,  de  déduire  ses  équations  de  celles  de  D.  Si  D  est 
perpendiculaire  à  l'axe  central,  D'  est  rejetée  à  l'infini;  si 
D  est  normale  à  la  trajectoire  de  l'un  de^es  points,  elle  se 
confond  avec  D',  mais  a  et  a'  deviennent  infinies. 

{Les  Exercices  sur  le  mouçement  d'un  solide  invariable  sont 
donnés  à  la  fin  du  Volume,) 


I 


DYNAMIQUE 


MOUVEMENT  D'UN  POINT  LIBRE. 


Mouvement  rectiligne. 

127.  Considérons  un  point  matériel  M,  de  masse  m, 
soumis  à  l'action  d'une  force  F  de  direction  constante,  et 
tout  d'abord  immobile  ou  animé  d'une  vitesse  parallèle  à 
la  direction  de  F  ;  il  se  mouvra  sur  une  droite  fixe  OX  et 
sa  position,  à  un  instant  quelconque  f,  sera  définie  par  sa 
distance  s  à  une  origine  O  ;  soit  ^  la  vitesse  au  même  in- 
stant. D'une  manière  générale,  F  sera  égale  à  une  fonction 
de  ;,  s  et  ç>,  toutes  ces  quantités  pouvant  être  positives  ou 
négatives.  On  a  toujours 

ds       —  dv  d^s       d\  mp' 

dt  dt  dt^  ds      ' 

si  donc  on  donne  l'expression  de  F,  la  recherche  du  mou- 
vement qu'elle  fera  prendre  à  M  reviendra  à  l'intégration 
d'une  équation  difierentielle  du  second  ordre;  les  deux 
constantes  d'intégration  seront  déterminées  si  l'on  donne 
les  valeurs  de  ^  et  de  ^  correspondant  à  une  certaine  va- 
leur de  tj  et  elles  le  seront  toujours  sans  ambiguïté,  car  un 
problème  de  Dynamique  bien  défini  ne  saurait  admettre 
plus  d'une  solution. 

De  S.-G.  —  Rec.  l4 
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Comme  dous  n'avons  en  définillve  qu'une  inconnue  à 
déterminer,  le  problème  du  mouvement  rectiligne  présente 
une  simplicité  particulière  :  il  faut  toutefois  remarquer 
qu'il  exigera  souvent  une  discussion  d'une  nature  spéciale, 
parce  que  Péquation  différentielle  dont  on  part  ou  les  in- 
tégrales qu'on  en  déduit  peuvent  ne  convenir  que  si  le 
mobile  est  sur  une  certaine  région  de  la  droite  OX  ou  si 
la  vitesse  a  un  certain  sens;  ces  distinctions,  inutiles  dans 
le  cas  bien  connu  d'une  attraction  proportionnelle  à  la 
distance,  s'imposeront  dans  les  problèmes  suivants. 

128.  Mouvement  d^un  point  M  tiré  du  repos  par  une 
attraction  émanant  d'un  centre  fixe  O  et  inversement 
proportionnelle  au  cube  de  la  distance  (Paris,  1860). 

Le  mobile  restera  évidemment  sur  la  droite  menée  par 
la  position  initiale  A  et  par  le  point  O  que  je  prends  pour 
origine    :   la   force   motrice    peut     être    représentée   par 

—  m  -jy  et  l'équation  du  mouvement  se  réduit  à 

s 

(  \  ^ ~_  ^ 

^^^  dt  ~       s^' 

on  reconnaît  qu'elle  est  la  même  quel  que  soit  le  signe 
de  s.  Pour  obtenir  une  première  intégrale,  je  multiplie  les 
deux  membres  par  2  ds  et,  en  supposant  OA  égal  à  a  et 
dirigé  dans  le  sens  des  s  positifs,  j'ai 


d'où 


/   N  ds        ,     X     / 

(2)  .  =  ^-=±-v/;?rr7... 


(3) 


}<  dt         ±  s  ds 


La  distance  5,  d'abord  égale  à  a,  doit  commencer  par 


SUR,    LA    MÉCANIQUE    RATIONNELLE.  211 

décroître  :  on  prendra  d'abord  le  signe  —  dans  le  second 
membre  des  équations  (2)  et  (3),  et  l'on  verra  que  s  va  dé- 
croître constamment  jusqu'à  zéro  :  pour  cette  première 
période  du  mouvement  nous  aurons,  en  intégrant  (3)  et 
nous  rappelant  que  s=  a  pour  ^  =  o, 

(4)  ^  =  /^ï=:^. 

Cette  intégrale  convient  jusqu'à  l'époque  t  =  ^  pour 

laquelle  s  s'annule  :  elle  n'a  été  établie  que  pour  cette  pé- 
riode et  sa  forme  même  prouve  qu'elle  doit  tomber  en 

défaut,  car  elle  astreindrait  ^  à  ne  point  surpasser -y»  ce 

qui  serait  absurde.  Reportons-nous  aux  équations  (i) 
et  (2)  :  nous  voyons  que  pour  5  =  o  la  vitesse  et  l'attrac- 
tion sont  infinies  ;  les  équations  dont  nous  sommes  partis 
deviennent  discontinues  et  l'on  ne  peut  plus  compter  sur 
les  relations  qu'on  en  a  déduites  ;  l'examen  direct  et  rigou- 
reux de  la  question  ne  permet  pas  non  plus  d'affirmer  ce 
que  doit  devenir  le  mobile  après  s'être  précipité  avec  une 
vitesse  infinie  sur  un  point  qui  exerce  sur  lui  une  attraction 
infinie.  On  peut  du  moins  faire  à  cet  égard  une  convention 
bien  naturelle  :  si  le  ïRobile  était  obligé  de  rester  sur  une 
droite  fixe  OA,  le  centre  d'attraction  étant  en  dehors  de 
cette  droite  à  une  distance  extrêmement  petite  du  point  O, 
le  mobile  passerait  en  ce  point  avec  une  vitesse  très  grande, 
mais  il  le  franchirait  et,  en  vertu  du  théorème  des  forces 
vives,  la  vitesse  serait  la  même  pour  deux  valeurs  de  s 
égales  et  de  signes  contraires  :  le  mouvement,  avant  et 
après  le  passage  en  O,  serait  symétrique. 

Nous  admettrons  que  les  choses  se  passent  de  la  même 
manière  quand  le  centre  d'attraction  est  sur  la  droite  sui- 
vie par  le  mobile  :  les  équations  (2)  et  (3)  sont  toujours 
applicables;  seulement,  après  le  passage  en  O,  ç  reste 
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d'abord  négatit  et  s  le  devient  :  il  faut  prendre  les  signes  -| 
dans  les  seconds  membres  de  (2)  et  (3)  et  l'intégration  de 
celle-ci  donne 

a 

On  *doit  avoir  5=0  pour  t  =  -r-;  la  constante  d'inté- 
gration C  est  donc  égale  à  2a  et  l'on  a,  pendant  la  seconde 
période  du  mouvement, 

It  / 

(5)  —  =  aa— /a^  —  ^s; 

S  décroît  depuis  zéro  jusqu'à  la  valeur  —  a  qu'il  atteint 

pour  ^  =  2  y  •  Alors  commence  une  troisième  période  : 

le  mobile  va  se  rapprocher  du  point  O  et  5  croît  à  partir 
de  —  a;  ds  est  positif,  mais  s  est  d'abord  négatif  et  il 
faut  le  signe  —  dans  les  seconds  membres  des  équations 
(2)  et  (3).  Intégrant  la  dernière  en  faisant  varier  s  à  partir 

de  —  a  et  ^  de  2  Y  '  il  vient  , 

(6)  —  =  2a-h  v^a2— 5». 

La  troisième  période  finit  quand  s  arrive  à  zéro  pour 

^  =  3  ^  :  alors  F,  v  sont  infinies  et  l'on  ne  peut  suivre  le 

mobile  plus  longtemps  sans  une  convention  pareille  à  celle 
que  nous  avons  faite  lors  du  premier  passage  au  point  cri- 
tique ;  on  aura  une  quatrième  période  du  mouvement  pen- 
dant laquelle 

a  ^  ' 

pendant  une  cinquième  période,  M  reviendra  de  A  en  O 
et  Ton  aura 


—  =4a-hi/a2 — fî, 
a  ^ 


et  ainsi  de  suite. 
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Ainsi,  quand  on  passe  d'une  période  à  la  suivante,  Té- 
quation  du  mouvement  se  modifie;  pour  passer  de  la 
deuxième  à  la  troisième,  de  la  quatrième  à  la  cinquième, 

il  suffit  de  changer  le  signe  de  \Jà^  —  s^  \  mais ,  pour 
passer  de  la  première  à  la  deuxième,  de  la  troisième  à  la 
quatrième,  il  faut  changer  la  constante  d'intégration,  ce 
qui  indique  une  discontinuité  dans  la  forme  de  l'intégrale, 
correspondant  à  une  discontinuité  dans  l'équation  du  mou- 
vement (i).  On  peut  d'ailleurs,  en  suivant  l'intégration  de 
l'équation  (3),  voir  par  suite  de  quelle  circonstance  analy- 
tique la  constante  qui  figure  dans  l'intégrale  change  quand 
on  arrive  à  la  seconde  période  et  ne  change  pas  quand  on 
passe  à  la  troisième.  Désignons  par  s  un  infiniment  petit. 
Si  l'on  intègre  l'équation  (3)  en  faisant  varier  s  depuis  a 
jusqu'à  une  valeur  comprise  entre  o  et  —  a,  on  aura,  sans 
erreur  sensible, 

\t  _    r^         sds  r*     sds 

ce  qui  revient  à  l'équation  (5). 

Intégrons  maintenant  en  faisant  varier  s  de  a  k  —  a  puis 
de  —  a  k  une  valeur  inférieure  à  zéro  ;  on  pourra  écrire 

À«  __    r^  __      sds  r"''^^ _s_ds__         r'      __      sds 

=  y/a2  — r*  — (v/2aE—  £*-— /a*— e2)_|-/a2  — 5«  — /2ae—  £«; 

cette  relation  revient  à  l'équation  (6).  Or  on  voit  que  le 

radical,  \/a^  —  5^,  qui  change  de  signe  d'une  période  à 
l'autre,  est  en  valeur  absolue  égal  à  a  quand  le  passage  se 
fait  pour  5  =  o,  et  à  zéro  quand  on  passe  par  s=^±a\  le 
terme  qui  se  double  quand  on  intègre  est  nul  dans  un  cas, 
fini  dans  l'autre. 


} 
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129.  Mouvement  d'un  point  M  soumis  à  l'action  de 
deux  centres  fixes  O,  A,  dont  chacun  V attire  suivant 
la  loi  de  Newton;  le  point  M  est  d'abord  sur  OA  avec 
une  vitesse  dirigée  suivant  cette  droite. 

Le  mobile  ne  quittera  pas  la  droite  OA.  Je  prends  le- 
point  O  pour  origine,  et  je  suppose  OA  égal  à  a  et  dirigé 
du  côté  des  s  positifs;  prenant  la  masse  du  point  O  pour 
unité,  je  désigne  par  [jl  la  masse  de  A  et  par  \^  l'attraction 
de  deux  masses  égales  à  l'unité  et  dont  la  distance  est  i. 
On  obtiendra  sans  peine  l'équation  différentielle  du  mou- 
vement, mais  on  reconnaîtra  qu'elle  change  de  forme  sui- 
vant la  région  de  la  droite  OA  dans  laquelle  se  trouve  le 
mobile  :  quand  il  est  entre  A  et  O  l'on  a 

(I)  _  .         r  . 


dt  s'-        {a  —  sY' 

si  au  contraire  5  est  négatif  ou  >  a,  nous  aurons 

Plaçons-nous  dans  le  premier  cas  et  désignons  par  ^o» 
Vq  les  valeurs  Ae  s  Qlv  pour  ^  =  o  ;  nous  aurons  l'intégrale 
première 

(3)     ..=  .?  +  .X.(.l-l)  +  a^X.(^-^J  =  <p(,). 

Une  seconde  intégration  donnerait  t  sous  forme  d'une 
intégrale  elliptique  en  s]  mais  l'équation  (3)  suffit  pour 
décider  de  la  question  la  plus  intéressante  dans  la  loi  du 
mouvement,  celle  de  savoir  dans  quel  sens  et  jusqu'à  quel 
point  marchera  le  mobile.  Il  faut  d'abord  voir  si  ç(5),  po- 
sitif et  très  grand  quand  s  est  voisin  de  o  ou  de  a,  peut 
devenir  nul  ou  négatif  pour  une  valeur  intermédiaire  de  s  : 
or,  quand  s  varie  de  o  à  a,  ^{s)  passe  par  une  valeur  mi- 
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nimuiD  Q  lorsque 

s'annule;  cela  n'arrive  que  pour  une  valeur  5 1  = = 

de  5;  au  point  G  de  la  droite  OA  qui  correspond  à  celle 
valeur  de  5  les  attractions  de  O  et  de  A  sont  égales,  et  c'est 
une  position  d'équilibre,  évidemment  instable.  On  trouve 
alors 

Si  Q  >  o,  l'expression  (3)  de  (^^  ne  peut  s'annuler  et  le 
mobile  marche  toujours  dans  le  même  sens  jusqu'à  ce 
qu'il  arrive,  avec  une  vitesse  infinie,  en  l'un  des  points  O 
ou  A  5  on  ne  peut  décider  en  toute  rigueur  de  ce  qu'il  doit 
faire  ensuite,  mais  il  est  naturel  d'admettre  qu'il  sortira 
de  la  région  OA,  et  alors  son  mouvement  sera  régi  par 
Tune  des  équations  (2). 

Soit  au  contraire  Q  <  o  :  si,  d'après  les  conditions  ini- 
tiales, le  mobile  n'a  pas  à  passer  par  le  point  G  pour  ar- 
river à  celui  des  points  O  et  A  vers  lequel  il  se  dirige 
d'abord,  il  marchera  toujours  dans  le  même  sens  comme 
dans  le  cas  précédent;  mais  si  le  mobile  se  dirige  d'abord 
vers  G,  sa  vitesse  s'annulera  bientôt,  et  il  rebroussera 
chemin  pour  aller  se  précipiter  vers  l'un  des  points  0 
ou  A. 

Dans  le  cas  limite  où  Q  est  nul,  la  valeur  correspon- 
dante de  vj,  substituée  dans  l'équation  (3),  donne 


P»=;^2=2Xî(l-h/(x) 


dt^  as{a  —  S) 


\/        n\  js.       ,    ds  \/as{a  —  s) 
l'intégration  peut  se  faire  au  mojen  des  fonctions  élémen- 


2l6  RECUEIL    d'exercices 

taires;  mais,  sans  reffectuer,  on  voit  que,  si  le  mobile  se 
dirige  d'abord  vers  C,  il  ira  jusqu'à  ce  point,  pour  ne  l'at- 
teindre qu'au  bout  d'un  temps  infini. 

Le  mouvement  que  je  viens  d'étudier  serait  celui  d'un 
corps  placé  entre  la  Terre  et  la  Lune,  si  ces  deux  astres 
étaient  immobiles.  Prenons  pour  unité  la  masse  de  la 
Terre  que  je  considère  comme  une  sphère  de  rayon  R 
ayant  son  centre  en  O  ;  on  peut  poser 

a  =  60  R,     u,  =  — , 

d'où 

OG  =  54R. 

L'attraction  ^^j  de  la  Terre  sur  un  point  de  masse  i  situé 

à  sa  surface  est  G  =  9,82  (un  peu  supérieure  à  la  gravité 
à  cause  de  l'effet  de  la  force  centrifuge),  et  V^  est  égal 
à  GR2.  Cherchons  avec  quelle  vitesse  un  mobile  devrait 
partir  de  la  surface  de  la  Lune  pour  arriver  à  la  Terre  :  il 
faudrait  que  Q  fût  positif  :  or  on  a 

5o=fGo-~^R  =  -^R,     a-5o=-R: 
\  11/  II  II 

on  devrait  donc  avoir 

o^     r.T>  /  II         II         100  \ 
\657       243       4860/ 


ce  qui  donne  i^o>  2276 


m 


130.  Théorème  sur  le  temps  nécessaire  à  un  mobile 
pour  atteindre  une  position  d'équilibre  instable. 

Nous  venons  de  voir  un  cas  où  les  conditions  initiales 
du  mouvement  sont  telles  qu'en  vertu  de  l'équation  des 
forces  vives  un  mobile  doive  atteindre  avec  une  vitesse 
nulle  un  point  C  où  il  serait  en  équilibre,  nécessairement 
instable  ;  nous  avons  trouvé  qu'il  n'arrivera  qu'au  bout 
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d'un  temps  infini.  Je  vais  montrer  que  ce  fait  est  géné- 
ral, quand  la  force  motrice  F  ne  dépend  que  de  la  posi- 
tion du  mobile  sur  la  droite  qu'il  doit  parcourir. 

Prenons  le  point  C  pour  origine  des  s  :  F  peut,  en  gé- 
néral, se  développer  par  la  formule  dç  Maclaurin  suivant 
les  puissances  entières  de  ^,  et,  comme  elle  s'annule 
avec  Sy  G  étant  une  position  d'équilibre,  on  a 

_,      dimç^  ,  , 

F  =  —^ —as-hbs^-^-,... 

as 

Multiplions  par  2  ds  et  intégrons  : 

mp*  =  const.  -h  as^  4-  -  bs^-^.. .; 

mais,  par  hypothèse,  Sq  et  i^Q  sont  tels  que  i>  doive  s'an- 
nuler avec  5;  la  constante  d'intégration  est  nulle  et  Ton 
tire  de  l'équation  précédente 

ds  i-r-  -  ds 

A  étant  une  fonction  de  s  qui  a  une  valeur  finie  pour 
s=  o:  or  on  sait  dans  ce  cas  que  /     — '-=  est  infini  :  il 

faut  un  temps  infini  pour  que  s  vienne  à  s'annuler. 

La  proposition  serait  en  défaut  si  F  ne  pouvait  plus  se 
développer  par  la  formule  de  Maclaurin,  mais  était  infini- 
ment petite  d'ordre  a,  inférieur  à  l'unité,  quand  s  est  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre  :  on  trouverait  pour  t 
une  valeur  de  la  forme 


=/■ 


î±^  ds 


r^' 


a  -hi 


qui  reste  finie  quand  on  intègre  jusqu'à  5  =  0, étant 

<i. 
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131.  Mouvement  vertical  d'un  point  pesant,  en  ad- 
mettant qu^il  éprouç^e  dans  l'air  une  résistance  propor- 
tionnelle au  cube  de  la  vitesse. 

Supposons  que  le  corps  monte  :  l'équation  de  son  mou- 
vement sera  de  la  forme 

Séparons  les  variables  et  décomposons  en  fractions  sim- 
ples : 

Zgt  ^      (ç^-^k)\/v'^—vk-hk^ 

/T        .                   k{vQ  —  v)J^ 
-t-  /3  arc  tan  g  —j- ~ ^-\ 


(^) 


ds 
Si  dans  (i)  on  remplace  dt  par  —  >  on  en  tire 


^g  ds  _       Zkv  dv  _^     dif  (ç-i-k)d{>   ^ 

k^      "~~~  k^-\-v^  "~  ç  -\'k  ~"  v^'—vk^  A:^' 


d'où 


(3) 


3^^  _^{v-^-k)^i^l  —  VQk^k^ 
^^    "^      {vo-^k)^v'-—çk-^k^- 


/ô        •                   k{vo—v)\/3 
v/3  arc  tang  -j- j-. '-^ 


On  obtiendrait  la  relation  qui  lie  5  à  ^  en  éliminant  v 
entre  (2)  et  (3);  l'élimination  est  difficile,  mais  si  l'on 
donne  à  v  une  série  de  valeurs,  on  aura  autant  de  systèmes 
qu'on  voudra  de  valeurs  simultanées  de  s  et  de  t.  En  fai- 
sant (^  =  o,  on  trouve  que  le  mobile  s'arrête  pour 

«  =:  ^—  {  L  -H  /3  arc  tang  —j-^ —  ) , 

3^V    s/çl-^ç^k^k'^  ^aA  —  t^o/ 


A 
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après  avoir  parcouru  le  chemin 


—  ( 
3^V 


L  "—^ îi h  /3  arc  lang  —~ — 

i'oH-a:  °2A:— Po 


Si  l'on  suppose  que  le  mobile  ait  été  en  mouvement 
avant  l'époque  ^  =  o,  on  trouve  que  (^  a  dû  être  infini  pour 
une  valeur  négative,  mais  finie,  de  /, 

-=-z  —  yô  arc  tang 


l'arc  tangente  étant  pris  entre  zéro  et  tt. 

Quand  le  mobile  redescendra,  après  avoir  atteint  sa 
hauteur  maximum,  son  mouvement  sera  encore  régi  par 
les  équations  (i),  (2)  et  (3),  contrairement  à  ce  qui  arrive 
dans  le  cas  d'une  résistance  proportionnelle  à  t^*  :  ç^  deve- 
nant négatif,  la  force  —  mg  tj  est  toujours  dirigée  en  sens 

contraire  de  la  vitesse  ;  on  voit  que  (^  tend  vers  —  k  pour  t 
infini.  Il  est  clair  que  si  le  mobile  avait  commencé  par 
descendre,  il  aurait  été  naturel  d'étudier  son  mouvement 
en  comptant  les  5  positifs  suivant  la  verticale  descendante. 
On  peut  développer  les  valeurs  (2)  et  (3)  de  t  et  de  s 

suivant  les  puissances  croissantes  de  -r>  mais  on  arrive  plus 

vite  au  résultat  en  développant  d^abord  dt  et  ds  : 

,  k^      dv  /        r'       p*  \  <fc        ,  , 

«  ^  =  —  7^ 7  —  =  — (i— — -rt--j ...)  — ,     as  =  v  dt, 

k^  -h  v^  g  \        k^       k^  I  g 

L'intégration  donne  alors 

g  ^k^g  o^g  5k^g 

132.  Un  point  matériel  est  attiré  vers  un  centre  Jixe  O 
avec  une  intensité  fonction  continue  de  la  distance^  et  il 
se  meut  dans  un  milieu  homogène  dont  la  résistance  est 
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proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse;  déterminer  la 
loi  d^attraction  de  manière  que  le  mobile  partant  du 
repos  arrive  en  O  dans  un  temps  T  indépendant  de  la 
distance  initiale  a.  (W.  Waltow.) 

Soienty  (5)  la  fonction  cherchée  de  la  distance  5,  kv^  la 
résistance  de  Tair  ;  on  a 


(I) 


d.v^ 


ds 
Faisons 


=  2 A:p*  —  2/(5),     ^>»  =  —  =  e«**    /     ie-^^^f{s)ds. 


(2)  /     2e-*^'f(s)ds=u,     e-^^  ds  =  (f{u)du, 

t/o 

Soit  a  la  valeur  de  u  qui  répond  k  s  =  a;  on  a 
f     ^e-^^^/{s)ds=   j    —   /     =a  — M. 


Il   suffit  d'intégrer   la    valeur   de   dt   tirée    de  (i)   pour 
avoir 

'0 


v/a— w 


changeons  de  variables  en  posant  z^  =  a.3,  nous  aurons 
,«  __     /*    ^aL(D(az)dz  _     C    ^az^(az)dz 

Jq  s/l  —  Z  J  ^  s/z  —  Z^ 

Pour  que  T  ne  dépende  pas  de  a,  il  faut  que  \Jolz  ^{olz)  soit 
une  constante;  autrement  elle  serait  croissante  ou  décrois- 
sante tant  que  la  variable  az  serait  comprise  entre  zéro  et 
une  valeur  finie  h.  Supposons  la  croissante  et  donnons  à  a 
deux  valeurs  ai,  (x.2  inférieures  à  A,  ai  étant  <  a2  :  pour 
a  =  ai ,  tous  les  éléments  de  l'intégrale  sont  moindres  que 
les  éléments  correspondants  pour  a  =  a2  et  l'on  aurait 
pour  T  deux  valeurs  inégales  :  il  faut  donc  avoir,  X  dési- 


r 
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gnant  une  conslante, 

/a^(p(a^)=  X  =cp(a)v/w,     «>(w)=  -— ; 
on  a  alors 

T=    / ■  =  ÀTT,     A  =  -,      (p(a)=— -. 

Mais  la  seconde  des  équations  (  2  )  nous  donne 

Hdu 


e-**  ds  =  <p(m)  ûfw  = 


t—  > 


TT  y/a 
intégrant,  en  observant  que  u  s'annule  avec  s  y  il  vient 


d'où 


I  —  e-f^^  = /a, 


mais,  par  la  définition  même  de  u,  -p  n'est  autre  que 
2^(5)^"^**  :  on  a  donc 


pour  l'expression  de  l'attraction  cherchée.  Il  est  facile  de 
rechercher  directement  le  mouvement  que  cette  attraction 
imprime  à  un  point  M,  eu  égard  à  la  résistance  du  milieu  : 
on  vérifie  que  M  arrive  à  l'origine  après  le  temps  T,  et 
qu'il  s'arrête,  au  temps  2T,  pour  une  valeur  de  s  telle 
qu'on  ait 


g— X*  4-  g— X«  =  2  j 


cette  valeur  est  comprise  entre  o  et  —  a  :  le  mobile  serait 
ensuite  rappelé  vers  le  point  O,  mais  son  mouvement  ne 
serait  plus  tautochrone. 

Lorsqu'on  néglige  la  résistance  de  l'air  en  faisant  Ar  =  o, 
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l'expression  de /{s)  se  réduit  à  ^^j  résultat  important  et 

connu.  Quant  à  la  forme  de  ?(«)?  elle  pourrait  être 
donnée  par  la  solution  d'un  problème  plus  général,  que 
Toa  doit  à  Abel. 

133.  Problème  d^Abel.  Application.  —  Il  s'agit  de 
déterminer  une  fonction  y  (a)  telle  qu'on  ait,  pour  toute 
valeur  de  a  comprise  entre  o  et  A, 

Jo      va  —  " 

F  étant  une  fonction  donnée.  Pour  plus  de  clarté  dans  ce 
qui  suit,  je  remplace  a  par  a:,  u  par  y  dans  l'équation  pré- 
cédente, puis  je  multiplie  les  deux  membres  par  , 

c  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  A,  et  j'intègre  de- 
puis x=^  o  jusqu'à  x=  c  :  on  doit  avoir 

r dx  C      ^(y)^y  r'F(x)dx^ 

Le  premier  membre  représente  la  masse  d'une  aire 
triangulaire  située  dans  le  plan  des  xj  entre  l'axe  des  x 
et  les  droites  définies  par  les  équations 

y=^x,    a?  =  c, 

en  supposant  la  densité  au  point  (^,  y)  égale  à 

?(r) 

Mais  on  peut  intégrer  d'abord  par  rapport  à  x  qui,  pour 
une  valeur  donnée  de  y  y  varie  depuis  y  jusqu'à  c;  on 
aura 

r""  f  s  7  r""        dx  r''Y{x)dx 


/ 


1 
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On  trouve  aisément  que  l'intégrale  relative  à  x  dans  le 
premier  membre  est  égale  aie  :  le  second  membre  est  une 
fonction  connue  de  c, 

et  Ton  doit  avoir 

d'où,  en  différenliant  par  rapport  à  c, 

ce  qui  fait  connaître  la  forme  de  la  fonction  cherchée.  Si 

F(j:)  se  réduit  à  une  constante  II,  A(c)  est  égal  à  2Hy/c, 
et  Ton  retrouve  un  résultat  obtenu  précédemment. 

La  solution  que  nous  venons  d'obtenir  pour  le  problème 
d'Abel  permet  de  déterminer  la  loi  de  Tattraction  que  l'o- 
rigine O  doit  exercer  sur  un  point  partant  du  repos  pour 
l'amener  en  O  au  bout  d'un  temps  T  qui  soit  une  fonction 
donnée,  ^(V),  de  la  vitesse  V  à  l'arrivée,  quelle  que  soit 
la  distance  initiale  âr,  mais  l'attraction  étant  supposée  une 
fonctiony(5)  de  la  distance,  sans  qu'il  y  ait  résistance  de 
milieu.  La  masse  du  mobile  étant  i ,  l'on  a 

p*=    /    '-if{s)dx  =^    I     2f(s)ds—  I     2/{s)ds, 

V«=     r     2/(5)  C^. 

Si  donc  nous  posons 

('^)  f  'if(,s)ds  =  u,       f   ii/(s)ds  =  a,     ^(v/ï)=F(a), 

(3)  ils  =^  ^{u)da, 
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nous  derons  a¥OÎr 


r'5  «   «fa       _ 


et  no  os  saTons  qu'il  faot  prendre  pour  cela 

fi»  S.  li=—  i'«) 

la  fonction  r!»  étant  définie  par  Téquation  (i).  Cela  poïïé« 
Féquation  (3 .  donne 

(5;  '^'x'^  "'' 

car  u  et  ri/  u)  s^annnlent  en  même  temps  qae  5.  La  pre<- 
mière  des  équations  (2)  donne  aussi 

(6;  f''^=-^d-s' 


si  donc  on  peut  résoudre  Téquation  (5)  par  rapport  au, 

du 
ds 

ds 


on  aura  -r-  en  fonction  Ae s e\  f{s)  sera  connu;  autrement, 
il  faudrait  éliminer  i/^  —  et  s  entre  les  équations  (3),  (4)  ^ 


(5)  et  (6). 

Soit  par  exemple  ./(V)=  aV*  :  on  aura 


^i,u)=    I      Ajr^    =-t1u\     s=^1u\ 

-Vt^'  ^<'>=7îS'  ^-v/f?- 

MonTement  curviligne. 

134.  Quand  un  point  M  se  meut  librement  sous  Tactioa 
d*une  force  F,  à  laquelle  on  peut  toujours  réduire  un  sys- 
tème de  forces  agissant  sur  M,  F  est  dirigée  suivant  l'ac- 
célération totale  du  mouvement  et  égale  au  produit  de  cette 
accélération  par  la  masse  m  du  mobile.  A  chaque  décom- 
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position  de  raccélération  correspond  une  décomposition 
semblable  de  la  force,  et  l'on  peut,  de  cette  proposition, 
tirer  les  élément5  suffisants  pour  déterminer  le  mouvement 
produit  par  une  force  donnée  :  les  équations  qui  résolvent 
la  question  de  la  manière  la  plus  générale  sont  dues  à 
Maclaurin,  et  leur  forme  est  bien  connue  : 

(,)  '^■ôF^^'    ""di^^^'    ""Sô^^' 

leurs  intégrales  renferment  six  arbitraires  qu'on  peut  dé- 
terminer sans  ambiguïté  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  ini- 
^.  1       1  dx    dy    dz 

On  peut  déduire  des  équations  (i),  lorsque  les  axes  sont 
rectangulaires,  l'équation  des  forces  vives 

d  \  mv^  =Xdx  -hY  dy  -^Z  dzj 

mais  cette  équation  ne  peut  donner  une  intégrale  du  pro- 
blème, celle  des  forces  vives,  que  si  le  second  membre  est 
une  différentielle  exacte. 

Quand  la  force  F  rencontre  constamment  une  droite 
fixe,  on  peut  prendre  cette  droite  pour  axe  des  z,  par 
exemple,    et   conclure   des   équations  de  Maclaurin  que 

1»  •  dy  dx  1 

1  expression  ^S-  — JK777  ^  ^^^  valeur  constante;  or  cette 

expression  représente  le  produit  de  a  coséc  YOX  par  la  vi- 
tesse aréolaire,  autour  de  l'origine,  de  la  projection,  faite 
parallèlement  à  OZ,  du  mobile  sur  le  plan  des  xy  :  on  ob- 
tient de  la  sorte  une  intégrale  des  aires,  qui  sera  toujours 
utilement  employée. 

133.  Des  forces  analytiques  :  exemple.  —  Il  y  a  un  cas 
remarquable  dans  lequel  le  mouvement  d'un  point  peut 
se  déterminer  complètement  au  moyen  de  deux  quadra- 
tures :  c'est  le  cas  où  le  mobile  se  meut  dans  un  plan,  celui 

De  S.-G.  —  Rec.  l5 


I xturiAU,  iti  J  .£ai:x*^  B iJ"^.^f:r^Tuuie:  3»iac  lî-il-  Faar  le— 


rP  H'  ,P  rt' 

«st  Tue  5icie  ina^^^^rui-  le  nict^o^e  ^c  2  urruxuaiL  ie  **  a 
r*îî:r*i5^»ii^nt  ^jjzàsurizà:   ie  F  it  »:fL  iozrîe  i^jfc  OX.   L? 


*  1. 


On  iiTï  one  rrrr^rrale  prerzièr»  en  m^Iif^ZLiiit  les  «ieiix. 
m^t:i-ir*^  par  i  :fv*  et  înCi^zr^Lni  : 

Cette  é/piatîisn  fait  coonallre  ^  et,  pir  can5êqu«iiî«  -v-  e£ 

— ?  01 1-^  deiïx  composai! les  de  ia.  vitesse:  on  en  lire  en- 

foîte  poir  rf/  ane  Taleur  de  la  forme  ^   :i    t/a,  el  une  noo- 
Telle  intégration  donne  la  relation  linie  entre  «  el  f  :  on 
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en  déduira  pour  chaque  instant  la  valeur  de  u  dont  la 
partie  réelle  est  égale  à  x,  la  partie  imaginaire  à  ^^  :  le 
problème  est  alors  résolu. 

Soit  la  fonction w  :  la  force  qui  en  dérive  a  pour 

composantes 

^-^      8a      -^'     ^-    4a       -^'     ^-^' 

cherchons  le  mouvement  qu'elle  imprimera,  dans  le  plan 

des  xy,  à  un  point  de  masse  i ,  en  supposant  qu'on  ait, 

pour  ^  =  o, 

-  dx  dy       Z 


ou 


du       3 


1/ =  3  a,    -r- = -av^ — I. 
dt        a 


L'équation  (2)  devient 

du'^  9a*        r"/3u^  \    .         M» 

dt'  4        Jsrt  \4a  /  4« 

on  en  déduit 

-- 
rfa  M    *  du  ï  ,   /a 

a^  =  — .  =  —  9     -  r  -♦-  a  =  arc  cos  2  4  /  -  > 

en  posant 

a  =  arc  cos —7-:     dou     cosa  =  — —>     sina=^— -—-• 

v/3'  v/3  /î 

Si  l'on  prend  les  cosinus  des  deux  membres  de  l'équation 
intégrale,  on  aura 

2  i  /  -  =  cos  f-^H-a)  =  —rzl  2,  cos  -  f  —  i/ — î  sin  -  f  ) , 

__  24  a  __  3 -h  5  cos  * -i- 4  v/ — isin^ 

"""  3-f-5cosf  —  4v/'^sini  -24a  (5_f-3cosO' 
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Celte  équation  se  dédouble  et  donne 

3  -+-  5  co^t  96  a  sin  t 

Si  Ton  prend  des  coordonnées  polaires,  on  trouve 

^4^             t.«,rA           4sin^                   ,^5  — 3cose 
»     tango  = >     r  =  oa 


5-i-3cos^  ^         3-f-5cosi 

la  trajectoire  est  une  conchoïde  de  cercle. 

136.  Mouvement  de  deux  points  qui  s'attirent  propor- 
tionnellement à  leur  distance  et  à  leurs  masses,  et  dont 
l'un  est  libre,  l'autre  obligé  de  rester  sur  une  droite 
fixe.  Cas  oh  la  masse  du  point  libre  est  triple  de  la  masse 
du  second  y  et  oii  la  droite  fixe  exerce  un  frottement,  les 
vitesses  initiales  des  deux  points  étant  nulles.  (Paris,  1 865.) 

Prenons  la  droite  fixe  OApour  axe  des  x  avec  deux  autres 
axes  rectangulaires  ;  soient  [jl  la  masse  du  point  assujetti  à 
rester  sur  OA,  m  celle  du  point  libre,  s  Tabscisse  du  point 
[X,  x^  y,  z  les  coordonnées  de  m,  c^  le  coefficient  d'attrac- 
tion pour  deux  unités  de  masse  à  Tunité  de  distance.  Les 
équations  du  mouvement  s'écrivent  immédiatement,  en 
divisant  par  les  masses, 

Les  deux  dernières  sont  des  équations  linéaires  du  se- 
cond ordre  à  une  seule  inconnue  et  à  coefficients  constants  ; 
leurs  intégrales  ont  une  forme  connue 

7  =  A  cos  et  v^  -^  A'  sin  et  v/[i,     -s  =  B  cos  cf  y^fi  -4-  B'  sin  et  \/[x. 
On  pourrait  les  écrire  sous  la  forme  équivalente 

y  =  acose^li{t-^a)f     z=  b  cose\/^{t  —  P). 
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11  en  résulte  que  m  se  meut  sur  un  cylindre  elliptique  dont 
l'axe  est  l'axe  des  x^  la  projection  de  son  rayon  vecteur  sur 
le  plan  yz  décrivant  des  aires  proportionnelles  au  temps; 


là  durée  d'une  révolution  est 


Quant  aux  deux  premières  équations  (i),  je  les  remplace 
par  les  deux  combinaisons  suivantes  : 

Les  intégrales  ont  encore  une  forme  connue 

X  —  *  =  H  cos  et  yjm  -\-  \l-\-\M  sin  et  ^m  ■+-  \l. 

La  première  exprime  que  la  projection  du  centre  de  gra- 
vité de  [X  et  de  m  sur  OX  se  meut  uniformément  ;  les  va- 
leurs de  5  et  ;r  prouvent  que  ces  points  oscillent  de  part  et 

d'autre  du  centre  de  gravité  dans  un  temps  —  '  . 

c^/  m  H-  (JL 

Dans  le  cas  particulier  proposé,  je  prends  pour  origine 
la  position  initiale  O  de  jjl,  et  pour  plan  des  xy  celui  qui 
passe  par  la  position  initiale  M  de  /n  ;  je  fais  [a  =  i ,  m  =  3. 
Le  point  m  ne  sort  pas  du  plan  des  xy.  Quant  à  [x,  il  éprouve 
de  la  part  de  m  une  attraction  dont  la  composante  suivant 
OX  est  ic^{x  —  s)j  et  la  composante  normale  ic^y]  celle- 
ci  est  détruite  par  la  rigidité  de  OX,  mais  elle  donne  lieu 
à  une  force  de  frottement  en  sens  contraire  de  la  vitesse 
de  {JL  et  égale  à  la  valeur  absolue  de  ic^/y»  Soient  a  et  6 
les  coordonnées  initiales  de  m,  supposées  positives^  les 
équations  différentielles  du  mouvement  seront  d'abord 

(2)  ^  =  ^c\x-s)-^Zfc^y, 

(4)  S  =  -^'^'- 


n 
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L'équation  (4)  admet  pour  intégrale 

y  —  A.  cos  et  -h  B  sin  et  ; 

mais  comme,  pour  ^  =  o,  on  a  j^  =  fr,  ~  =  o,  il  vient 

A  =  6,     B  =  o     et    y  =  b  cos  et. 

Dans  l'équation  (2)  je  remplace  y  par  cette  valeur;  puis, 
en  l'ajoutant  à  l'équation  (3)  multipliée  par  3  ou  en  la 
retranchant  de  la  même  équation,  je  forme  les  combinai- 
sons suivantes  : 

d^ s         d^ X 

-4-  3  -T-r-  =  —  3  hfe'^  cos  et^ 


dt^  dt^ 


dt^ 


4  c'(a7  —  s)  -f-  ^e^fb  coset. 


Intégrons,  en  tenant  compte  de  ce  que,  pour  ^  =  o,  on  a 


dx        ds 

5r  =  di  =  *=°'^  =  «= 


S'\-  3x  =  3b/cosct  -{'  3 (a  —  6/), 
X  —  s  =f.  bf  cos  cf  -f-  (  a  —  bf)  cos  2  et, 


d'où 


3 

s  z=  --  (a  —  ^f){}  —  cosac^), 

or  =  7  (  a  —  bf)  -f-  bf  cos  et  -h  -:{ci  —  bf)  cos  2  cf , 
4  4 

Ainsi  y  diminue  d'abord  jusqu'à  devenir  nul  pour  ^  =  ~ , 

3 
et,  dans  la  même  période,  s  augmente  de  zéro  à  ~  (a  —  bf). 

Mais  il  faut  porter  notre  attention  sur  l'équation  (2),  où 
entre  la  force  de  frottement;  elle  est  écrite  dans  l'hypo- 

thèse  où  y  et  -^^  sont  positifs.  Quand  l'une  des  deux  quan- 
tités changera  de  signe,  il  faudra,  dans  cette  équation,  chan- 
ger le  signe  de  S/c-jk;  il  en  résulterait  de  la  difficulté  pour 
suivre  les  points  dans  la  suite  des  temps;  ici  les  données 
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sont  tellement  choisies  que  J'  et  -3-  changent  de  signe  en 
même  temps,  en  sorte  que  l'équation  (2)  sert  encore  pour 
le  retour  de  [jl  vers  le  point  O ^  t  croissant  de  —  à  -,  5  re- 
vient à  zéro,  V  va  de  zéro  à  —  6,  et  ^  arrive  à  la  valeur 
finale  a  —  26/;  alors  m  et  [x  sont  immobiles,  et  nous  nous 
retrouvons  dans  les  conditions  initiales,  sauf  le  changement 
de  a  en  a  —  26/.  L'équation  de  la  trajectoire  du  point  m 
s'obtient  en  éliminant  t  entre  les  valeurs  de  a:  et  de  ^  : 

C'est  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  des  :r,  et 
le  sommet  a  pour  coordonnées 

^"-  i{a-bf)'    ^  ^       a-^bf 

b^ 
le  paramètre  est     _i^f' 

Une  condition  indispensable  pour  que  les  choses  se  pas- 
sent comme  il  vient  d'être  dit,  c'est  qu'au  départ  la  com- 
posante suivant  ÔX  de  l'attraction  subie  par  le  point  [x  soit 
plus  grande  que  la  composante  normale  multipliée  par  ,/*; 
cela  revient  à  dire  que  a  —  bf  soit  ]>  o,  sinon  [ji  ne  bouge- 
rait pas,  et  m  se  mou^Tait  sur  la  droite  OM.  Quand  m  sera 
arfivé  à  l'extrémité  de  l'arc  que  nous  lui  avons  vu  parcourir, 
si  a  —  2  bf —  6/ou  a  —  Zbf  est  encore  >>  o,  [jl  se  remettra 

en  marche  pour  une  excursion  d'amplitude  -(a  —  ^bf), 

et  m  parcourra  un  arc  de  parabole  dont  l'extrémité  finale 
aura  pour  coordonnées  a —  ^bfelb:\t.  fera  i  excursions, 
i  étant  le  plus  petit  nombre  pour  lequel 

a  —  (2i-f-i)&/<  o; 

ensuite  [x  sera  immobile,  et  m  oscillera  en  ligne  droite  de 
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part  et  d'autre  de  O,  sa  distance  r  étant  réglée  par  la  formule 

r  =  Tq  cos  et. 

On  aura  un  problème  facile  en  prenant  notre  cas  parti- 
culier avec  y  =  o. 

137.  Mouvement  plan  d'un  point  M  de  masse  i  attiré  en 
raison  directe  de  la  distance  par  un  centre  d'action  G  qui 
parcourt  un  cercle  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w  ; 
cas  oii  V attraction  est  égale  à  la  distance  multipliée  pat 
0)2,  et  ou  M  est  primitivement  en  repos  au  centre  du  cercle. 

On  écrit  de  suite  les  équations  du  mouvement,  où  les 
lettres  ont  un  sens  bien  clair, 

d^  X  d^  Y 

-^  =  fx2(Rcosa)^-a?),     -^^  =  u2(R  sino)/ -7). 

Les  intégrales  donnent  la  position  du  mobile  à  chaque 
instant  : 

x=  —i rcostûf-h  A  cos  a^-t- B  sma^ 

jx2  —  a)î  '    ' 

Y  =  -^ s  sm  to  f  -h  0  cos  [i.t  -h  u  sm  ja  t. 

'^  {A*  —  0)2  ^  ' 

On  peut  se  faire  une  idée  nette  du  mouvement  de  M  en 
imaginant  un  point  P  dont  les  coordonnées  seraient 


ixî  R  ul2  R 

^ -COSOit.      Y\=   -~ 


^1=  .-TF— TTî^osoi^    yi=  j;  ûntùt', 


m 

ce  point  parcourt  un  cercle  concentrique  à  l'origine  et  de 
ravon  R' =  zb  -^- r?  avec  une  vitesse  angulaire  w.  Par 

"  [Jl2 —  0)2  ^ 

rapport  à  des  axes  PÇ,  Pyj,  les  coordonnées  de  M  sont 
(2)       Ç  =  ar  —  371  =  Acosfxf-hBsinfJi^,     r,  =  GcosfJif -4-Dsin{ji^. 
L'équation  de  la  trajectoire  relative  est  celle  d'une  ellipse  , 

la  vitesse  aréolaire  relative  autour  de  P  restant  constante, 
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tandis  que  Tellipse  a  un  mouvement  de  Iransiation  tel 
que  son  centre  décrit  uniformément  un  cercle  de  rayon. 
R'.  L'ellipse  (3)  devient  un  cercle  si 

ACh-BD  =  o,    Aî-hBî=  C>-+-Dî,     d'où    ^=— 5=±i. 

Pour  interpréter  ces  relations,  je  désigne  par  r  la  grandeur 
initiale  de  PM,  par  0  son  angle  avec  OX,  par  w  la  vitesse 
relative  initiale  de  M,  par  cp  Tangle  de  cette  vitesse  avec 
OX;  les  équations  (2)  montrent  que 

A  =  rcos6,     G  =  rsin6,     B  =  —  cosç,     D=— sinç: 

donc 

w  w 

rcos6  =±:  —  sino,     r  sin  6  =  qr.  —  cos  9, 

jx  '  '     fX  ' 

ja  vitesse  relative  initiale  est  perpendiculaire  à  la  droite 
PqMo  et  égale  à  cette  droite  multipliée  par  [x.  M  se  meut 

comme  s'il  était  lié  à  un  cercle  de  rayon >  roulant  exté- 
rieurement ou  intérieurement  (selon  le  signe  admis  dans 
les  dernières  relations)  sur  un  cercle  de  rayon  R'f  i  ip  -  M 
L'épicycloïde   décrite  par  M  sera  allongée  ou  raccourcie 

R'to 

selon  que  r^ •  On  ne  pourra,  toutefois,  avoir  le  mouve- 

ment  donné  par  le  roulement  d'un  cercle  dans  un  autre  de 
rayon  double;  car  il  faudrait  w  =  [x,  et,  dans  ce  cas,  les 
intégrales  (i)  ont  une  forme  illusoire;  c'est  le  cas  particu- 
lier proposé.  Pour  l'étudier,  j'écrirai  les  équations  (i)  sous 
la  forme  équivalente 

a?  =  fx«R -— ^—  -+- A  cosixf -h  Bsintx^, 

*  jX*  —  0)2  ' 

_-.  sinw<  —  sinjx^  _,  ^       wt   -       ^ 

y=:ixïR — i—    -+-  G  C0Sfx/-+  D  sin.UL^ 

-^  ^  JX2 (D»  '  ' 
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Que  [L  tende  vers  w,  il  est  aisé  de  trouver  la  limite  de  ces 
expressions  : 

x=       -  Rw/ sina)/-f- A'coswf -4- B  sino)*, 

2 

y  = Koit  cos(a)t  ■+-  G  cosoit-{-  D'  sintut. 

Le  mouvement  est  celui  d'un  point  se  déplaçant  sur  ime 
ellipse  analogue  à  l'ellipse  (3),  mais  dont  le  centre  décrit 
une  spirale  d'Archimède  avec  une  vitesse  angulaire  con- 
stante w.  Si  au  début  x^  y  et  leurs  dérivées  sont  nulles,  on 
peut  déterminer  les  constantes,  et  il  vient 

a?  =  -  Rw^sino)^,     y  = R(d^cosw£H —  R  sinco^. 

2  ^  1  2 

Le  point  M  peut  être  regardé  comme  oscillant  sur  une 
droite  de  longueur  R,  qui  reste  parallèle  à  l'axe  des  y^ 
tandis  que  son  milieu  décrit  une  spirale  d'Archimède  dont 

l'équatîon  serait  r  =  —  [Oh —  )•  La  courbe  que  décrit  M 

présente  à  l'origine  un  rebroussement  où  la  tangente  est 
l'axe  des  x^  puis  le  rayon  vecteur  grandit  constamment; 
car  son  carré  est 

dont  la  dérivée  est  R^w^i  sin^co^,  toujours  positive. 

Le  mobile  s'éloigne  indéfiniment  du  cercle  R,  bien  que 
la  force  qui  tend  à  l'en  rapprocher  devienne  infinie  : 
exemple  frappant  des  conséquences  invraisemblables  que 
peut  avoir  une  relation  analytique  entre  les  données  d'un 
problème  et  des  profondes  altérations  qu'elle  peut  apporter 
au  mouvement  tel  qu'il  se  produit  dans  le  cas  général. 

i38.  Un  corps  pesant  est  soumis  à  l'action  d'une  force 
variable,  mais  toujours  tangentielle  :  déterminer  la  loi 
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de  celte  force  de  majiière  que  la  vitesse  soit  constante; 
trajectoire  du  mobile. 

Ce  problème  serait  applicable,  dans  une  certaine  me- 
sure, à  une  fusée  lancée  dans  l'air. 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  Thorizontale  et  la  ver- 
ticale du  point  de  départ,  et  désignons  par  a  l'angle  de  la 
vitesse  avec  l'horizon,  par  a  la  grandeur  constante  de  cette 
vitesse  et  par  F  la  force  inconnue.  La  trajectoire  est  con- 
tenue dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  la  vitesse  initiale. 
Projetons  les  forces  qui  sollicitent  le  mobile  sur  la  tangente 
et  la  normale  à  sa  trajectoire;  on  doit  avoir 

dv      ^  .  a* 

m  -T-  =  F  —  mg  sin  a  =  o,     m  —  =  mg  cos  a  ; 

at  p 

la  première  fait  connaître  F,  et  la  seconde  donne,  «p  étant 
la  valeur  initiale  de  a, 

a*  ds  cos  a  dx  a^  ,  ^  ex 

—  =  pcosa  = j = j-,    ^  =  — (çp  —  a),     a=cp— -— : 

g       ^  da.  d%  <r  ^       «2  ' 

ensuite 

dy  /         gx\  aî-         V*        a*/ 

dx  ^  \  '        a'^  /       "^         g  cos  <p 

Le  mobile  s'élève  d'abord,  atteint  une  hauteur  maximum 

—  Lséccp  pour  a:z= — ^^  puis  redescend  indéfiniment  et 

devient  asymptote  à  la  droite  x=  — (cpH — ];  la  courbe 

est  symétrique  par  rapport  à  la  verticale  du  sommet.  La 
position  du  mobile  à  chaque  instant  se  déduira  de  la  relation 

/r         CD  gO!^\ 

dx                                 I        gx\              a,        °V4       a       ia^  ! 
-r- =  acosa=  acosj  cp  — 2_  ),     t=  -h ^'-^—, '- > 

La  trajectoire,  limitée  par  l'asymptote  qu'on  a  trouvée. 
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ne   saurait  passer  par  un  point  dont  l'abscisse  surpasse 

- —  ;  mais  on  peut  faire  en  sorle  qu'elle  passe  par  un  point 

quelconque  dont  l'abscisse  est  comprise  entre  zéro  et  cette 
limite,  car  son  équation  donne  sans  difficulté  l'angle  (p, 
quand  on  connaît  x^y  et  a. 

139.  Un  point  M,  de  niasse  i,  anime  d'un  mouvement 
initial  connu,  est  attiré  vers  l'origine  O  d'axes  coor- 
donnés rectangulaires  par  une  force  F  égale  à        ^  ou  à 

OM 

—  ;  //  est  y  en  outre,  sollicité  par  une  force  égale  au  double 

de  la  composante  de  F  suivant  OZ,  mais  dirigée  en  sens 
contraire.  Chercher  comment  varie  la  fonction 

(l)  2/?  =  a7*-h^2 — ^2 

des  coordonnées  de  M;  ramener  la  détermination  du 
mouvement  de  M  à  l'intégration  d'une  équation  du  pre- 
mier ordre;  indiquer  enfin  les  lois  de  ce  mouvement  en 
supposant  que,  pour  t=^  o,  on  ait  x  =  a,  y  =  Oy  z  =  c,  et 

que  la  vitesse  v»©  égale  à  —  soit  parallèle  à  OY.  (Rennes, 

1884.) 
Les  équations  du  mouvement  sont 

(Px  _^\x      d^y  __      ^y      d^z  ^\z 
^^^  'dt^~'~~~r^'     'dti~~~l^'     ~dr'~7^* 

On  ne  peut  déduire  de  ces  équations  l'intégrale  des  forces 
vives;  mais,  si  on  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  2  t/x,  2  dy  et  —  a  rf^,  on  peut  intégrer 
l'équation  résultante,  et  il  vient 

^    '  dt^  "^  dt^        dt^   -  r«  "^ 

Cela  posé,  en  diflérentiant  deux  fois  l'équation  (1),  on 
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trouve 

d^p  d^x  d^y  d^z        dx^        dy^        dz^ 

^^î  dt^       ^  dr-  dt^        dt^        di^        dt^ 

En  ayant  égard  aux  équations  (2)  et  (3),  on  voit  que  le 
second  membre  se  réduit  à  la  constante  C,  et  Ton  en  con- 
clut une  relation  de  la  forme 

(4),  ip  =x^-v-y^—z^=  K'\-i}M-\-Ct^. 

D'autre  part,  on  voit  que  la  projection  de  M  sur  OXY 
a  une  vitesse  aréolaire  constante  :  substituant  à  x  ely  les 
coordonnées  polaires  u  et  i^^  on  a 

d^ 
^    ^  dt 

Ayant  égard  à  cette  relation,  un  calcul  binn  connu  donne 
les  transformées  des  équations  (3)  et  (4)  : 

du^       n^       dz*  X  ^        .        •      4         T.        ^  . 

dt^        u^        dt^        u^-T-z^         \ 

L'élimination  de  z  entre  ces  équations  donne  alors 


(.g-B-C,)' 


diC^  \     dt  I  A  ^       H 

*w2 


^^^      dt^        aî  — A  — 2B^— G^2        2w2— A  — ■iB/  — C^*"^^      '■-'' 


si  Ton  pouvait  intégrer  cette  équation,  on  connaîtrait  e/ en 
fonction  du  temps;  on  en  déduirait  facilement  z  et  A  par 
une  quadrature. 

Dans  le  cas  particulier  proposé,  Téquation  (3)  montre 

que  G  est  nul;  ■—  doit  s'annuler  pour  ^  =  o,  donc  B  =  o ; 

on  a  enfin 

A  =  «2  —  c»,     H  =  av^  =  ---  ^ 


L'équation  (6)  se  simplifie  beaucoup,  et  l'on  trouve,  en 
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définitive,  les  trois  équations  suivantes  entre  les  coor- 
données du  mobile  et  le  temps  : 

w'  —  ^'=  a'  —  c', 


,  u  du  1/2  M*  —  a*  -{-  c^ 

vçi  dt  =    , :    -  -^-^ , 

/(  a*  —  a*  )  (  m2  _  aï  -f-  c2  ) 

,,  aduJiu'^ — a*-Hc' 

d^  = 


M/(a«— aï)(tt*— aî-l-c2) 

La  trajectoire  est  une  courbe  à  branches  infinies  située 
sur  un  hyperboloïde  de  révolution  :  sa  projection  sur  OXY 
a  deux  asymptotes.  Mais,  si  l'on  calcule  le  carré  de  la  vi- 
tesse, m'2+  m2,J^'2_^^'2^  Qn  trouve  que  la  vitesse  est  con- 

d^'X    d^y    d^z         ^  .  ,  .  ,. 

stante;  -^t  -~  y  -^  sont  proportionnels  aux  cosinus  di- 
recteurs de  la  normale  principale  à  la  trajectoire,  et  les 
équations  (2)  expriment  que  ces  cosinus  sont  les  mêmes 
que  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  l'hyperboloïde  ; 
la  trajectoire  est  une  ligne  géodésique  de  cette  surface.  Si 
l'on  avait  a  =  ç,  la  trajectoire  serait  une  ligne  géodésique 
d'un  cône  droit,  c'est-à-dire  la  transiormée  d'une  ligne 
droite. 

140.  Moui^einent  d* un  point  pesant  sur  un  plan  incline 
dépoli. 

Le  poids  de  m  se  décompose  à  chaque  instant  en  une  force 
mg  ^\ni,  dirigée  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente,  et 
une  force  normale  au  plan,  qui  donne  lieu  à  une  force  de 
frottement  mfgcosiy  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse 
du  point.  Ces  forces  ont  des  valeurs  constantes,  que  je  dé- 

signe  par  m  y  et  mn^  ;  n  est  égal  à   /^  .  ;  elle  est  donc  ^  i , 

selon  que  l'angle  de  frottement  est  supérieur  ou  inférieur 
à  l'angle  du  plan  avec  l'horizon.  Nous  avons  le  cas  parti- 
culier du  mouvement  d'un  projectile  dans  un  milieu  résis- 
tant, où  l'on  supposerait  la  résistance  constante. 
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Prenons  pour  axe  des  x  l'horizontale  du  point  de  départ, 
pour  axe  des  y  la  ligne  de  plus  grande  pente,  en  remontant; 
désignons  par  6  l'angle  de  la  vitesse  avec  l'axe  des^  et  par 
0)  la  valeur  initiale  de  Oj  la  vitesse  v  a  d'abord  la  valeur  a. 
Projetons  les  forces  qui  sollicitent  m  sur  la  tangente  et  la 
normale,  et  divisons  par  m  : 

i)  ^=  — Ycose  — ^Y,     --=Ysme; 

ds  V  dt      :t 

mais  p=  55=-^;  donc 
(a)  dt  = 


Y  sinO 
Remplaçons  dt  par  sa  valeur  dans  (i),  nous  en  déduirons 

i^  sm6  smO  \tang|ô  / 

L'équation  (a)  montre  que  0  va  sans  cesse  en  augmen- 
tant, sans  que  v  s'annule,  jusqu'à  6=7r;  l'équation  (i) 

prouve  que,  si  co  est  <  ->   ^  diminue  d'abord  jusqu'à  ce 

qu'on  ait  cos6  =  —  n.  Nous  trouvons  tout  de  suite  une  divi- 
sion essentielle  dans  la  discussion  du  problème,  selon  que 
/i  est  ^i.  Dans  le  premier  cas,  ç  ne  cesse  de  diminuer,  et 
l'équation  (3)  nous  montre  que,  pour  0  =  ir,  ^  =  o;  le  mo- 
bile s'arrête  donc  en  un  certain  point  et  il  y  reste  immobile, 
car  l'hypothèse  est  précisément  que  le  frottement  est  plus 
grand  que  la  force  accélératrice.  Au  contraire,  pour/z<;i, 
V  passe  par  un  minimum  et  augmente  ensuite  indéfiniment 
quand  8  s'approche  de  tu.  D'ailleurs,  la  formule  (2)  nous 
donne  la  relation,  en  Ire  0  et  t. 


,  _  rt  sinw  tang'»-|-(o 


d^ 


Y  sin»e  tang'»|0 

Pour  abréger  l'écriture  et  avoir  une  intégrale  plus  simple, 
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je  pose 

-  sin  w  tang'*  -  w  =  2C,     tang  -  0  =  a, 

et  je  désigne  par  e  la  valeur  lang  -  w.  Nous  aurons 
\  dt  =  c  — -r-  dUj 

Selon  que  n  sera  ^  i ,  quand  9  sera  égal  à  tî  ou  ii  =  qo, 
t  prendra  une  valeur  finie  ou  croîtra  indéfiniment;  le  temps 
au  bout  duquel  le  mobile  s'arrête,  dans  le  premier  cas,  est 


I 


Nous  calculerons  dx  et  dy  par  les  relations 

dx=vdts\n^  =  — sin*wtang2«-w-r-— r~n:  =  2T^    ^^^rzT"'*> 

Y  a    sin*6lang»«j0         '      m2«+J 

dy=vdtcos^  =  ^c^^^^du, 

d'où 

(5-,      ^=^I^/_J l_\  +  .^If!_/_i L_V 

^^>'  2  71  -+-  I    \  e2«+l  M2«+iy  ^   2/2  —  I    \ê2«-1  U^'^-^  J 

(6)      r=:-I£i-/-J! .*_\      _XfL_/_! L_V 

^      '^         ^  a/l-f-  '2  \£2'*-^-2  u^n^'^  I  2n  — 2\£2«-2  U>'^-'^ ) 

X  gardera  une  valeur  finie  tant  que  n  sera  ^  ->  j^  ne  res- 
tera fini  que  si  n  >>  i,  donc,  quand  n  est  >  i,  le  mobile 
s'arrête  en  un  point  dont  les  coordonnées  sont  données  par 
les  formules  (5)  et  (6),  où  Ton  fait  u  infini;  quand  n  est 

compris  entre  i  et  ->  la  trajectoire  a  une  asymptote  ver- 
ticale à  une  distance  donnée  par  l'équation  (5);  enfin,  si 
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/i5->  la  trajectoire  présente  une  branche  parabolique.  On 

peut  supposer  que  la  courbe  définie  par  les  équations  (5) 
et  (6)  soit  prolongée  à  gauche  de  OY  :  on  trouve  que,  pour 

u=OyXetj'  sont  infinis,  —  ayant  une  limite  infinie  ;  il  y 

a  donc  toujours  de  ce  côté  une  branche  parabolique  à  axe 
vertical.  Les  résultats  obtenus  pour  le  cas  où  la  résistance 
du  milieu  est  Âri^'"  sont  notablement  modifiés. 

Dans  le  cas  de  /i  =  i,  les  équations  (3),  (4),  (5),  (6) 
deviennent 

y—  a      .    '      ]  )      «=- -)4-cL->      c=-sin*-a), 

\siniô/  2\e«        uV  e  y         ^^ 

L'élimination  de  u  entre  ^  et  j^  est  irréalisable;  mais  on 
n'en  voit  pas  moins  clairement  la  forme  de  la  trajectoire, 
branche   hyperbolique   à   droite,  branche  parabolique  à 

gauche.  Pour  0  =  tt,  la  limite  de  (^  est  a  sin^  -  oi. 

141.  Mouvement  d'un  point  matériel  M  attiré  vers  un 
centre  fixe  O  par  une  force  — —y  r  étant  la  distance  OM, 
c  une  constante  ;  la  distance  initiale  est  a,  la  vitesse  ini^ 
tiale  —  fait  l'angle  aigu  cl  a^fec  la  droite  MO  ;  enfin  le 

c 

centre  O  est  entouré  d'un  milieu  non  homogène  exerçant 

,  .  ^                        ,             Smcosa    , 
une  résistance  mesurée  par  v^. 

Soit  }JL  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  ;  on  aura 

r  d^       ,  ^    dr  __       ds        __  dr 

^^%\^—   c?r  '      ^""cosu'    ^  "  d^ -\- dii. '~  ~.       dr  T" 

^  '         smfx hcospafjL 

Projetons  les  forces  sur  la  tangente  et  la  normale  à  la  tra- 
De  s.-G.  —  Rec,  1^ 


242  RECUEIL    d'eXERCICES 

jectoire,  qui  est  évidemment  plane,  et  divisons  par  m, 

^  ^       dt  ds  c^        ^  r  p        c»        ^ 

La  seconde  donne,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur, 


(2)  i^'  = 


e.(i  +  rcotfxg) 


La  première  équation  (i)  peut  s'écrire 

d.v^  ir^       6p*cosa 


(3) 


dr  c*  r  cos  (jl 


On  y  remplacera  v^  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (2),  el 

-^ —  par  la  valeur  obtenue  en  différentiant  cette  formule  ;  il 

vient,  après  réduction, 

d^\L        1 -h  sinîjjt  c?;jl2        6  cos  a -4- 7  cos  (jl  rfjji 
dr^  sin*  \k       dr^  r  cos  jx  dr 

ôsinui    . 

=  -r i— (cosa -i- cosu). 

r*  cos*  (1  ' 

On  ne  peut  intégrer  cette  équation  ;  mais,  comme  on  aper- 
çoit l'intégrale  particulière  cos  [x  =  —  cos  a,  [jl  =  ir  —  a,  on 
devra  essayer  si  elle  peut  vérifier  les  équations  (i)  du  pro- 
blème, en  tenant  compte  des  conditions  initiales.  Or  les 
équations  (i),  ou  leurs  transformées  (2)  et  (3),  donnent, 
par  [JL  =  TT  —  a, 

la  seconde  est  conséquence  de  la  première,  et  elles  sont  com- 
patibles; [i.  étant  constant,  la  trajectoire  est  une  spirale 
logarithmique,  et  la  loi  du  mouvement  est  donnée  par  la 
formule 

r'  ^     _  dr  I  __  I        ^cosa 

c  ~     ""       dt  cos  a       r'~'  a 
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Ainsi  le  mouvement  donné  par  Tintégrale  particulière 
satisfait  à  toutes  les  conditions  du  problème  j  il  aura  donc 
réellement  lieu. 

Forces  centrales. 

Quand  un  point  m  se  meut  sous  l'action  d'une  force  F 
qui  passe  toujours  par  un  centre  fixe  O,  la  trajectoire 
est  plane,  la  vitesse  aréolaire  autour  de  O  garde  une  va- 
leur constante  G  ou  dz  c^.  On  a,  avec  des  coordonnées 
polaires,  O  étant  le  pôle, 


"=<=•[(*) -4  "= 


Lorsque  la  valeur  de  F  est  donnée,  il  suffit  de  l'égaler  à 
l'expression  précédente,  qui  est  due  à  Binet,  pour  former 
une  équation  du  second  ordre  de  la  trajectoire;  si  F  est 
exprimée  en  fonction  de  r,  on  peut  calculer  son  travail, 
—  2 /F  rfr,  et  le  théorème  des  forces  vives  fait  connaître 
ç^2;  en  l'égalant  à  la  valeur  rappelée  ci-dessus,  on  a  une 
équation  du  premier  ordre  pour  la  trajectoire. 

D'une  manière  générale,  G  est  égal  à  ih  To f^o  sin(ro,  Vq). 

Lorsque  la  trajectoire  passe  au  pôle,  le  mobile  y  arrive 
avec  une  vitesse  infinie  ;  on  ne  peut  dire  ce  qu'il  deviendra 
ensuite  à  moins  de  faire  une  convention  absolument  arbi- 
traire. 

Une  fois  connue  la  relation  qui  lie  r  et  6,  on  peut  inté- 
grer r^  rfô  qui  est  égal  à  G  dl^  et  avoir  ainsi  la  loi  du  mou- 
vement. 

142.  Mouvement  d'un  point  attiré  vers  l'origine  par 
une  force  inversement  proportionnelle  au  cube  de  la  dis- 

tance,  r  =  — —  • 

La  formule  de  Binet  donne  immédiatement  l'équation 
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différenlielle  de  la  trajectoire  :  en  divisant  par  — ^  >  il  vient 

Suivant  que  le  coefficient  de  -  a  une  valeur  positive  ou 
jiégative,  zt  ai^,  Tinlégrale  prend  la  forme 

-  =  A  cos/i(6  —  a)     ou    -  =  A e'»^ H- B e-'»^ : 
/•  ^  r 

les  constantes  se  déduisent  aisément  des  conditions  ini- 
tiales, et  il  est  facile  de  discuter  la  trajectoire,  qui  peut 
être  une  spirale  logarithmique. 

Lorsque  X*  —  c*  est  nul,  l'intégrale  de  l'équation  (i)  de- 
vient 

-  =  Ae  +  B; 

r 

elle  représente  une  spirale  hyperbolique  ou  un  cercle.  Je 
me  bornerai  à  chercher  la  loi  du  mouvement  dans  le  cas  de 
la  spirale;  on  a 

c  dt-r  m^  (aOh-B)*'     ""  ^       (Ae-+-B)(AOo-hB) 

1 43 .  Mouvement  d 'un  point  M  sollicité  par  deux  forces 
émanant  d'un  centre  d'action  O,  P une/  attractive ,  pro- 
portionnelle à  la  distance.  Vautre,  répulsive,  en  raison 
inverse  du  cube  de  la  distance.  Cas  oii,  à  V instant  initial, 
la  vitesse  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe  en  O, 
et  les  deux  forces  se  font  équilibre.  (Paris,  1869.) 

Le  mouvement  a  lieu  dans  le  plan  qui  passe  par  O  el 
par  la  vitesse  initiale-,  en  prenant  O  pour  pôle,  employant 
la  formule  de  Binet  et  supposant  m  =  i ,  nous  avons 
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Multipliant  par  2  dr^  on  en  déduit  l'intégrale  des  forces 


vives 


i;î=  c* 


LW"y  =  ''»-'^*^'-*-'-°)-'*(i-^)- 


Désignons  par  e  Tangle  de  r^  et  de  v^^o'o.^i 

c*  =  ro  Po  sin  e  ; 
si  l'on  divise  l'équation  précédente  par  r^,  on  peutTécrire 

PÎr5sin«e^^^-(X*-HrJp5sin«£)l 

Le  second  membre  est  positif  pour  r  =  Tq,  mais  il  devient 
négatif  quand  r  est  très  grand  ou  très  petit;  r  doit  donc 
rester  entre  deux  limites  a  et  6,  et,  quand  elle  les  atteint, 
dr  est  nul;  la  vitesse  est  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur; les  valeurs  correspondantes  A  et  â:  de  cette  vitesse 
sont  telles  que  aA  =  6/:  =  c^  =  r^v^^  sine. 

Si  l'on  prenait  pour  origine  des  temps  l'époque  où  le 
rayon  vecteur  atteint  un  de  ces  maxima  ou  un  de  ces  mi- 
nima,  l'équation  des  forces  vives  garderait  la  forme  (i),  où 

l'on  ferait  ro  =  a,  ç^o=  ^^  e=  -> 

Posons,  pour  simplifier  l'écriture,  X*  -h  a^A^  ==  n^a^^, 
a'  A2  rfr2  _       n^a^       [jl*  ««  -f-  n*         ^ 

Nous  prendrons  ~  pour  inconnue,  et,  en  admettant  qu'elle 
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commence  par  décroître,  c'esl-à-dire  que  a  soit  un  mini- 


mum, nous  aurons 


■2  2(22/1* 


En  supposant  0  =  o  pour  r  =  a,  on  aura,  sans  constante 
d'intégration, 


2/16 

=  arc  cos 


la^n'^     /  I         /l' H-  «2  |jl'  \ , 
d'où 


(3)  --  =  — -cos*-r- -i-  "-T  Sln*-T-• 
Cette  courbe  est  comprise  entre  deux  cercles  concen- 
triques au  pôle  et  ayant  pour  rayons  a  et  -;  l'angle  d'un 
rayon   vecteur   minimum  avec  le  maximum  qui  suit  est 
)  moindre  que--;  la  courbe  est  fermée  et  algébrique  si  — 

/w      2  2  ft 

est  commensurable.  Il  est  aisé  de  voir  que,  en  appliquant 
le  plan  de  la  figure  sur  un  cône  droit  dont  le  demi-angle  au 

sommet  a  pour  sinus  —  >  le  pôle  étant  au  sommet  du  cône, 

la  transformée  de  la  trajectoire  se  projettera  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  du  cône  suivant  une  ellipse  dont  les 

d^  «A    ^  h 
emi-axes  sont  —  et  -• 

n        \L 

La  trajectoire  se  réduirait  à  un  cercle  si  le  maximum  et 
le  minimum  de  relaient  égaux,  a^^=no\x  [x^a* — \^z=a^h^. 
Il  faudrait  que  la  vitesse  initiale  fût  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  et  moyenne  proportionnelle  entre  ce  rayon 
et  l'accélération  du  mobile  à  cette  époque  ;  cette  condition, 
dans  le  cas  d'une  force  centrale,  suffit  toujours  pour  que 
le  mouvement  soit  circulaire  et  uniforme. 

La  trajectoire  présente  un  point  d'inflexion  lorsque  la 
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X  .  ' 

valeur  -p  de  r  pour  laquelle  l'accélération  serait  nulle  est 

comprise  entre  les  limites  a  et  -  entre  lesquelles  varie  la 

distance  du  mobile  au  pôle. 

La  loi  du  mouvement  sur  la  trajectoire  est  donnée  par 
le  principe  des  aires  : 

ut  =  r —   : 


o'  h         n^  h 

1  adb 

X 


I  H f-  tang»  -Y-       h  cos*  -=- 

L'intégrale  devient,  en  faisant  t  =  o  pour  9  =::=  o, 

Le  temps  employé  pour  décrire  Tare  compris  entre  un 

maximum  et  un  minimum  de  r  est  —  et  ne  dépend  point 

de  X. 

Dans  le  cas  particulier  proposé,  X*  est  égal  à  [f-^a*;  on 
prendra  la  forme  (a)  pour  l'intégrale  des  forces  vives,  ^^ 
représentant  le  rayon  vecteur  initial,  h  la  vitesse  initiale; 
n^  sera  égal  à  \t.^a^-\-  A^,  mais  la  trajectoire  sera  toujours 
représentée  par  l'équation  (3)  ;  a  est  le  minimum  de  r,  car 

l'autre  limite  —  est  ^  a.  Pour  r  =  a,  le  rayon  de  courbure 

de  la  trajectoire  est  infini  sans  qu'il  y  ait  inflexion;  seule- 
ment la  tangente  a  un  contact  du  troisième  ordre. 

144.  Un  mobile  est  attiré  vers  un  centre  fixe  avec  une 
intensité  fonction  de  la  distance  au  centre  d'action;  trou- 
ver quelle  doit  être  la  forme  la  plus  générale  de  cette 
fonction  pour  que  la  trajectoire  soit  toujours  une  courbe 
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fermée,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  vitesse  initiale, 
à  la  seule  condition  que  sa  grandeur  ne  dépasse  pas  une 
certaine  limite, 

Soit/(r)  l'attraction  du  centre  fixe  qu'on  prend  pour 
pôle;  le  mouvement  s'effectue  dans  un  plan,  et  l'équation 
des  forces  vives,  avec  la  forme  qui  convient  aux  forces 
centrales,  donne 


4(â'-J =''-'/ 


/(r)  dr. 


Posons  -  =  M,  f2/(r)  dr=  —  ?(«)>  et  nous  aurons 

Si  la  trajectoire  est  une  courbe  fermée,  u  devra  rester 
entre  certaines  limites  finies  ;  supposons  qu'il  commence 
par  décroître,  il  diminuera  jusqu'à  ce  qu'il  atteigne  une 
valeur  a  pour  laquelle  le  second  membre  de  (i)  changerait 
de  signe;  il  faudra  que  u  aille  ensuite  en  croissant  jusqu'à 
une  valeur  b  pour  laquelle  (i)  changerait  encore  de  signe; 
puis  il  reviendra  à  a,  et  ainsi  de  suite.  Dans  tous  les  cas, 
la  trajectoire  sera  formée  d'arcs  superposables  et  comprise 

entre  deux  cercles  de  rayons  -  et  ^«  Les  changements  de 

signe  du  second  membre  de  (i)  ne  se  feront  qu'en  passant 

par  zéro  et  jamais  par  l'infini;  car  alors,  -^  étant  infini,  la 

courbe  serait  tangente  au  rayon  vecteur,  et  le  principe  des 
aires  ne  serait  plus  vérifié.  Prenons  pour  Mq  ^^i  valeur  mi- 

nimum  a  :  -^  est  égal  à  a^,  et  l'équation  (i)  devient 


g'  =  a^-  w^-H  ^  [cp(a)  ~  <:^{a)l 


r 
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//// 

Pour  u  =  b,  -jir  est  nul;  donc 

L'angle  de  deux  rayons  vecteurs  maximum  et  minimum 
qui  se  suivent  est 


(a)  61=    f  du^o{b)-^{a) 

Ja       |(^*-«')[?(")--?(«)]-("'-«*)[?(^)-T(«)]j 


La  trajectoire  est  formée  d'une  succession  d'arcs  égaux 
dont  chacun  est  vu  du  pôle  sous  l'angle  6^  ;  pour  qu'elle 
soit  fermée,  il  faut  et  il  suffit  que  9<  soit  commensurable 
avec  ii;  sa  valeur  (2)  doit  être  indépendante  de  a  et  de  6  : 
autrement,  en  faisant  varier  ces  paramètres  d'une  manière 
continue  et  suivant  une  loi  quelconque,  Oi  varierait,  en 
général,  d'une  manière  continue  et  ne  resterait  pas  com- 
mensurable avec  t:.  Faisons,  dans  l'intégrale  (2), 

a^c  —  A,        b  =  c -^  hy        u  =i  c -^  hz; 

nous  aurons 

A  ___    /*  hdz v/cp(c-f-A)  —  cp(c  —  h) 

y_,  {4cA[cj)(c-i-A;j)  — <p(c  — A)]— (m2  — a«)[<p(c-hA)  — cpCc  — A)]J2 

Développons  cp(c  —  A),  . . .  par  la  formule  de  Taylor  et 
écrivons  ç',  f'',  ...  au  lieu  de  f'(c),  ^"{c),  ...  ;  il  viendra, 
en  réduisant, 

dz  v/f-4--^A^cp'"-h... 


z^\f  -  cf'  —  ick^f"  +  Tik'l^f"  —  cil  -\-  Z'-)<f"]  +...|> 


(')  Si  9  (u)  =  Xu'  +  (1,  la  méthode  semble  en  défaut;  mais  c'est  le  cas 
où  la  trajectoire   peut  être  une  spirale.  L'attraction  est  de  la  forme    ^ 


(n"  142). 
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Eq  développant  les  radicaux  par  la  formule  du  binôme, 

réduisant  et  ordonnant  le  résultat  par  rapport  à  h^  on  a, 

dz 
pour  le  coefficient  de  ' » 


l/: 


9'        \  1    chzo 


m 


çp'—  C^'  {  6  Cp' — cep' 

"^l^L  ?(f~ccp')'         "^(V-coVj-^-i 

Comme  l'on  a,  d'ailleurs, 

X,v/r^=^«"'''    /.yi"-^""'''    J_iV/i~~-*"^' 
on  aura  enfin 

'"  V  y'-c?'r^48L  y'(?'-cy')  ^(y'-cyvJ^"T 

Pour  que  6|  ne  varie  pas  avec  a  et  6,  ni,  par  suite,  avec 
c  et  A,  il  faut  que  le  terme  indépendant  de  h  dans  son 
expression  se  réduise  à  une  constante  X,  et  que  le  coeffi- 
cient de  h^  soit  nul  :  la  première  condition  donne 

(3)  ccp''(c)  =  n(p'(c),     (n=-^), 

et  la  seconde 

il  faut,  de  plus,  que  \  soit  commensurable.  Or,  en  inté- 
grant l'équation  (3)  par  rapport  à  c,  on  trouve 

<p'(c)  =  Ac", 

A  désignant  une  constante  :  alors  l'équation  (4)  devient 

-r  n(n-i-  3)  =  o  : 
c* 

/i  ne  peut  prendre  que  les  valeurs  zéro  et  —  3  auxquelles 
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correspondent  les  valeurs  commensurables  i  et  j  pour  \, 
On  a  toujours 

si  Ton  fait  ai=o,  ^'(u)  se  réduit  à  une  constante  A  ou 

2B,  et  f{r)  est  égale   à  —  ;  l'attraction  se  fait  suivant  la 

loi  de  Newton,  et  Ton  sait  qu'elle  donne  une  trajectoire 
elliptique,  c'est-à-dire  fermée,  pourvu,  du  moins,  que  ^o 

ne  dépasse  pas  la  limite  i/- —  • 
Si  Ton  suppose  n  =  —  3,  on  a 

l'attraction  est  proportionnelle  à  la  distance,  et  la  trajec- 
toire est  toujours  une  ellipse,  pourvu  que  A  soit  positif. 
Quelle  que  soit  la  loi  d'attraction,  si  la  trajectoire  s'écarte 
très  peu  d'un  cercle,  la  différence  d'azimut  d'un  rayon 
vecteur  maximum  et  du  rayon  minimum  qui  le  suit  est  sen- 
siblement ^l/-733 — i  •  Newton  en  tirait  une  preuve  de 

l'exactitude  de  sa  loi  sans  supposer  connue  rigoureuse- 
ment la  forme  des  trajectoires  planétaires;  l'extrême  len- 
teur du  mouvement  des  périhélies  montre  que  la  différence 
d'azimut  considérée  s'écarte  très  peu  de  tc;  les  orbites  étant 
sensiblement  circulaires,  cp''(c)  doit  être  nul,  ce  qui  con- 
duit à  la  loi  de  la  gravitation.  Mais  la  proposition  générale 
que  j'ai  établie  est  due  à  M.  Bertrand,  qui  en  a  montré  tout 
l'intérêt  (Comptes  rendus,  iS^S).  Les  observations  faites 
sur  les  étoiles  doubles  semblent  prouver  que  leurs  trajec- 
toires sont  toujours  fermées;  on  ne  peut  admettre  que  des 
corps  éloignés  les  uns  des  autres  s'attirent  proportionnel- 
lement à  la  distance  :  on  est  donc  autorisé  à  dire  que  la  loi 
de  Newton  règne  dans  tout  l'univers. 
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lAS.  Forces  centrales  de  Jacobi  :  exemple.  — Jacobi  a 
signalé  un  cas  intéressant  dans  lequel  le  mouvement  dû  à 
une  force  centrale  peut  se  déterminer  à  l'aide  de  deux 
quadratures  :  c'est  celui  où  l'intensité  de  la  force  est  don- 
née sous  la  forme 


I 


L'expression  donnée  par  Binet  pour  les  forces  centrales 
conduit  immédiatement  à  une  équation  linéaire  et  du  se- 
cond ordre  pour  la  trajectoire.  Mais  soit  C  la  constante  des 
aires  :  on  a 

7Ï-G57'    ^^Q^^^^^di' 
Les  équations  du  mouvement,  en  supposant  /w  =  i,  peu- 


vent s'écrire 


<Px          „        .           cosO  j.,t,.d^ 
^,-=-Fcos6= ^fWât' 

cfiy  _       sinO  rfO 


On  en  déduit,  en  intégrant, 

~=-^y/(e)cosÔaO-+.A, 
J=-^y/(8)sin0tf0-+-B. 
On  a,  d'ailleurs, 


dx 

~di 
(0 


dy  dx       - 

dt       ^  dt  ' 


il  suffit  de  remplacer,  dans  cette  équation,  ^,j^  par  rcosO, 
rsinO,  et  ^,  -^  par  leurs  valeurs  (i)  pour  avoir  l'équa- 
tion de  la  trajectoire,  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

(a)  I  r  =-  g2[cosÔy/(e)sin6t;0~sine  r/(6)coseéfel 
(  -+- acosô -h  6sin6 
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ConDaissant  r  en  fonction  de  6,  on  trouvera  la  loi  du 
mouvement  en  intégrant  l'équation  Cdt  =  r^€l^, 

M.  Darboux  a  fait  une  remarque  importante  au  sujet  de 
la  trajectoire  :  si  Ton  change  d'une  manière  quelconque  les 

conditions  initiales  du  mouvement,  les  constantes  ^r^y  «, 

b  prendront  de  nouvelles  valeurs  qu'on  peut  représenter 

par  ^  j  na  -+-  a'-,  ^b  -\-  b'.  Si  donc  on  désigne  par  (j)(S)  la 

valeur  (  2  )  de  -  qui  correspond  à  un  cas  particulier,  l'équa- 
tion de  la  trajectoire  sera,  dans  le  cas  général, 

-  =  n;p(6)rf-  a'cosO  -h  è'sinO; 

elle  représente  une  courbe  homologique  à  la  courbe  (2). 
Soit/(8)  =  Xsin2  6,  et  supposons  que,  pour  ^==0,  on 
ait 

dx  dy      ,  /2X 

"^''^    ^  =  *''     dï='*'     -di^^S/Va'- 

on  demande  de  déterminer  le  mouvement  et  de  comparer 
le  temps  que  met  le  mobile  pour  tourner  autour  de  l'ori- 
gine à  celui  qu'il  mettrait  si  la  force  était  —  >  les  conditions 

initiales  restant  les  mêmes.  (Paris,  1877.) 

On  a  C  =  ac'o  =  y/fî^a,  et  les  équations  (i)  deviennent, 
en  tenant  compte  des  valeurs  initiales, 

la  trajectoire  (U)  est  représentée  par  l'équation 

I        sin'  0-4-9.  cos'  6       3  -f-  cos  2  6 


(3) 


r  7.a  \a 

Si,  les  circonstances  initiales  restant  les  mêmes,  l'at- 


1 
j 

j 
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traction  était  égale  à  -^>  le  mobile  décrirait  une  ellipse  dont 
réquation  serait,  en  faisant  tourner  Taxe  polaire  de  i8o**, 

I        3-f-cosO 
r  aa 

La  courbe  U  peut  se  déduire  de  l'ellipse  en  doublant  le 
rayon. vecteur  de  chaque  point  de  cette  ellipse  et  rédui- 
sant de  moitié  l'angle  de  ce  rayon  avec  Taxe  polaire  :  Taîrede 
U  est  quadruple  de  celle  de  l'ellipse,  et,  comme  la  vitesse 
aréolaire  sur  chacune  est  la  même,  il  faut  quatre  fois  plus 
de  temps  pour  parcourir  U  que  pour  parcourir  l'ellipse. 

146.  Mouifeinent  parabolique  dans  le  cas  de  l'attrac- 
tion  newtonienne .  Théorème  de  Lambert, 

On  sait  qu'une  masse  m,  attirée  vers  le  pôle  par  une  force 

'  " ^  i  décrit  une  parabole  dont  l'équation  est 

1  cos*|Ô 


lorsque  a/jx  =  roi^l  :  la  vitesse  aréolaire  Jc^  est  \\/pf\>- 
Pour  avoir  à  chaque  instant  la  position  du  mobile  sur 
sa  trajectoire,  je  suppose  que  l'axe  polaire  passe  au  som- 
met, en  sorte  que  9  désignera  l'anomalie  vraie.  Le  théo- 
rème des  aires  nous  donne 

dt=  — —  =1/ V Ti:  =  -1/t-(  n-tang2-e)û?tang-e. 

Intégrant  et  faisant  /  =  o  pour  0  ^=  o, 

Il  ne  sera  pas  commode  de  résoudre  par  rapport  à  9,  mais 
on  construira  des  Tables  qui  donneront  ^  en  fonction  de  0, 
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et  par  interpolation  on  en  déduira  Tanomalie  vraie  du  mo- 
bile à  chaque  instant. 

Le  théorème  de  Lambert  consiste  en  ce  que  Tintervalle 
de  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller  d'un  point  à  un 
autre  de  la  parabole  peut  s'exprimer  sans  faire  intervenir 
le  paramètre,  et  seulement  au  moyen  des  rayons  vecteurs 
extrêmes  et  de  la  corde  de  l'arc  parcouru.  Soient  a  et  6  ces 
rayons  extrêmes,  8i,  62  leurs  anomalies  vraies,  a,  p  les 
tangentes  des  moitiés  de  ces  angles,  c  la  corde  de  l'arc  para- 
bolique ;  l'équation  (1)  donne,  pour  le  temps  que  le  mobile 
met  à  passer  d'une  position  à  l'autre, 

Le  carré  de  la  corde  de  l'arc  parcouru  est 

c2=  a'-+-6'  — 2a6  cos(02  — Oi), 
d'où 

A      A 

(a  -+■  by—  c^=  iab  cos»  — -* 

2  2 

Nous  connaissons  le  produit  dea-|-6  +  cetdea-|-6  —  c] 
nous  aurons  facilement  leur  somme 

2a -4- 26=      ^.    -i ^  =/?(2-l-a«-hp»); 

cos*--       cos*  — 

2  2 

a  -{-  b  -h  C  et  a-hô  —  c  sont  racines    de  l'équation  du 
second  degré 
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donc 


On  peut  introduire  dans  la  partie  rationnelle  la  quantité 
qui  est  sous  le  radical,  et  écrire 

±,p-.,j/,^(tii)-]. 

Le  second  membre  est  un  carré,  et,  si  Ton  veut  avoir  la 
racine  en  valeur  absolue,  on  devra  écrire,  en  supposant 

d'où 

1  1 

(a -+- 6 -h  c)*  — (a -H  6  —  c)* 

=  ,l<,_„[,.3(â±--)-.(ti)-] 

Comparant  à  l'équation  (2),  nous  avons  l'expression  cher- 
chée 

T=  —^  [(a-{-6  +  c)*--(aH-6  —  c)^J. 

Si  82— 6,  est>it,  l/i-f  i(p-f-a)2est<l(P  — a)^   et 
Ton  aura 

(I)  T  =  -^[(a4-6-^c)U(a+^.-c)^]. 

Ces  formules  donnent  une  expression  remarquable  de 


>  I 


l'aire  d'un  secteur  parabolique,  qui  est  égal  à-r^T  ou 
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-TyZ/T/'p.;  l'aire  du  secteur  est  donc 

A  =  —  v/^  [(a  4-  6  -t-  c)^ih  (a  -4-  6  —  c)' J . 

Quand  on  veut  appliquer  l'équation  (3)  au  mouvement 
des  comètes,  on  prend  pour  unité  de  longueur  la  distance 
moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  et  pour  unité  de  temps  le 
jour  solaire  moyen  :  la  formule  bien  connue  du  mouve- 
ment elliptique,  n^a^  zz^f^-j  donne,  quand  on  l'^ipplique  à 
la  Terre, 

l'équation  (3)  devient  alors 

T  =  QJ  i6''32"  [(a  -t-  6  -+-  c)2  —  (a  -h  6  —  c)2  ] . 

EXERCICES. 

\.  Étant  donnés  un  point  O  et  une  droite  AB,  on  demande  sui- 
vant quelle  droite  doit  glisser  un  point  pesant,  partant  de  O  sans 
vitesse  initiale,  pour  atteindre  AB  au  bout  d'un  temps  minimum. 

La  droite  cherchée  fait  des  angles  égaux,  avec  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  0  sur  AB  et  avec  la  ligne  de  plus  grande  pente 
du  plan  AOB. 

2.  Un  point  fixe  O  attire  un  mobile  M  avec  une  intensité  qui 
varie  en  raison  inverse  de  la  n'^°*  puissance  de  la  distance  s  :  dé- 
terminer n  de  manière  que  le  mobile,  partant  de  l'infîni  avec  une 
vitesse  nulle,   ait  pour  5  =  a  la   vitesse  qu'il  aurait  eue  pour 

*  =  -  s'il  était  parti  sans  vitesse  du  point  5  =  a.  Calculer,  dans 
4 

ce  dernier  cas,  le  temps  que  le  mobile  met  pour  arriver  en  0. 
(Walton.) 

F  est  de  la  forme  —  y^s    *,  et  le  temps  demandé  est  ô  y  «*• 

3.  Mouvement  rectiligne  d'un  point  de  masse  m,  sollicité  par 
une  force  égale  à  me-^*  et  animé  d'une  vitesse  initiale  —  • 

i.  Mouvement  rectiligne  d'un  point  M  attiré  avec  une  intensité 
De  S.-G.  —  Rec,  17 
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proportionnelle  à  la  distance  par  un  point  qui  parcourt  d'un  mou- 
vement   uniformément   varié   la  même  droite  que  le  point  M, 

(RiCCATI.) 

5.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  et  l'on  demande 
de  déterminer  le  mouvement  d'un  point  M  assujetti  à  glisser  sur 
OX  et  attiré  vers  un  point  A  de  OY  avec  une  intensité  propor- 
tionnelle à  la  distance;  la  droite  OX  est  dépolie,  et  le  coefficient 
de  frottement  est  égal  à  l'unité;  enfin  l'on  a  OMo  =  50A  =  5a 
et  Vo  =  o.  (Marseille,  1884.) 

On  trouve  que  s  varie  de  5a  à  —  3a;  alors  il  faut  changer 
Téquation  du  mouvement,  s  varie  de  —  3a  à  h-  a,  et  M  s'arrête. 

6.  Mouvement  d'un  point  uniquement  sollicité  par  une  résis- 
tance de  milieu  égale  à  m'k\/v. 

I     ^ 
Le  mobile  s'arrête  après  avoir  parcouru  le  chemin  r^  (^5. 

7.  Soient  a  et  b  les  espaces  parcourus  depuis  le  temps  *i — 0 
jusqu'au  temps  ^i,  et  de  ti  à  ^i-f-ô,  par  un  point  pesant  qui  se 

meut  verticalement  dans  l'air  en  éprouvant  une  résistance  — ^ —  : 

montrer  que  la  somme  e^'  H-  e  ^'*  a  une  valeur  constante,  quel  que 
soit  ti  et  quel  que  soit  le  sens  du  mouvement.  (Maurice  d'Ocagxe.) 
On  prendra  l'époque  tt  pour  origine  des  temps  et  la  position 
correspondante  du  mobile  pour  origine  des  espaces;  il  sera  très 
facile  d'éliminer  la  vitesse  correspondante  des  équations  qui  don- 
nent 5=  —  aou  s  =  b  pour  ^  =  ifr  6  :  la  somme  cherchée  est  égale 

il  _£? 

à  2e**  ou  à  26  *'  selon  que  le  corps  descend  ou  monte;  a  est  l'es- 
pace parcouru  dans  le  temps  6,  en  partant  sans  vitesse,  p  le  che- 
min décrit  pendant  l'intervalle  6  qui  précède  l'arrêt  du  mobile. 

8.  Un  point  pesant,  sans  vitesse  initiale,  tombe  dans  l'air  d'une 
hauteur  a  sur  un  plan  horizontal  qui  le  fait  rebondir  avec  sa  vi- 
tesse d'incidence  :  on  demande  à  quelle  hauteur  il  s'élèvera  après 

le  /i'*"*  bond,  la  résistance  de  l'air  étant      "     *  (W.  Walton.) 

Soit  ap  la  hauteur  à  laquelle  le  corps  remonte  après  le  /?'*""  bond  ; 

si  Ton  posd  e*'  ''=  Up,  on  trouve  la  loi  de  récurrence 


= hi. 

W/,+1— I  Up—l 


r 
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9.  Déterminer  le  mouvement  d'un  mobile  partant  du  repos,  at- 
tiré vers  Torigine  par  une  force  proportionnelle  à  la  distance, 
—  X**,  et  éprouvant  de  la  part  du  milieu  ambiant  une  résistance 
proportionnelle  à  la  vitesse,  —  A-p  (la  masse  du  mobile  étant  i). 

L'équation  différentielle  du  mouvement  est  linéaire  et  subsiste 
quel  que  soit  le  sens  de  la  vitesse;  si  Xr^aX,  le  mobile  s'approche 
indéfiniment  de  l'origine  ;  si  A:  <  2  X,  le  mouvement  est  oscillatoire 
et  tautochrone  ;  l'amplitude  des  oscillations  diminue  indéfiniment. 

dO.  Un  point  pesant  est  lancé  d'un  point  0  avec  la  vitesse  Çq  : 
déterminer  l'angle  cp  de  cette  vitesse  avec  l'horizon  de  manière  à 
rendre  maximum  la  distance  du  point  0  au  point  de  rencontre 
du  mobile  avec  un  plan  horizontal  à  la  distance  h  au-dessous  du 
point  de  départ. 

On  trouve  cosaç  =  —^ 7  • 

il.  Soient  OA  et  ON  une  ligne  de  plus  grande  pente  d'un 
plan  P,  incliné  de  l'angle  i  sur  l'horizon,  et  une  normale  à  ce  plan  : 
un  corps  pesant  est  lancé  du  point  0  suivant  une  direction  située 
dans  le  plan  NOA  et  faisant  l'angle  (p  avec  0 A.  Calculer  l'angle  cp^ 
que  le  mobile  fait  avec  OA  quand  il  retombe  sur  le  plan,  l'angle  cp,^ 
sous  lequel  il  le  rencontre  après  avoir  rebondi  n  —  i  fois  en  sup- 
posant P  parfaitement  élastique  :  montrer  que  la  vitesse  estimée 
suivant  ON  est  la  même  à  l'arrivée  qu'au  départ.  (Bordoni.) 

Il  est  avantageux  de  prendre  OA  et  ON  pour  axes  :  on  troftve 

cotcpi  =  cotcp  -+-  2  tangi. 

12.  Lieu  des  positions  simultanées  de  divers  corps  pesants  lancés 
en  même  temps  d'un  point  donné  avec  des  vitesses  égales,  mais 
de  directions  différentes.  Sphère. 

13.  Un  point  M  est  soumis  à  une  force  dirigée  suivant  la  per- 
pendiculaire MP  abaissée  sur  un  axe  OX,  et  dont  l'intensité  est 

X  MP   ;  quelle  doit  être  la  grandeur  d'une  seconde  force,  parallèle 
à  OX,  agissant  sur  M,  pour  qu'il  décrive  un  arc  de  la  parabole 
y*=  2/>a7?  Loi  du  mouvement. 
X=  G  —  6/?Xa?'.  —  Le  mouvement  est  oscillatoire. 

14.  Mouvement  d'un  point  lancé  parallèlement  à  une  droite  OX 
et  attiré  vers  cette  droite  par  une  force  inversement  proportion- 
nelle au  carré  de  la  distance  du  mobile  à  OX. 
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Le  point  décrit  une  moitié  de  cycloïde  dilatée  ;  le  mouvement 
ultérieur  sera  déterminé  par  raison  de  symétrie. 

15.  Mouvement  d'un  point  M  soumis  à  une  force  dont  la  ligne 
d'action  rencontre  à  un  instant  quelconque  en  deux  points  P,  Q 
deux  droites  données  A,  B  non  dans  un  même  plan  et  dont  l'in- 
tensité est  représentée  par  le  segment  PQ;  examiner  le  cas  où,  à 
l'instant  initial,  M  se  trouve  sur  A  avec  une  vitesse  non  dirigée 
dans  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  A  et  B.  (Caen,  1884.) 


(A) 
(B) 


y  =  0, 


X  =z  O, 


z  = —  A; 
z  =  h, 


l'axe  des  z  étant  une  droite  quelconque  rencontrant  A  et  B;  puis 


z  —  h 


d^y  _    ihy 
"dF  ""  } 


d^z 
'dt^ 


=  2  A. 


En  combinant  la  première  ou  la  seconde  avec  la  dernière 


,  ^d^x  d^z 


elles  expriment  que  les  vitesses  aréolaires  des  projections  obliques 
sur  Oxz  et  Oyz  sont  constantes;  z  se  calcule  séparément,  et  Ton 
peut  achever  l'intégration.  On  verra  que  la  restriction  imposée 
en  dernier  lieu  à  la  direction  de  f  0  est  nécessaire  pour  que  le  pro- 
blème soit  possible. 

16.  Mouvement  d'un  point  pesant  dans  l'air  en  prenant     j"  • 

pour  la  résistance  du  milieu  :  amplitude  de  jet  maximum. 
Il  est  avantageux  de  partir  des  équations 


d^x  ^       g  dx 
'd?  ~"~"k   ~di' 


d^y 
dt^ 


g  dy 
^      k  dt' 


elles  s'intégrent  séparément  :  l'équation  de  la  trajectoire  est 

k  -^  Vq  su 


ao  ^      \         Art'ocosao/' 


Vo  cos 
l'amplitude  du  jet  est  maximum  si 

ki^o-^^l  sinao=  {kvo-h  k^siaoLQ)L  — j^. ; 

/C  SID  3Ca 
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les  tangentes  aux  points  de  départ  et  d'arrivée  sont  perpendicu- 
laires. 

17.  Un  point  pesant,  lancé  horizontalement  dans  un  milieu  dont 
la  résistance  est  proportionnelle  à  sa  densité  et  au  carré  de  la  vi- 
tesse, décrit  un  quart  de  cercle;  comment  varie  la  densité  du  mi- 
lieu? (P.  JULLIEN.) 

k  , 

Elle  est  de  la  forme  -  i/i^* —  ^*,  z  étant  la  hauteur  au-dessus  du 

z 

centre. 

18.  Mouvement  d'un  point  M  attiré  vers  un  point  0  avec  une 
force  proportionnelle  à  la  distance. 

2**  Lieu  formé  par  les  trajectoires  de  M  en  supposant  qu'il  parte 
d'un  point  A  avec  une  vitesse  de  grandeur  donnée  parallèle  à  un 
plan  P.  (Walton.) 

3°  Déterminer  l'angle  <p  de  cette  vitesse  avec  OA  pour  que  le 
mobile  atteigne  un  point  donné  B.  Dans  quelle  région  doit  se 
trouver  B  pour  que  le  problème  soit  possible?  (Paris,  1887.) 

11  est  avantageux  de  partir  des  équations 

d>x  ^,  d^y  .  d>z  ... 

— r-ir=  — ^'^>        -rT=  — A^r,         -—  =  — a2z, 
df^  '         dt^  -^^  dt^  ' 

les  coordonnées  pouvant  être  obliques.  1°  Si  l'on  suppose  Vq  pa- 
rallèle au  plan  des  yz^  le  lieu  des  trajectoires  est  l'ellipsoïde 

^*  ^  .  J'*  -+-  -3* 


a 


2 


l'angle  YOZ  étant  droit.  3^  En  supposant  B  dans  le  plan  des  xy  et 
l'angle  XOY  droit,  B{x,y), 

(<^5^*-f-  X'a'^' —  (>Ja')  tang*cp 
—  ivlxytdJi%^  -\-{vl-\-  a'X*)^*=  o. 

19.  Enveloppe  des  ellipses  décrites  par  divers  mobiles  attirés 
vers  un  point  F  suivant  la  loi  de  Newton  et  partant  d'un  point  A 
avec  des  vitesses  de  même  grandeur,  mais  de  directions  différentes 
dans  un  plan  passant  par  AF. 

Les  ellipses  ont  leurs  grands  axes  égaux  ;  leur  enveloppe  est  une 
ellipse  de  foyers  A  et  F. 

20.  Mouvement  d'un  point  attiré  vers  l'origine  par  une  force 


i 
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égale  à  mX*(-j  —  r);la  vitesse  initiale  a  X  est  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  correspondant  dont  la  longueur  est  a.  (Gaen,  1877.) 

21.  Mouvement  d'un  point,  de  masse  i,  attiré  vers  l'origine  par 
la  force 

aX» 3Xï— -, 

X,  a,  6  étant  des  constantes  ;  (^o  =  -  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur  correspondant,  de  longueur  a.  (Paris,  1870.) 

G  =  X,        r^z=a^  cos«e  -h  b^  sin«6, 

X^  =  6  H ; —  sin2Ô. 

2  4 

La  trajectoire  est  une  podaire  de  l'ellipse.  Si  l'on  change  6»  eo 
—  a»,  on  a  une  lemniscate. 

22.  Déterminer  la  force  dirigée  vers  le  pôle  et  fonction  de  r, 
qui  peut  faire  décrire  à  un  point  libre  une  circonférence  passant 
au  pôle.  Discuter  la  trajectoire  quand  les  conditions  initiales  sont 
quelconques. 

La  formule  de  Binet  donne  une  valeur  de  la  forme :  la  tra- 

r» 

jectoire,  dans  le  cas  général,  sera 

elle  ne  passe  pas  nécessairement  au  pôle. 

23.  Mouvement  d'un  point  m  sous  l'action  d'une  force  dirigée 

vers  le  pôle  et  égale  à  — r— (5e-»Q-hi);  Vq,  égale  à  26,  fait  un 

7* 

angle  de  45°  avec  r©,  de  longueur  a.  (Nancy,  i885.) 
L'équation  de  Binet  est  avantageuse  :  -  =  — (i-he-*9). 

24.  Mouvement  d'un  point  attiré  vers  l'origine  par  une  force 


égale  à  X  4  / 


/    •        ,x.     (Paris,  1886.) 
(a?2  — 7»)3    ^  *  ' 
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La  force  est  du  type  des  forces  centrales  de  Jacobi, 

X  -1 

-t(cos26)    *; 

la  trajectoire  est  une  conique  ar' — ^*=  {clx  -h  by  ■+•  A)*. 

25.  La  trajectoire  d'un  point. m,  soumis  à  l'action  d'une  force  F, 

coïncide  avec  la  courbe  funiculaire  décrite  par  un  fil  homogène 

dont  chaque  élément  est  soumis  à  une  force  F'ds,  pourvu  que  F 

soit  en  chaque  point  de  la  courbe  dirigée  en  sens  contraire  de  F' 

TF' 
et  égale  à ;  il  faut,  en  outre,  qu'au  point  de  départ  v  soit  égale 

T 

à — 9   T  désignant  la  tension;  mais  cette  égalité  subsistera  au\ 

divers  points  de  la  trajectoire. 

On   comparera  les  équations  d'équilibre  du  fil  avec  celles  du 
mouvement  du  point,  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

,        dx       ^  ds 
a.  mv  — i A  —  =0,         .... 

ds  ^ 
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MOUVEMENT  D'UN  POINT  SUR  UNE  COURBE  FIXE. 


Cas  où  la  courbe  est  donnée  et  parfaitement  polie. 

147.  Un  point  M,  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  par- 
faitement polie  et  sollicité  par  une  force  R,  est  toujours 
en  équilibre  lorsque  R  est  normale  à  la  courbe  ;  cette  con- 
dition est  d'ailleurs  nécessaire  :  il  en  résulte  que  Faction 
exercée  par  la  courbe  sur  un  point  assujetti  à  ne  pas  la 
quitter  peut  se  représenter  exactement  par  une  force  N 
ayant  une  direction  quelconque  dans  le  plan  normal  et  une 
grandeur  aussi  quelconque  ;  il  en  est  encore  de  même  quand* 
le  point  est  en  mouvement. 

Cela  posé,  soit  un  point  M  assujetti  à  rester  sur  une 
courbe  polie  et  sollicité  par  une  force  F  à  laquelle  on  peut 
toujours  réduire  un  système  de  forces  appliquées  en  M  : 
ce  point  peut  être  traité  comme  un  point  libre  si  l'on  ad- 
joint à  F  cette  force  inconnue  a  priori^  N,  qui  représente 
l'action  de  la  courbe.  Décomposons  F  en  deux  forces  P,  Q 
dirigées,  l'une  suivant  la  tangente,  l'autre  dans  le  plan 
normal   :  la  première  sera   égale  à  la  force  tangentielle 

/n^j  tandis  que  Q  et  JV  auront  pour  résultante  la  force 
centripète  m  —  •  On  peut  toujours  exprimer  P  en  fonction 

r 

ds 
de  t,  de  l'arc  parcouru  s  et  de  -r-;  l'intégration  de  l'équa- 


J 
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lion  /w^-j  =  P,  tout  à  fait  analogue  à  celle  du  mouvement 

rectiligne,  fera  connaître  la  loi  du  mouvement;  alors  la 
force  centripète  sera  connue  pour  chaque  point  aussi  bien 
que  Q,  et  Ton  en  pourra  conclure  la  réaction  N  exercée 
par  la  courbe  sur  le  mobile  ;  cette  réaction  est  égale  et  op- 
posée à  la  pression  N'  supportée  par  la  courbe. 

On  peut  aussi  étudier  le  mouvement  à  l'aide  des  équa- 
tions générales  de  Maclaurin  en  ajoutant  aux  composantes 
X,  Y,  Z  de  F  les  projections  de  N  sur  les  axes.  Je  me 
bornerai  à  la  remarque  suivante  :  la  différentielle 

X  cLv  -}- Y  dy -h  Z  dz, 

qui  représente  d-mv^,  puisque  le  travail  de  N  est  nul,  peut 

toujours  s'intégrer  quand  X,  Y,  Z  ne  dépendent  que  de 
^tXf  ^'t  car  ces  coordonnées  peuvent  s'exprimer  au  moyen 
du  paramètre  unique  qui  fixe  la  position  de  M  sur  la 
courbe;  toutefois,  si  l'intégration  peut  s'effectuer  directe- 
ment, il  est  clair  qu'il  y  aura  avantage  à  le  faire. 

148.  Mouvement  d'un  point  de  masse  égale  à  Vunité, 
assujetti  à  rester  sur  la  courbe  d'intersection  d'un  cy- 
lindre parabolique  et  d'un  cône 

et  sollicité  par  une  force  dont  les  composantes  rectangu- 
laires sont 

le  point  est  d'abord  placé  à  l'origine  et  lancé  vers  le 
haut  sur  la  branche  qui  est  en  avant  du  plan  des  xz^  av^ec 
une  vitesse  ak*  (A.  Fuhrmann.) 

Ce  problème  se  résout  très  facilement  à  l'aide  des  équa- 
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lions  de  Maclaiirin.  On  lire  des  équations  de  la  courbe 

z^  a.  /'i    |- 

d'où 

dx  =  —  dz.      dy  =■  dzi  /  --  y     ds  =^ dz. 

a  *^  y     a  a 

L'équalion  des  forces  vives  est  ici 

d-v^=  ^k^xdx  -^  ^k^ydy  -h  'ik^{a -^^z)dz. 

On  peut  intégrer  sans  même  remplacer  x^  y^  dx^  dy  par 
leur  valeur  en  ;?,  paramètre  le  plus  propre  à  définir  les 
points  de  la  courbe  : 

_(;s_  ia«A:2  =  aA:2a:«-H  %k'^y'^-\- k^iiaz  4-3^»). 
Remplaçant  x^  y  q\.v=i  -j  par  leur  valeur  en  z  : 

ds^        {a-\-zy-  dz^        k^  , 

dt*  ~        a»        dt^        a*^  '  ' 

d'où 

dz 


a-h  z 


=  kdt,     a-^  z  =  ae^K 


Le  mouvement  se  fera  toujours  dans  le  même  sens,  avec 
vme  vitesse  croissante.  Il  nous  reste  à  calculer  les  compo- 
santes de  N,  et  pour  cela  il  faut  connaître  -^— ->  -^^,  -^—  • 
On  a 

dx  ___  dx  dz  _  k  z{a->rz^       d^x  __  d  /dx\  dz  _  k^(a-hz)(a-hiz) 
dt~~ dz   dt~~        a        '      do  "^  dz\dt )  dt  ~  a 

dW  k^      .  .,         ,    ,       d^z       ,,,  . 
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par  conséquent, 

NcosX  =  -5--  —  X  =  k^(a-irZz\ 

NcosfjL=      (a*-+-4az  —  3  2'), 

yjiaz 

Ncosv  =— -  A:*(a-h  5z). 

Il  est  aîsé  de  constater  que  cosXc/^r -f- . .  .  =  o;  quant  à 
l'angle  de  N  et  de  la  normale  principale,  on  en  aura  facile- 
ment le  cosinus,  mais  il  est  très  compliqué. 

149.  Un  point  matériel,  assujetti  à  rester  sur  une  ellipse^ 
est  attiré  vers  les  deux  foyers  par  des  forces  inversement 
proportionnelles  au  carré  de  la  distance  et  vers  le  centre 
par  une  force  proportionnelle  à  la  distance;  démontrer 
que  la  pression  exercée  en  chaque  point  de  l'ellipse  est 
inversement  proportionnelle  au  rayon  de  courbure;  dé- 
terminer  la  vitesse  initiale  qui  annulerait  la  pression; 
mouv^ement  correspondant,  (Question  de  licence,  i865, 
généralisée.) 

Je  suppose  la  masse  du  mobile  M  égale  à  l'unité,  et  je 
désigne  par  r,  r',  u  ses  distances  aux  foyers  F,  F'  et  au 
centre  O,  par  [x,  [jl',  \  les  attractions  de  ces  trois  points  à 
l'unité  de  distance,  par  <j;  et  co  les  angles  de  la  normale  en 
M  avec  MF  et  MF'  d'une  part,  avec  MO  de  l'autre.  On  sait 
que  le  travail  élémentaire  d'une  force  attractive  émanant 
d'un  centre  fixe  est  égal  et  de  signe  contraire  au  produit 
de  la  force  par  l'accroissement  de  distance  du  mobile  au 
centre.  Le  théorème  des  forces  vives  donne  ici 

d^v^  =  -ii.—  -lL-,~  ^\udu\ 
d'où 

Soit  N  la  réaction  normale  de  la  courbe,  supposée  posi- 
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tive  quand  elle  est  dirigée  vers  le  centre  de  courbure  ;  nous 
avons 

—  =  N  -+-  -^  cos^V  -t-  ~r  cos<V  4-  Xacosto: 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  i^^  tirée  de  l'équa- 
tion (I), 

P\  ''0         /'o  /  V'-p  ''*    / 

Pour  évaluer  les  termes  variables  en  [jl  et  jjl',  je  rappelle 
les  relations 

6*  rr' 

p=  —r,     rr'cos*^  =  b^,     ûcosif=  — : 

d'où 

2         cos^/  __  ar — pcos^'  __  ^sar — rr'  _    i    __    a         cos^J^ 
rp  r*     ~~  r^p  "~       ar^p  ap  ~  r'p  r* 

Pour  calculer  les  termes  en  \  je  désigne  par/?  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  O  sur  la  tangente  en  M 5  on  sait  que 
u  cos  (ù  =  p  et  p^p  =  a^b^;  donc 

"'  W    *       a^b^\        I  ,    ,       ,,. 

P  P\  P'   /        9 

La  dernière  transformation  est  fondée  sur  les  théorèmes 
d'Apollonius,  d'où  résulte  que —  est  le  demi-diamètre  con- 
jugué de  OM.  Les  calculs  précédents  donnent  à  la  valent 
de  N  la  forme  proposée 

PL  ^0         /-o  «  J 

Il  a  été  dit  que,  si  N  est  positif,  c'est  que  le  point  tend 
à  sortir  de  l'ellipse.  Pour  qu'elle  soit  nulle  ou  que  le  point 
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décrive  librement  la  courbe,  il  faut  avoir 

(II)         .5=îl^  +  ^'_Xu?-!i±ii:+X(a.-Hi«). 

Pour  avoir  réquation  différentielle  du  mouvemelit  dans  ce 
cas  particulier,  je  reprends  l'équation  (I),  en  Tadditionnant 
membre  à  membre  avec  Téquation  (II)  :  il  vient 

,.=  lï  +  l!i' _ Xa«- iilti^  +  X(a«+ é«). 

Déterminons  les  points  de  Tellipse  par  leur  anomalie  ex- 
centrique (p  ;  on  a 

r  =  a(i  —  ecoscp),  r'=  a(n- e  coscp), 

M»=  a*  cos'<p  +  6*  sin'cp,     û?5*=  a'(i  —  e*  cos'cp)  <içp*. 

Substituant  dans  l'équation  précédente,  on  lui  donne,  après 
de  simples  réductions,  la  forme  suivante  : 


dt^     a^(i  —  ecos^)*       «'(i-f- ecoscp)' 


X. 


On  ne  sait  pas  effectuer  l'intégration;  mais,  comme  -7j  ne 

peut  s'annuler,  on  voit  que  le  mouvement  sera  continu. 

L'équation  (II)  est  remarquable  :  si  l'on  y  annule  tour  à 
tour  jx'  et  X,  (Ji  et  X,  [jl  et  |x',  on  reconnaît  que  ^l  est  la 
somme  des  carrés  de  trois  vitesses  initiales  avec  lesquelles 
le  mobile  décrirait  librement  l'ellipse  sous  l'action  de  F 
seule,  ou  de  F',  ou  de  O.  C'est  un  cas  particulier  d'un  théo- 
rème général  dû  à  M.  Bonnet.  Supposons  que  des  points 
libres,  de  masses  m,  m'y  /n",  . . .,  soumis  respectivement  à 
des  forces  F,  F',  F''  et  partant  d'un  point  A  avec  des  vi- 
tesses Çof  ^'0?  ^'oî  •  •  •  suivant  une  même  droite  AB,  décri- 
vent une  même  trajectoire  U  :  cette  ligne  sera  encore  la 
trajectoire  d'une  masse  M,  sollicitée  à  la  fois  par  F,  F', 
F^',  ...  et  animée  suivant  AB  d'une  vitesse  initiale  Vo, 
telle  que  MVJ  soit  égal  à  ms^l  -h  m!v^  -h  m!'v^  -f- . . . .  On 


» 
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sVn  assare  en  sapposanl  que  le  point  M  soil  obligé  de 
rester  sur  U  :  un  calcul  analogue  au  précédent  montre  que 
la  réaction  de  U  serait  nulle. 

Une  autre  proposition,  qui  comprend  le  cas  proposé, 
consiste  en  ceci  :  soit  un  mobile  soumis  à  l'action  de  cer- 
taines forces,  qui,  avec  une  vitesse  initiale  donnée,  décrit 
une  courbe  plane;  si  l'on  change  la  vitesse  initiale  et  qu'on 
oblige  le  mobile  à  décrire  la  même  courbe,  il  exercera  une 
pression  inversement  proportionnelle  au  rayon  de  cour- 
bure. En  effet}  la  valeur  de  N,  qui  serait  nulle  dans  le  pre- 
mier cas,  se  complique  seulement  d'un  terme  provenant 

de  —  •  Or  la  valeur  de  v*  ne  diffère  de  ce  qu'elle  est  dans  le 

P 

premier  cas  que  par  l'addition  d'une  constante  h,  qui  rend 
N  é^ale  à  -  • 

loO.  Un  mobile  M,  non  pesant,  assujetti' à  rester  sur 
une  circonférence  de  cercle,  est  attiré  "vers  urypoint  O  de 
cette  courbe  par  une  force  fonction  de  la  distance;  déter- 
miner cette  fonction  de  manière  que  la  pression  exercée 
sur  le  cercle  soit  constante;  nature  du  mouvement  produit. 

(Paris,  1868.) 

Prenons  la  masse  du  mobile  pour  unité,  le  point  O  pour 
pôle,  le  diamètre  OA  pour  axe  polaire  ;  désignons  par  a  le 
diamètre,  par  r  la  distance  OM  et  par  o{r)  l'attraction  du 
centre  O.  La  vitesse  est  donnée  par  le  théorème  des  forces 
vives 

La  réaction  N  du  cercle,  supposée  positive  à  l'intérieur, 
fait  avec  MO  un  angle  égal  à  0,  et,  comme  le  rayon  de 

courbure  est  -  >  on  a 

—  =N-+-cosOo(r),     p«=_-  -t--r9(r). 
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puisque  «cos6  =  r.  Différen lions  et  comparons  à  l'équa- 
tion (I)  :  on  a 

d.v^  =  -(f{r)dr  H —  r  ç'C)  dr  =  —  2cp(r)  dr  : 

donc 

rcp'(r)-i-5cp(r)  =  o,     c?(r)  =  ^> 

c  désignant  une  constante  ;  l'attraction  varie  en  raison  in- 
verse de  la  cinquième  puissance  de  la  distance.  On  peut 
alors  intégrer  l'équation  (I),  et  l'on  trouve 


a         ar\ 


La  pression  éprouvée  par  le  cercle  est  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  réaction  N  qu'il  exerce.  La  loi  du  mou- 
vement est  donnée  par  l'équation  (II)  qu'on  peut  remplacer 
par  l'équation  équivalente 


a*  -T-r   =  p2 r 


dt^       ^       r*        a*cos*e' 

le  mouvement  se  fera  toujours  dans  le  même  sens  si  c  est 

compris  entre  zéro  et     ^   ^   \'i  sinon  il  sera  oscillatoire 5 

d'ailleurs,  l'intégration  ne  peut  se  faire  à  l'aide  des  fonc- 
tions élémentaires  que  lorsque  c  est  égal  à  zéro  ou  à  rj  pj  : 
dans  ce  dernier  cas,  N  s'annule. 

151.   Soit,  en  supposant  V  axe  des  y  vertical, 

%       1       1 

V équation  d^une  hjpocycloïde  à  quatre  rebroussements  : 
calculer  le  temps  qu'un  point  pesant,  assujetti  à  rester 
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sur  la  courbe  et  partant  du  point  le  plus  bas  avec  la  vi- 
tesse \jiga^  mettra  pour  atteindre  un  point  de  rebrousse- 
ment  B  oii  la  tangente  est  horizontale.      (Despeyrous.) 
On  trouve  aisément  qu'un  élément  ds  d'are  de  Thypo- 

cycioïde  est  égal  à  dyC/  -  et  que  l'intégrale  des  forces 
vives  donne 

on  aura,  pour  le  temps  cherché, 


T=: 


La  vitesse  au  point  B  est  nulle,  et  le  mobile  y  reste  en 
équilibre.  D'après  l'identité  qui  existe  entre  le  mouvement 
considéré  et  le  mouvement  rectiligne  produit  par  une  force 
égale  à  la  force  tangentielle  P,  nous  sommes  dans  le  cas 
considéré  au  n®  130,  et  il  semble  que  T  devrait  être  infini  ; 
mais  ici  se  présente  justement  l'exception  signalée  à  la  fin 
du  n°  130  :  la  courbure  de  l'hypocycloïde  en  B  est  infinie; 
l'angle  de  contingence  e  d'un  arc  infiniment  petit  MB  est 
d'ordre  infinitésimal  inférieur  à  celui  de  MB,  et  comme, 
au  point  M,  P  est  égale  à  — m^sine,  elle  est  infiniment 
moins  petite  que  l'arc  MB,  et  le  mobile  doit  atteindre  sa 
position  d'équilibre  dans  un  temps  fini. 

152.  On  donne  y  dans  un  plan  vertical,  une  cycloïde 
dont  la  base  est  horizontale  et  la  convexité  tournée 
vers  le  bas;  le  rayon  du  cercle  générateur  est  a.  Unjil 
sans  masse,  de  longueur  &a,  est  attaché  par  une  de  ses 
extrémités  à  l'un  des  points  de  rebroussement  de  la  cy- 
cloïde; le  fil  est  d'abord  vertical  et  se  termine  par  une 
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masse  à  laquelle  on  donne  une  vitesse  horizontale  sj^ga  ^ 
mouvement  du  point  m,  tension  dufiL  (Paris,  1864). 

Je  prends  pour  origine  le  point  O,  où  le  fil  est  attaché  ; 
l'axe  des  x  est  horizontal,  et  Taxe  desj^  suivant  la  verticale 
descendante.  Soit  A  la  position  initiale  de  m;  le  fil  OA 
s'enroulera  sur  la  cycloïde,  une  portion  OP  s'infléchissant 
suivant  un  arc  égal  de  la  courbe,  l'autre  partie  PM  étant 
dirigée  suivant  la  tangente.  Les  coordonnées  du  point  P 
peuvent  s'écrire 

Un  calcul  connu  donne 

arcOP  =i^a{\  —  ces  -  )  *, 

donc 

PM  =  2a  (  I  -h  2C0S- )  • 

D'ailleurs  -  est  Tangle  de  PM  avec  OY  ou  de  la  tangente  a 

la  trajectoire  avec  OX.  Je  le  désigne  par  y.  En  projetant 
sur  les  axes  Tare  OP  et  la  tangente  PM,  on  a  les  coordon- 
nées du  point  M 

x^=.a[p.fs^ — sin2(p)  -^ia[^\  -|-2C0S(j))sin<pr=a(2y-h 2sinyH-sin2ç\ 

J  =:  a  (  3  H-  2  COSç -h  C0S2  y  ] . 

Sans  eflFectuer  rélimination  de  cp,  qui  donne  un  résultai 
très-compliqué,  on  peut  reconnaître  la  forme  de  la  courbe. 
On  a  d'abord 

dxz=.  2aC0S<p(l  -H  2  COS^j^i^,       dy  :=:. —  2û(l  -i-  2C0Sy)  sin(p«?«j>. 

Dans  la  cycloïde,  on  fait  toujours  croître  u\  on  fera  de 
même  pour  ^\  x  commence  par  croître,  j^  par  décroître^ 

pour  y  =  -9  dx  devient  négatif^  alors  x  diminue  jusqu'à 

Db  S.-G.  —  7ÎCC.  18 
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ce  que  y  soît  égal  à  —  •,  dx  et  dj  changent  de  signe  à  ce 

marnent;  x  ^ly  vont  augmenter,  et  Ton  a  un  point  de  re- 

broussement  Ba:  =  al-7rH —  Y/.^j,j/-=-a,  situé  sur 

la  cjcloïde,  tandis  que  tout  le  reste  de  la  courbe  est  eu 
dessous.  A  partir  du  rebroussement  jusqu'à  (p  =  tt,  jt  et  j^ 
augmentent  pour  atteindre  2 air  et  2a.  La  partie  qui  suit  est 
symétrique  de  celle  que  je  viens  d'esquisser,  par  rapport 
à  la  verticale  du  second  point  de  rebroussement  de  la  cy- 
cloïde  ;  mais  le  poids  m  n'atteint  pas  même  le  point  B,  car 
le  théorème  des  forces  vives  donne 

Or  ^5=  2a(i  -h  2C0scp)c?y;  il  vient  alors 

V^z=z^à^[\  -t-  2  COS<p)*— ^  =  2g^fl(l  -+-  2C0S<J)  H-   C0S2ïp); 

<ioù 

(1)  dtJl=-^l±^^ÉÙ=- 

V   ^         v^cosy(i  H-  COScp) 

On  voit  que  ç  ne  peut  croître  au  delà  de  -  *,  pour  cette  valeur, 

le  mobile  s'arrête  et  va  rebrousser  chemin  pour  exécuter 
des  oscillations  symétriques  \  les  coordonnées  du  point 
d'arrêt  sont  j:  =  (7r-h2)a,  j^  =  2a;  la  tangente  est  ver- 
ticale et  l'arc  parcouru  égal  à 

TT 

I       2a(l  +  2C0Sy)c?y  irr  a(7r-f- 4). 
J  0 

Pomr  intégrer  l'équation  (I),  on  prendra  pour  variable 
taBg-(}),  ce  qui  laisse  un  radical  5  mais,  comme  ç  reste  com- 


J 
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r  I 

pris  entre  zL  -  ?  on  posera  tang  -  cp  =  sin^;  d'où 


2  *  ^2 


,           2  COS  II  du.                            ces' a 
af=  ■ 1— i-,       COSy= r^-. 

Substituant  dans  Véquation  (I),  on  a 

y  a        iH-sin^^      ^        i-f-sm'fz        ^      *^ 
i  /  -  r  =  4  arc  tang  (y/2  tangfx)  —  ^  y^2 

=  4  arcsin  1  y/2  sin  -  y  j  —  ^2  arc  sin  (  tang  -  <p  )  • 

Le  temps   d'une  demi -oscillation  s'obtient  en  faisant 


9  =  -oup  =  -, 


-'^(^-^) 


La  tension  correspondant  à  une  position  quelconque  du 
fil  est  la  résultante  de  la  force  centrifuge  et  de  la  compo- 
sante normale  du  poids  ^  or  p  =  PM,  et  nous  avons  trouvé 
l'expression  de  1^*  ]  on  en  déduit 


v^ 


\  4cos(p  +  3cos'<p 

N'  =  /»    — \-  g  cos?  )  =  mg  -^ • 

\p        ®        ^J  i-h  2C0Sy 

Cette  tension  est  d'abord  -^  mg  et  diminue  jusqu'à  zéro. 

153.  Deux  points  pesants  se  mem^ent  sur  un  cercle  ver- 
tical dans  des  conditions  telles^  que  leurs  vitesses  au  point 

le  plus  bas  P  ont  une  même  valeur  \l'2.gli  :  trouver  l'enve- 
loppe  de  la  droite  qui  joint  les  positions  simultanées  des 
deux  mobiles,  (Jacobi.) 

Je  vais  donner  de  ce  problème  une  solution  analytique 
tout  à  fait  directe.  Soient  O  le  centre  du  cercle,  a  son 
rayon,  A  et  B  les  positions  des  mobiles  à  l'époque  t,  2O  et 


L 
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2cp  les  angles  PO  A,  POB.  Le  théorème  des  forces  vives 
donne  tout  d^abord 


(i) 


h  —  a-i-acos26        h  —  a-t-acos2({) 


2a^ 


chacune  de  ces  fractions  étant  égale  à 

Cela  posé,  prenons  le  point  O  pour  origine,  et  suppo- 
sons Taxe  des  œ  diri  gé  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  Taxe 
des  y  horizontal  :  l'équation  de  la  droite  AB  peut  s'écrire 

(2)         X  cos(ô  -h  o)  -^  y  sin(6  -+-  cp)  —  a  cos(6  —  cp)  =  o. 

Comme  nous  avons  seulement,  entre  (f  et  0,  une  équation 
diflFérentielle,  en  sorte  que  la  relation  finie  qui  existe  entre 
eux  dépend  d'une  constante  arbitraire,  nous  ne  pouvons 
trouver  que  l'équation  différentielle  de  l'enveloppe,  dont 
l'intégration  amènera  au  ssi  une  arbitraire.  Suivant  la  mé- 
thode ordinaire,  différentions  (2)  par  rapport  au  paramètre 
dont  dépendent  y  et  6;  on  a 

« 

[— a7sin(6  -^-  cp)  -h^cos(6  -{-  cp)  -f-asin(ô  —  cp)]  d^ 
=  [x  sin(0  -i-  cp)  — y  cos(6  -h  cp)  —  a  sin(Ô  —  ©)]  d'^. 

J'élève  les  deux  nombres  au  carré,  et  j'ajoute  aux  coeffi- 
cients de  d^^  et  de  d':>^  le  carré  du  premier  membre  de 
l'équation  (2),  qui  est  nul  : 

(x^-hy^-^  a^  —  2ax  cos'io  —  2a/ sinacp)  <iÔ* 
=  {x^-\-y^-{-  «2 —  2ax  COS26  —  ^ay  sinaô)  <icp2. 

Remplaçons  c/O^  et  rfcp^  par  les  quantités  auxquelles  ils  sont 
proportionnels  (i),  et  nous  aurons,  après  de  simples  ré- 
ductions, 

'2a(h  —  a)\x{cos2h  —  cosacp)  -f-^(sin20  —  sini©)] 

-+-  a(a?2_|_j2_|_  a2)(cos2Ô  —  cos2cp)  -+■  2a27sin2(ô  —  ç)  =  o. 
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Si  l'on  rend  calculables  par  logarithmes  les  différences  de 
sinus  et  de  cosinus,  on  pourra  diviser  par  ia  sin(0  —  <p), 
et  il  restera 

(3)  i  ^(^"■^)^*^^^(^-^?) 

(       —  [x^ -\- y^ -\- a'^ -^  i{h  —  a)x'\  siii(b-i-«p)-i-  2ajcos(Ô  —  «p)  =  o. 

On  ne  peut  éliminer  6  et  (p  entre  les  équations  (2)  et 
(3);  mais  il  est  bien  facile  d'éliminer  cos(0  —  <p),  ce  qui 
donne 

J  2(a?-hA  — a)7cos(6-t-cp) 

I       =z[x^ — ^2_|-^2_^  2(A  — a)a7]  sin(ô -f- cp). 

Or,  au  point  x,  y  y  déterminé  par  les  équations  (2)  et 
(4),  la  tangente  à  l'enveloppe  est  la  droite  AB  (2);  donc 
cos(8-f-cp)  et  sin(9 -]- cp)  sont  proportionnels  k  dy  el  k 
—  dx\  si  on  les  remplace  par  ces  différentielles  dans  (4)î 
on  aura  l'équation  différentielle  de  l'enveloppe  :  on  peut 
l'écrire,  en  ajoutant  2,x{x-\-h  —  a)  dx  aux  deux  membres, 

2(0? -t-  h  —  a){x  dx  -hy  dy)  =  {x^-\-y^ —  a^)dx. 

On  trouve  immédiatement  l'intégrale 

xi  -+- j*  —  a*  =  G  (a?  4-  A  —  a). 

L'enveloppe  est  un  cercle  E;  l'axe  radical  de  ce  cercle  et 
du  cercle  donné  S  est  l'horizontale  située  à  la  hauteur  h 
au-dessus  de  P  ;  il  suffira  de  connaître  la  position  des  deux 
mobiles  à  un  instant  quelconque  et  le  sens  de  leurs  vi- 
tesses pour  déterminer  la  constante  G  :  le  cercle  E  doit 
toucher  AB  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  S  selon  que 
vitesses  sont  de  même  sens  ou  non. 

Supposons  que  les  mobiles  fassent  le  tour  de  S  dans  un 
temps  T  :  les  époques  de  leur  passage  en  un  même  point  M 
de  la  circonférence  diffèrent  d'une  quantité  fixe  T',  quel 
que  soit  M  ;  les  droites  qui  joignent  les  positions  des  mo- 


m 
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biles  aux  instants  f ,  ^  -h  T',  t  +  aT',  . . .  forment  les  côtés 
d'une  ligne  polygonale  inscrite  dans  S,  circonscrite  à  E; 
si  le  polygone  est  fermé  à  un  certain  instant,  il  le  sera 

toujours,  et  il  faut,  pour  cela,  que  T'  soit  une  fraction 

de  T.  En  général,  on  ne  peut  construire  un  polygone  de 
n  côtés  inscrit  dans  un  cercle  et  circonscrit  à  un  autre; 
mais,  s'il  en  existe  un,  il  y  en  aura  une  infinité. 

(Poncelet.) 

Cas  où  il  y  a  des  résistances  de  milieux  et  de  frottement. 

Les  résistances  du  milieu,  étant  les  fonctions  de  la  vi- 
tesse, n'empêchent  pas  l'équation  du  travail,  d.v^  =  2.Vds^ 
de  donner  la  loi  du  mouvement  sur  la  courbe  ;  seulement, 
comme  P  dépend  de  p,  l'intégrale  du  premier  ordre  ne  se 
trouve  pas  à  l'aide  d'une  simple  quadrature  ;  on  a  une 
équation  différentielle  à  intégrer.  S'il  y  a  une  force  de  frot- 
tement proportionnelle  à  la  pression  normale,  il  faut  cal- 
culer cette  pression,  résultante  de  la  force  centrifuge  et  de 
la  composante  normale  des  forces  extérieures  ;  en  la  repor- 
tant dans  l'équation  du  travail,  on  est  encore  ramené  à  une 

équation  différentielle  en  ç^. 

154.  Un  point  pesant  est  lancé  ai^ec  une  vitesse  hori- 
zontale y 09  à  partir  du  sommet  d*une  cjcloïde  dépolie 
dont  la  base  est  horizontale  et  la  cons^exité  tournée  vers 
le  haut;  le  plan  de  la  courbe  est  vertical.  Mouv^ement  du 
mobile;  point  oii  il  quitte  la  cycloïde  en  le  supposant  libre 
de  s  échapper  à  l'extérieur. 

En  prenant  pour  axes  la  tangente  au  sommet  et  l'axe  de 
la  cycloïde,  les  coordonnées  d'un  de  ses  points  ont  la  forme 
connue 

â?  =  a(MH- sinw),        j^  =  a(i  —  cosm). 
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On  sait  que  la  tangente  fait  avec  Taxe  des  x  l'angle  -»  et  que 

ds  =  2a  cos- u  du,  p  =Aacos  -  a. 

Soit  N  la  réaction  normale  de  la  courbe  comptée  posi- 
tivement vers  l'extérieur;  /N  sera  la  réaction  tangentielle, 
et,  en  faisant  la  masse  du  mobile  égale  à  l'unité,  nous  au- 
rons,  comme  précédemment,  les  deux  équations  du  mou- 
vement 

(I)  c/ip«=^^siiij-/N^ûr5,     ^=^cosj-N. 

Éliminons  N  : 


id.v* 
2    ds 

ou 

d.v^ 


*         i'*  /       I  I     \ 


du 


—/v^  =  2ag[sïnu—/{i  -4-cosw)]. 


L'intégrale  de  cette  équation  linéaire  est,  d'après  une  for- 
mule générale, 

p»  =  ef"    v]  -h  2.ag  I     (sintt  — / — /cosii)e-f^du  1  ; 

mais 

/-           _            sinM— /cosM      . 
e  ^J'*  cos  udu=      :r^ e^J^^ 

/*     f    .        ,              cosu  -hfsinu      f 
e-f'*smudu=i 7:; e""^"; 

donc 

En  posant  /=  tangcp,  celte  expression  prend  une  forme 
remarquable 

(II)      v»  =  (rj  —  4û'^sin»f  )e«*"«î  -h  ^ag  sin»  U  —  —«  j  • 


i 


280  RECUEIL    d'exercices 

Avant  de  discuter  cette  formule,  je  rappelle  que  nos 
équations  (I)  sont  établies  en  supposant  la  réaction  de  la 
courbe  dirigée  vers  l'extérieur,  et  N  >  o;  quand  N  de- 
viendra négatif,  si  le  mobile  repose  simplement  sur  la 
courbe,  il  la  quittera,  et  s'il  ne  peut  s'échapper,  si  c'est, 
par  exemple,  une  bille  enfermée  dans  un  tube  cycloïdal, 
il  faudra  écrire  la  première  équation  (I) 

(Ibis)  d-v^=  (gsin-u-+-f^jds, 

et  la  formule  (II)  ne  sera  plus  exacte.  Or  nous  avions 

j\  =  ^cos- w : 

2  p 

la  formule  (II)  s'applique  seulement  tant  que 

I  ,  .1 

p*  <  ^  p  cos  -  a  <  4  «^  cos*  -  u. 

Il  faut  que  v\  soit  <C  4^^^?  sinon  le  mobile  quitterait  tout 
de  suite  la  courbe.  La  formule  (II)  commence  par  être  ap- 
plicable tant  qu'on  a  N  >>  o  ou 

(pj  —  4a^sin2cp)e"t«'»8?-t-4a^sin2  (  çp  _  I  w  ) 

(in)    {  \    \  \ 

—  ^ag sin*  ( u\  <o. 

Distinguons  deux  cas  selon  le  signe  de  ç\  —  ê^ag sin^ ©  : 
si  ce  binôme  est  >  o,  l'équation  (II)  montre  que  p^  ng 
s'annule  pas;  mais  l'inégalité  (III)  cesse  d'être  satisfaite 
quand  u  dépasse  une  certaine  valeur  moindre  queir;  alors 
le  mobile  s'échappe  s'il  en  est  libre,  sinon  il  faut  modifier 
les  équations  du  mouvement  d'après  la  formule  (I  èw). 

Soit  v\  —  4«^sin2(f  <;  o;  l'équation  (II)  montre  que  p^ 
s'annule  pour  une  valeur  de  u  moindre  que  2  y,  car  le  se- 


SUK    LA    MÉCANIQUE    RATIONNELLE.  28 1 

cond  membre,  positif  pour  w=  o,  est  négatif  pour-  w  =  a; 
mais  le  deuxième  terme  du  premier  membre  de  la  for- 
mule (III)  est  moindre  que  le  troisième,  tant  que  -  est  <;  ç  ; 

rinégalité  sera  toujours  vérifiée;  le  mobile  restera  sur  la 
courbe  jusqu'à  ce  que  p^  devienne  nul,  et  l'on  arrivera  à 
un  repos  indéfini. 

Soit  v\  —  4  cig sin^  ç  =  o.  Le  mobile  s'arrête  pour  u=2'f^ 
sans  que  l'inégalité  (III)  cesse  d'être  vérifiée;  mais  le  point 
d'arrêt  est  une  position  d'équilibre  instable  ;  u  pourrait  dé- 
passer la  valeur  2^  sans  que  i^  devienne  imaginaire,  la  vi- 
tesse étant  toujours  donnée  par  la  formule  (II),  du  moins 

jusqu'à  M  =  cp  -|-  -  ;  pour  cette  valeur  N  est  nul  et  le  mou- 

vement  change  de  nature.  On  peut  exprimer  t  en  fonction 
de  m;  car,  avec  la  valeur  actuelle  de  v\^ 

I      du        ,        I —    .    /    .      I     \ 
p  =  2  a  cos  ~  u-j-  =  zn  2  yag  sin  (  cp u\. 

On  met  le  signe  -f-  ou  —  selon  que  le  mobile  est  au- 
dessus  ou  au-dessous  du  point  d'arrêt.  Prenons  la  première 
hypothèse  : 

/£  ^     cos \udu     ^  cos[cp  — (cp  — ju)]  ^^^ 
y     Cl        siii(cp  —  ym)  sia(cp  —  \u) 

Développant  et  intégrant  : 


'i/i- 


2  cos  çp  L  T-7 i — r  -h  u  sm  9. 

^     sin(cp  —  \u)  ' 


Il  faudra  un  temps  infini  pour  arriver  au  point  d'arrêt,  ce 
qui  s'accorde  avec  les  résultats  du  n°  130.  Quant  à  la  re- 
lation qui  lie  ^  à  w,  elle  ne  peut  être  donnée  explicitement 
dans  le  cas  général. 
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155.  Mouvement  d^ un  point  pesant  sur  une  hélice  dé- 
polie, tracée  sur  un  cylindre  droit  vertical,  de  rayon  R  ; 
la  tangente  à  V hélice  fait  V angle  ol  avec  l'horizon. 

Nous  ne  connaissons  pas  la  direction  de  la  réaction  nor- 
male N  de  la  courbe;  nous  savons  seulement  qu'elle  est 
dans  le  plan  normal,  et  nous  désignerons  par  ^  T angle 
qu'elle  fait  avec  la  normale  principale;  celle-ci  n'est  autre, 
on  le  sait,  que  la  normale  au  cjlindre.  Supposons  la  masse 
du  mobile  M  égale  à  l'unité,  son  point  de  départ  sur  l'axe 
des  ^,  et  sa  vitesse  initiale  Vq  dirigée  vers  le  bas  ;  les  arcs 
descendants  seront  comptés  comme  positifs.  Écrivons  les 
composantes  de  l'accélération  suivant  la  tangente,  la  nor- 
male principale  et  la  binormale  : 


(0 


d^v^ 


ds 


j^=gûïiaL — /N,     —  =:Ncosp,     ^cosa  —  Nsinp  =  o. 

r 

R 


Comme  p  =  — — ,  on  en  tire 


COS^a 


OU 


tano[6 


d\v^ 


^     S"^ 


W=Zg^COS^OL  H iTI 9 


ds 


f^cosa 

g  sina  —/ces  a  K/  g^  -f-  ^ 


R' 


cos^a 


d.v' 


g'Rtanga  — /v/g'^R^'H-  t^cos^a 


2C?5COSa 

K 


Pour  intégrer,  je  pose  y/g^'R^-f-  p»*  cos*a  ==  g-R  -f-  uv^coscr.^ 
et  j'obtiens 


•2  — 


(3) 


ig'Ku 

V*  = 9 

(l  —  tt^)  COSa 
2^5COS'a  9.[l-h  u^)du 


R 


(i  —  tt2)[tanga— /—  [tnuga  -h/)u^] 
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La  définition  de  u  montre  qu'il  est  compris  eatre  zéro 
et  I,  et  l'expression  de  v^  en  fonction  de  u  prouve  que  ces 
deux  variables  augmentent  ou  diminuent  ensemble.  Lorsque 
/est  >  tanga,  Téquation  (3)  montre  que  du  est  toujours 
négatif,  ds  étant  >o;  u  diminue  depuis  sa  valeur  initiale  Wq, 
déterminée  par  Vq^  jusqu'à  zéro;  alors  v  est  aussi  nul  et  M 
s'arrête.  Au  contraire,  si  tanga  >>/,  le  mobile  ne  s'arrête 

plus.  Soit  h  =  i/- — ^>  la  valeur  de  v^  correspondant 

èLU  =  h  sera 

k^=    /^     /tangua— /^ 

Lorsque  u^  sera  <^  A,  du  sera  d'abord  ^  o;  a  augmentera 
jusqu'à  A,  mais  il  n'atteindra  cette  limite  que  pour  5  =  oo; 
si  Ua^  h,  u  diminue  et  tend  vers  h  pour  5  =  00;  dans  les 
deux  hypothèses,  ^  tend  indéfiniment  vers  A".  Enfin,  si 
Uq=  hj  M  et  p  garderont  des  valeurs  constantes. 

On  peut  trouver  la  valeur  de  u  en  fonction  de  5  :  il  faut, 
dans  l'équation  (3),  remplacer  le  coeflScient  de  du  par  deux 
fractions  simples  relativement  à  u'  : 

9./ds  cos^  a  2  tan  g  a  f///  9.  du 


R  tanga—/ — (tanga -»-/)«*        l — «' 

Dans  le  cas  où/est  ^  tanga,  on  a  pour  intégrale 

2/v  COS*a (  I  +  Wo )  (  «  —  u) 

U  (l  —  «o)  (l  -t- «) 

2  tang  a  (  "o  —  «  )  V /'  —  tan^^^ a 

H — arc  tang      ^ 


^/2  _>  tang' a  /—  tanga  +  (/-1-  tanga)  uu, 

Pour  avoir  Tare  parcouru  jusqu'à  ce  que  le  mobile  s'ar- 
rête, il  suffît  de  faire  dans  cette  formule  u  =  o.  Lorsque 
/est  <[  tanga,  l'intégrale  ne  renferme  que  des  logarithmes  ^ 
elle  est  compliquée  et  ne  saurait  conduire  à  la  valeur  ex- 
plicite de  s  en  fonction  de  f  ;  mais  on  peut  prouver  que  la 
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courbe  qui  représente  la  loi  des  espaces  en  fonction  du 
temps  a  une  asymptote  :  ce  sera  un  nouveau  cas  où  l'équa- 
tion différentielle  d'une  courbe  ou  d'un  mouvement  peut 
suffire  pour  en  étudier  les  propriétés.  Prenons  égales  les 
longueurs  qui  représentent  l'unité  d'espace  et  de  temps. 

Puisque,  pour  5  =  oo,  lim  -ç-  ■=  k^  k  sera  le  coefficient  an- 
gulaire de  l'asjnfiptote;  l'ordonnée  à  l'origine  sera 

mais  l'équation  (2)  peut  s'écrire,  en  nous  rappelant  la  va- 
leur de  A"2, 

ds    _     R    ^Rtangg-Hyv/>»-gR2-t- p^cos^g 


<i*-pî        cosa  /*cos2a(X:* — v'*) 

d'où 

8  =—  /    (^Rtanga+//^2K2-f-(;4cos2a) 


X 


8  est  donc  fini  et  déterminé. 

L'hypothèse  de  /==  tanga  ne  donne  pas  beaucoup  de 
simplification;  on  trouve  que  v  diminue  toujours  jusqu'à 
zéro,  valeur  qu'il  n'atteint  qu'avec  s  infini. 

Le  mouvement  ascendant  se  traiterait  absolument  de  la 
même  façon  :  on  compterait  les  arcs  montants  comme  posi- 
tifs et  l'on  n'aurait  qu'à  changer  ^  en  —  ^;  il  y  a  toujours 
arrêt;  et  il  n'est  pas  moins  évident  que  le  mouvement 
ascendant  et  le  mouvement  descendant  ne  peuvent  pas 
être  compris  dans  une  même  formule. 
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Détermination  de  la  courbe  par  les  propriétés  données 

dn  mouvement. 

On  peut  demander  sur  quelle  courbe  un  point,  sollicité 
par  des  forces  connues,  doit  être  assujetti  à  rester  pour  que 
son  mouvement  satisfasse  à  des  conditions  données.  Il  faut 
donner  deux  conditions  relatives  à  la  courbe  ou  au  mou- 
vement; car  on  aura  ainsi  deux  relations  qui,  avec  les  trois 
équations  du  mouvement  et  la  condition  de  perpendicula- 
rité  de  la  tangente  à  la  courbe  et  de  la  réaction,  permettent 
de  trouver  en  fonction  du  temps  les  coordonnées  du  mobile 
elles  composantes  de  la  réaction.  En  général,  on  écrira  les 
équations  du  mouvement  comme  nous  l'avons  fait  dans  les 
cas  précédents,  et  l'élimination  de  la  réaction  et  du  temps 
fera  connaître  la  courbe. 

156.  Déterminer  dans  un  plan  vertical  une  courbe 
telle  qu^  un  point  pesant ,  obligé  de  la  suivre  et  ayant  pri- 
mitivement une  vitesse  horizontale  \Jigh^  exerce  une 
pression  constante.  En  déduire  la  courbe  sur  laquelle  il 
faut  faire  enrouler  le  fil  qui  soutient  un  pendule  simple 
restant  dans  un  plan  vertical  pour  que  la  tension  soit 
constante.  (Agrégation,   i84i.) 

Je  prends  pour  origine  le  point  de  départ  O,  l'axe  des 
X  étant  horizontal  et  l'axe  des  y  suivant  la  verticale  ascen- 
dante \  nous  pouvons  supposer  que  l'angle  a  de  la  tangente 
avec  OX  soit  nul  à  l'origine.  Je  désigne  par  mng  la  réac- 
tion de  la  courbe,  en  convenant  qu'au  point  O  elle  sera 
dirigée  vers  le  haut  ou  vers  le  bas  selon  que  n  sera  positii 
ou  négatif:  aux  autres  points  sa  direction  sera  déterminée 
par  la  loi  de  continuité.  On  a  toujours 

(i)  v^  =  -2g{h-y), 
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mais  l'expression  de  l'accélération  centripète  dépend  du 
sens  de  la  courbure.  Supposons  que,  dans  le  voisinage  de 
l'origine,  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  le  bas  :  on 
aura 

(a)  -=n^  — ^cosa, 

P 

et  l'on  s'assurera  facilement  que  cette  équation  subsiste 
quand  même  cosa  deviendrait  négatif,  pourvu  que  la  cour- 
bure ne  change  point  de  sens.  On  conclut  alors,  des  équa- 
tions (i)  et  (2), 

h  —  y      -    , ,          ^  sînaû?a 
n  —  cosa  =  a —  =  2(n  — r)  — -. 

Il  est  évident  que  n  est  >  1  ;  les  variables  se  séparent,  et 
l'on  a,  en  intégrant, 

(A-7)(n-cosa)î  =  A(n-i)S    JK  =  A~  ^^^"^J^^V A; 
d'où 
dy  =  2{n  —  iyh -,      dx=  ^in  —  i^h 


(/i  —  cosa)=i  ^  (^n  —  cosafà 

On  peut  faire  croître  indéfiniment  l'angle  a,  et  le  sens  de 
la  courbure  ne  change  pas.  L'expression  de  dx  est  inté- 
grable^  mais,  sans  effectuer  l'intégration,  on  peut  se  rendre 
compte  de  la  forme  de  la  courbe.  Quand  a  varie  de  zéro  à 

-9  X  et  y  augmentent  régulièrement;  pour  a  =  -,  ]a  tan- 
gente est  verticale  ;  ensuite  y  continue  à  croître,  mais  x  dé- 
croît jusqu'à  ce  que  a  soit  égal  à  it;  au  point  correspon 
dant  A,  la  tangente  est  horizontale;  on  a 


-*[-(î^)']' 


X  prenant  une  valeur  a]  puis,  a  continuant  à  croître,  on 
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trouve  un  arc  de  courbe  symétrique  de  l'arc  OA  par  rapport 
à  la  verticale  de  A,  et  le  mobile  revient  toucher  l'axe  des  x 
aune  distance  2a  de  l'origine;  puis  tout  se  reproduit  dans 
l'ordre  primitif.  Sans  calculer  la  valeur  générale  de  x^  il 
est  aisé  d'avoir  a.  On  a,  en  effet, 


X"     ( 
7— 


cos  a  di 


■  cos  oL  y 

Or 


J^     n  —  cosa. 


TZ 


Différentions  par  rapport  à  n  : 


/     / =mz(n^—i)   ^ 


0 

7C 


/ 


dx 


(cosa\ 


^^(._J.^)      '; 


différentions  par  rapport  à  ->  puis  divisons  tout  par  n^  : 

JC^   2  cos  oLdoL         -        ,.  _1  3  m:  h 

La  courbe  sur  laquelle  on  doit  faire  enrouler  le  fil  d'un 
pendule  pour  que  la  tension  soit  constante  n'est  autre  que 
la  développée  de  la  précédente.  Soient  x^^  y\  les  coordon- 
nées du  point  correspondant  au  point  x^  y\  on  a 

h  —  Y 

y 4  =y-\'û  COS  a  =  y  H-  2 —  cos  a 


,  r         3  cos  a  —  n    .  .1 

L        {f^—  cosa)3  ^  ^  J 


d'où 


^  ^  ^      (ai  — cosa;*  ^  ^  (/i  — cosa)* 
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On  a  d'abord  un  point  0|,  correspondant  à  O,  où  la  tan- 
gente est  verticale;  puis  yi  diminue  jusquà  a  =  -  pour 

augmenter  quand  a  varie  de  -  à  it;  quant  à  ^j,  il  croît  tou- 

jours;  il  y  a  un  point  de  rebroussement  A|,  correspondant 
à  A,  avec  tangente  verticale;  puis  la  courbe  forme  une  suite 
indéfinie  de  festons  égaux.  Il  est  clair  que  l'arc  0|  A|  peut 
seul  servir  à  l'enroulement  du  fil  pendulaire. 

Supposons  qu'au  point  O  la  courbe  doive  être  au-des- 
sous de  sa  tangente,  c'est-à-dire  que  a  diminue  à  partir  de 
zéro  ;  on  devra  prendre 

ci  .  dy 

—  =  —  ne  -\-  g  cos a     et     p  = : — —r-  • 

p  o       o  r  sinaaa 

Des  calculs  analogues  à  ceux  du  premier  cas  nous  donnent 

cosa--n  =  2(r  —  A)sina-j-,      y  =  h  —  h( )   . 

-^  ^  dy       -^  \^  cos  a  — 71/ 

La  constante  n  est  seulement  assujettie  à  être  <  i .  Si 
on  la  prend  <  —  i,  jk  reste  fini,  on  a  la  même  courbe  que 
dans  le  premier  cas;  toutefois  l'origine  en  est  le  point  le 
plus  haut,  au  lieu  d'être  le  point  le  plus  bas.  Lorsque  n  est 
compris  entre  i  et  —  i,  on  peut  le  représenter  par  cos^, 
et  si  p  est  l'angle  compris  entre  zéro  et  —  ic,  dont  le  cosinus 
soit  n,  on  voit  que,  pour  a  =  p,  j^  et  aussi  x  sont  infinis; 
la  direction  asymptotique  fait  l'angle  ,8  avec  l'horizontale, 
mais  l'asymptote  est  rejetée  à  Tinfini  ;  en  effet,  son  ordonnée 
à  l'origine  est 

r     /  ..        Qs         r^/        tangfpXûfr 

hm(^-^tangP)=j^     ^,-—-j-d. 

^(i— n)    r?  cosi(p  — a)rfg 

~~      2/1      Jo     sin2i(p  — a)sin3i(p-i-a)* 

Gomme  la  quantité  sous  le  signe  /,  multipliée  par  (p  —  a)^^ 
reste  finie  pour  a  =  p,  l'intégrale  est  infinie. 
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Pour  /i  =  o,  on  a 

pour  n  =  I ,  on  trouve  l'axe  des  x. 

157.  Déterminer  dans  un  plan  vertical  une  courbe 
sur  laquelle  un  point  pesant ,  assujetti  à  glisser  sur  elle 
sans  éprouver  de  résistances  passives,  exerce  une  pres- 
sion égale  au  produit  de  la  composante  normale  de 
son  poids  par  une  constante  c  :  cas  où  Von  peut  inté- 
grer jusqu'au  bout.  (Paris,  i865,  1871.) 

Il  serait  encore  facile  de  résoudre  cette  question  en  con- 
sidérant la  force  vive  et  l'accélération  centripète;  mais, 
pour  choisir  les  signes  qui  figurent  dans  l'expression  de 
cette  accélération,  il  faut  distinguer  plusieurs  cas  :  on 
évite  cette  discussion  en  se  servant  des  équations  de  Mac- 
laurin,  qu'on  ne  doit  pas  perdre  de  vue. 

Plaçons  l'origine  au  point  de  départ  O,  l'axe  Ae%x  étant 
horizontal,  l'axe  des  y  suivant  la  verticale  montante  :  les 
équations  du  mouvement  sont  de  la  forme 

d^  X  d^  Y 

(i)  /n-T-^  =  NcosX,      m--~- =  —  m^-hNsinX; 

la  direction  normale  suivant  laquelle  on  compte  N  positi- 
vement fait  l'angle  X  avec  OX;  la  projection  du  poids  sur 
cette  direction  est  — m^sinX;  la  pression,  estimée  aussi 
suivant  la  même  direction,  est  — mgc  s\n\  et  N  doit 
être  représenté  par  mgc  sinX. 

En  appelant  ^gh  le  carré  de  la  vitesse  initiale,  on  a 

(a)  ^'=  -^-^  =^'^(^-7); 

cos'A  dt^ 

enfin    l'on    a,    en    supposant    X    exprimé    en    fonction 

De  S.-G.  —  Rec.  19 
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dey, 


dx  ^  dy 

d^x  ^  d^y  I       rfX  dy* 


dt*  ^     dt*        cos*X  djr  de* 

Si,  dans  cette  dernière  relation,  on  remplace  les  dé- 
rivées par  leurs  valeurs  (i)  et  (2)  en  tenant  compte  de  la 
valeur  de  N,  on  a  l'équation  de  la  courbe  demandée 

dk 

cg  sinX  cosX  -t-  ^tangX(c  sin'X  —  i)-4-2^(A — y) -3-  =  o 

ay 

ou 

Ic  —  i)-—- h2C0tXrfX  =  o. 

h— y 

Posons  c  — 1  =  2/1  et  intégrons  par  logarithmes  ;  on 
trouve,  a  étant  une  constante, 

(h—yy_    '  , y  _        dx* 

V     a     /      ~  ^^"      "~  dx^  ■+-  dy*  ' 

d'où 

dx==zt—^-^-:Z^t±=. 

^a*''—{h—y)*"' 

Pour  qu'on  puisse  intégrer  une  dernière  fois,  il  faut  et 

•  1  nr>  /l-f-I  7l-f-l  I 

Il  sullit  que ou soit  entier  ou,  en  un  mot, 

^         in  in  1  '  ' 

que  /i  soit  l'inverse  d'un  entier  quelconque  [x.  Donnons 
à  |Ji  les  valeurs  simples  —  2,  —  i ,  i,  2  ;  les  valeurs  corres- 
pondantes de  n  sont >  — i,  i,  ->  et  celles  de  c,  zéro, 

—  1 ,  3,  2  ;  les  valeurs  de  dx  sont 

^r/S         _  ^        <^dy 


l"   =î=  — "    '  »       2«   =ÎI 


sjh—y  —  a  ^{h^yY—o* 

^ai  —  i^h—y)*  V    a  —  h-^-y 
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Les  intégrales  de  ces  dlfTérentielles  sont  bien  connues, 
et  Ton  trouve  pour  la  courbe  demandée  : 

I**  Une  parabole  dont  la  directrice  est^  =  A; 

2®  Une  chaînette  tournant  sa  convexité  vers  le  haut; 

3®  Une  circonférence  dont  y=h  représente  un  dia- 
mètre ; 

4®  Une  cycloïde  dont  j^  =  h  détermine  la  base. 

La  loi  du  mouvement  est  donnée,  dans  le  cas  général, 
par  l'équation 


dt  =  ± 


a^  dy 


>Jig{h  —y)  /a*'* —  (A  —7)*'» 


158.  Trouver  une  courbe  plane  telle  qu'un  point 
obligé  de  la  suivre,  et  partant  d'un  point  donné  O 
{fig*  21)  de  cette  courbe,  sous  l'action  d'un  centre  k  qui 


Fig.  ai. 


V attire  proportionnellement  à  la  distance,  arrive  en  un 
point  quelconque  M.  de  la  ^courbe  dans  le  même  temps 
que  s^il  s'était  mû  sur  la  droite  AM,  Vq  étant  nul. 

(OssiAN  Bonnet.) 

Soient  M,  M'  deux  points  de  la  courbe  infiniment  voi- 
sins; le  mobile  doit  parcourir  les  arcs  OM,  OM'  dans  le 
même  temps  que  les  cordes  OM,  OM'.  Soit  P  le  point  où 
arrive  le  mobile  qui  suit  la  corde  OM'  à  l'instant  où  celui 
qui  suit  la  courbe  passe  en  M,  tous  deux  étant  partis  en- 
semble de  O  ;  nos  deux  mobiles  devront  parcourir  dans  le 
même  temps,  l'un  la  droite  PM',  l'autre  l'arc  MM'.  Comme 
le  théorème  des  forces  vives  a  lieu,  les  vitesses  en  P  et  en  M 
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diffèrent  infiniment  peu;  il  faut  donc  PM'=  arcMM';  le 
triangle  PM'M  est  isoscèle  et  M'=  it —  aM'PM. 

D'autre  part,  il  est  aisé  de  démontrer  que,  si  l'on  consi- 
dère des  mobiles,  partant  ensemble  du  point  O,  attirés  vers 
le  point  A  et  suivant  des  droites  issues  de  O,  le  lieu  de  leurs 
positions  simultanées  ou  courbe  synchrone  est  un  cercle 
dont  le  diamètre  OC  est  dirigé  suivant  OA;  les  points  O,  P, 

M,  C  sont  donc  sur  un  cercle,  MTM  =  OGM  =  -  —  8  en 

prenant  OA  pour  axe  polaire  ;  il  en  résulte 

M' =20,    •— , —  =  tanff2Ô,      r2=c*sin26. 
dr  ° 

La  courbe  demandée  est  une  lemniscate  de  Bernoulli,  tan- 
gente à  OA,  et  dont  le  paramètre  est  quelconque. 

159.  Des  tautochrones.  —  Tromper  sur  une  surface 
donnée  une  courbe  sur  laquelle  doit  se  mouvoir  un  point, 
sollicité  par  des  forces  connues,  pour  quil  arrive  en 
un  point  A  de  cette  courbe  dans  un  temps  constant, 
quel  que  soit  le  point  d^oîi  il  part  sans  vitesse  initiale. 

Le  mouvement  d'un  point  sur  une  courbe  est  déterminé 
par  la  composante  tangentielle  de  la  force  motrice,  comme 
le  mouvement  sur  une  droite -^  l'est  par  la  force  agissant 
suivant  cette  droite;  si  donc  une  courbe  doit  être  tauto- 
chrone  pour  un  mobile  sollicité  par  une  force  de  nature 
donnée  ;  il  faut  que  la  composante  tangentielle  soit,  à 
chaque  instant,  égale  à  la  force  de  même  espèce  qui  pro- 
duirait un  mouvement  rectiligne  tautochrone. 

Considérons  d'abord  des  forces  qui  ne  dépendent  que 
de  la  position  du  mobile  :  on  sait  que,  dans  le  mouvement 
rectiligne  tautochrone,  la  force  motrice  doit  alors  être  pro- 
portionnelle à  la  distance  s  du  mobile  M  au  point  d'ar- 
rivée A  ;  la  force  tangentielle  sur  une  courbe  tautochrone 
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aura  la  même  expression,  s  désignant  Tare  AM,  et  cette  con- 
dition suffit  pour  déterminer  la  tautochrone  sur  une  sur- 
face. Le  point  A  est  nécessairement  une  position  d'équilibre. 
Soit  à  chercher  dans  un  plan  la  tautochrone  pour  un  point 
attiré  vers  un  pôle  O  avec  une  force  mX^r.  On  posera 


—  m\^r-z-  —  —  5,     s  ds  = —  r  dr  =  c^r  dr, 


d'où 


•        •  /   •         •  \       -7           cr  dr 
s^=  c^{r^—a^),     ds  =  — , 

yr^  —  a"*- 


^^^^■^u-    :'^ir' 


Cette  équation  représente  une  hypocycloïde  pour  c  <  i , 
une  droite  pour  c  =  i ,  et,  quand  c  >  i ,  une  spirale  U  qui 
s'étend  à  l'infini.  M.  Puiseux  a  reconnu  (Journal  de  Liou- 
ville,  t.  IX)  que  U  est  semblable  à  la  développée  D'  de  sa 
développée  D  :  je  vais  montrer,  en  outre,  qu'elle  lui  est  in- 
versement homothétique  par  rapport  à  O.  Je  mène  OP  =p, 
perpendiculaire  sur  la  tangente  à  U  en  M,  MM'  rayon  de 
courbure  de  U,  M'M"  rayon  de  courbure  de  D  en  M'  ;  M" 
est  sur  D'.  MM'  étant  parallèle  à  OP,  M' M"  à  MP,  il  suffit 
de  montrer  qu'on  a 

MMVr  _  PM 
MM'   ~  OP 
et 

MM'>OP. 
Or  on  a,  en  se  reportant  à  la  valeur  de  -^> 


ds 


dr 


PM  =  /  ~  =  i  v^r^-aî, 
ds        c^ 

I j       I    ^ 

0P=jD  =  Vr2— PM    =-/(c2— i)r«-^aS 

dp         c^—i  ^  c»  —  I 


L 
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enfin  à  l'arc  ds  sur  U  correspond  sur  D  un  arc  rfp  qui  a 
même  angle  de  contingence  que  rf^;  on  a  donc,  pour  le 
rapport  des  rayons  de  courbure, 


yj'W       dp  _  dpdr  __  cr  y/r^  — a»_PM 

MM'  ~'  ds~~  drds  ~~  Ji^t nr*-t-  a*       ^^       ""  ^f* 

Nous  avons  trouvé  (n°  132)  que,  si  un  mobile  se  meut 
en  ligne  droite  dans  iin  milieu  dont  la  résistance  est  kv^^ 
pour  qu'il  arrive  au  point  A  de  cette  droite  dans  un  temps 
constant,  il  doit  être  attiré  vers  le  point  A  par  une  force 
dont  la  valeur,  fonction  de  5,  est 

le  temps  de  la  chute  étant  -  X.  Pour  qu'un  point  assu- 

jetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  dans  le  même  milieu  ré- 
sistant arrive  en  un  point  A  de  cette  courbe  dans  un  temps 
constant,  il  faut  que  la  composante  tangentielle  de  la  force 
extérieure  ait  une  valeur  égale  à  — F.  Supposons  le  mo- 
bile sollicité  simplement  par  la  pesanteur  et  la  courbe 
dans  un  plan  vertical  ;  prenons  pour  axe  des  x  la  tangente 
au  point  le  plus  bas,  pour  axe  désola  verticale  ascen- 
dante; nous  aurons  en  chaque  point  de  la  tautochrone 

Comme  -^  doit  être  compris  entre  —  i   et  -H  i ,  5  a  des 

limites;  il  faut 

e**<i-h^A:X«, 

ce  qui  donne,  du  côté  des  x  positifs,  un  point  d'arrêt  à 
tangente  verticale.  Si  l'on  donne  à  s  des  valeurs  négatives, 
on  pourra  aller  jusqu'à  — 00  quand  \^gk'^  ï  î  îl  y  si^ra 
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une  branche  infinie  au-dessus  de  OX  avec  des  abscisses 
négatives.  Si,  au  contraire,  \^gk<i\^  s  ne  pourra  at- 
teindre —  00,  et  l'on  aura  un  second  point  d'arrêt.  Quant 
au  mouvement  sur  ces  courbes,  il  est  donné  par  l'équation 
du  travail 


rfip2  =  -^5|^^(e*^-,)-A:P«], 


ptks  //ç2 

a  étant  la  valeur  initiale  de  s.  Une  nouvelle  intégration 
donne 

I  —  e-^^  =  (i  —  c-*«)  COS  r-  • 

Le  mobile  descend  pendant  un  temps  égal  à  -X  et  remonte 

pendant  un  temps  égal  ;  l'arc  négatif  5<  qu'il  décrit  est  donné 
par  l'équation  précédente  où  l'on  fait  t  =  itX.  Pour  le  mou- 
vement ultérieur,  il  faut  changer  le  signe  de  ki^^  dans  l'é- 
quation du  travail,  et  la  courbe  n'est  pas  tautochrone  du 
côté  des  arcs  négatifs. 

160.  Des  courbes  tautochrones  planes  dans  le  cas  du 
frottement,  —  Considérons  un  point  M,  de  masse  i,  solli- 
cité par  une  force  F  qui  ne  dépend  que  de  sa  position,  et 
cherchons  sur  quelle  courbe  G  il  doit  se  mouvoir  pour 
arriver  en  un  point  A  dans  un  temps  constant  T,  en  sup- 
posant que  Vq  soit  nulle  et  que  G  exerce  une  force  de  frot- 
tement/TM.  Nous  ne  pouvons  résoudre  la  question  à  l'aide 
de  résultats  relatifs  au  mouvement  recti  ligne,  caria  compo- 
sante normale  de  F  et  la  courbure  de  G  interviennent  dans . 
le  calcul  de  N  ;  pouravoir  des  calculs  simples,  nous  suppose-' 
rons  que  la  courbe  G  soit  dans  un  plan  donné  qui  contient 
toujours  la  force  F.  Soit  s  l'arc  de  courbe  compté  à  partir 
de  A  jusqu'à  un  point  quelconque  de  G,  où  la  tangente  fait 
l'angle  a  avec  une  droite  fixe  OX  :  les  composantes  tan- 
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getïtieiie  et  normale  de  F,  P  et  Q,  peuvent  s^'exprimer  en 
fanctîoa  de  j  et  de  z  :  la  direct îoa  :§mTant  laqaelle  je 
compte  poiîtiyement  Q,  aassi  bien  que  s^  £àit  arec  OX 

l'angle  a  -i-  --  On  a  loajoars  s  =  -,-  et 

-=Q  =  X,    >-=  =  (--Q). 

le  signe  étant  choisi  de  manière  à  donner  poor  X  one  Ta- 
leor  positive.  Le  théorème  des  forces  vives  nous  donne^  en 
supposant  que  M  marche  dans  le  sens  où  s  décroît, 

je  ne  prendrai  que  le  signe  supérieur,  en  convenant  de 
changer  y  en  — /^si^  en  mettant  le  signe  -f-  dans  Fexpres- 
sion  de  N,  on  trouve  une  valeur  négative  ;  Téquation  pré^ 

cédente  donne,  en  remplaçant  —  par  dxy 

? 

d.ç^—  2/(P«  d^  =  2(P  — /Q)  £&. 

Si  Ton  désigne  par  h  la  valeur  initiale  de  5,  on  a  l'inté- 
grale 

çi=e^f^  f  2(/Q  — P)e-^3i£/j. 

On  en  déduit,  pour  dty  une  valeur  de  même  forme  que 
celle  que  nous  avons  trouvée  n^  132,  et  Ton  est  conduit  à 
poser 

0)  f  2(/Q-P)e-«/«rf,  =  a,       r   =00, 

e-/«  ds  =  ^(  u)  du  : 

on  obtient  alors,  pour  la  loi  du  mouvement  de  M, 

(a)  ,=  rî(^^. 
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Pour  que  t  soit  égal  à  T,  quel  que  soit  Uq^  quand  on 

prend  zéro  pour  limite  inférieure  de  l'intégrale,  il  faut 

T 
(n°  132)  que  <p(w)se  réduise  à  — j=>  et  l'on  a 

Tzyu 

(3)  e-f^ds=-^; 

comme  d'ailleurs  la  première  des  équations  (i)  donne 

2  (/Q  —  P  )  e-^^^  ds  =  du, 
on  trouve,  en  éliminant  du  et  ds^ 

(4)  2(/Q-P)e-/«=^v^. 
Différentions  les  deux  membres  : 

^e-/«[/6?Q  -  d?  -fdoLi/q  -  P)]  =  -^,  -^. 

^  ^   yu 

Egalant  enfin  les  valeurs  de  du  données  par  cette  équa- 
tion et  par  l'équation  (3),  nous  avons  une  relation  qui  peut 
être  considérée  comme  une  équation  différentielle  de  C, 

(5)  ds  =  4^  [fdq  -  dP  -/(/Q  -  P)  rfa]. 

D'autre  part,  nous  sommes  en  mesure  d'effectuer  l'inté- 
gration indiquée  dans  l'équation  (2),  et  nous  avons  pour 
la  loi  du  mouvement 

T  1U—  Uo  ^  TZt 

i  =  —  arc  cos >     1^  =  2^0  ces*  — =:  • 

ir  Uq  iT 

Extrayons  les  racines  carrées  et  remplaçons  y^a  par  sa 
valeur  (4), 

(6)  (/Q-P)c-/a  =  (/Qo-Po)e-/«ocosJ^. 
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Appliquons  les  résultats  précédents  au  cas  où  F  est  le 
poids  du  mobile  ;  en  supposant  OX  horizontal,  on  a 

P=  —  ^sina,     Q=  —  ^cosa, 

et,  si  Ton  fait/=  tang  cp,  l'équation  (5)  devient 

T2C0S2cp  ' 

on  trouve  aisément  qu'elle  représente  une  cjcloïde  en- 
gendrée  par  un  cercle  de  rayon  =î^ — ^-ç-  roulant  sous  une 
horizontale.  L'équation  (6)  devient 

sin(a  —  cp)e-atang?=  sin(ao —  <p)  e~«ot«ng<p  cos— =• 

Le  point  d'arrivée  A  n'est  plus  au  bas  de  la  cjcloïde, 
mais  en  un  point  où  a  est  égal  à  ç  :  c'est  une  position  d'é- 
quilibre limite.  Le  mobile  ne  se  met  d'ailleurs  en  mouve- 
ment que  s'il  est  d'abord  plus  haut  que  A;  il  dépasse  ce 
point  et  s'arrête  au  bout  du  temps  2 T  en  un  point  Mi  pour 
lequel  on  a 

sin(a  —  cpyc-aiang«P  =  —  sin(ao —  cp)e-aotanjr9. 

Soit  A'  le  symétrique  de  A  par  rapport  à  l'axe  de  la  cy- 
cloïde;  si  M|  est  sur  l'arc  AA',  M  y  restera  indéfiniment; 
mais,  si  M 4  est  au-dessus  de  A',  le  mobile  fera  une  seconde 
excursion  analogue  à  la  première,  le  point  de  tautochro- 
nisme  étant  A'. 

161.  Etude  géométrique  des  bràchistochrones.  —  La 
brachistochrone  est  la  courbe  que  doit  suivre  un  point  ma- 
tériel soumis  à  l'action  d'une  force  connue  F  pour  qu'il 
arrive  d'un  point  donné  à  un  autre  dans  un  temps  mini- 
mum. On  peut  établir  géométriquement  ses  propriétés 
caractéristiques  lorsque  F  admet  un  potentiel,  c'est-à-dire 
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quand  X  dx  -f-  Y  dy  -^Tjdz  est  la  difFérenlielle  d'une 
fonction  <p(^,  ^,  z).  L'équation  y  =  const.  représente 
une  surface  de  niveau  en  chaque  point  de  laquelle  F  lui 
serait  normale  :  quand  le  mobile  se  trouve  sur  l'une  de  ces 
surfaces,  sa  vitesse  a  une  valeur  correspondante,  donnée 
par  le  théorème  des  forces  vives. 

Je  m'appuierai  sur  un  lemme  bien  connu  :  soient  A,  B 
deux  points  situés  dans  deux  régions  <A>,  oH  séparées  par 
une  surface  S  ;  pour  qu'un  mobile,  marchant  dans  la  ré- 
gion «^  avec  une  vitesse  a,  dans  la  région  ift»  avec  la  vi- 
tesse 6,  aille  de  A  en  B  dans  un  temps  minimum,  il  doit 
suivre  une  ligne  brisée  AMB  dont  le  plan  contient  la  nor- 
male à  S  en  M;  les  angles  i  et  r  de  cette  normale  avec  AM 
et  BM,  que  nous  appellerons  angles  dHncidence  et  de 
transmission,  ont  leurs  sinus  proportionnels  à  a  et  à  6. 
On  peut  l'établir  à  l'aide  du  théorème  de  Fermât  :  si  M' 
est  un  point  de  S  infiniment  voisin  de  M,  on  doit  avoir 

AM— AM       BM'— BM 

1 =o 

a  b 

OU 

MM'cosAMM'  _       MM'  cos  BMM' , 
a  "  b  ' 

si  MM'  est  perpendiculaire  sur  AN,  il  doit  l'être  aussi  sur 
BM,  ce  qui  établit  le  premier  point  )  si  on  le  suppose  en- 
suite dans  le  plan  AMB,  cosAMM'  et  —  cos  B  MM'  seront 
égaux  à  sini  et  à  sinr,  d'où  suit  le  reste  du  lemme.  La 
route  AMB  tourne  sa  convexité  vers  la  région  où  la  vitesse 
est  la  plus  grande. 

Nous  voulons  trouver  la  route  qu'il  faut  faire  suivre  à 
un  point  M,  de  masse  m,  sollicité  par  la  force  F,  pour  que, 
partant  d'un  point  A  avec  une  vitesse  donnée,  il  arrive  en 
un  point  B  dans  un  temps  minimum.  Traçons  entre  A  et 
B  un  très  grand  nombre  de  surfaces  de  niveau  très  rap- 
prochées les  unes  des  autres,  et  soient  So,  S|,  S2,  • .  • ,  S^ 
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/i  -h  I  de  ces  surfaces  consécutives  ;  ^o?  ^i  j  . .  • ,  ^/i  les  vitesses 
que  M  prendrait  sur  chacune  d'elles  sous  l'action  de  F. 
Cherchons  la  ligne  brisée  L  que  doit  suivre,  pour  aller  de  A 
à  B  dans  un  temps  minimum ,  un  mobile  [x  assujetti  à  la 
seule  condition  de  se  mouvoir  avec  la  vitesse  i^t  dans  la  ré- 
gion comprise  entre  Sq  et  S|,  avec  la  vitesse  Ç2  entre  S, 
et  S27  et  ainsi  de  suite.  Soient  /no,  /ni ,  . . . ,  nin  les  sommets 
de  Lj  situes  sur  oq ,  d| ,  •  •  •  ^  o/]  |  ^o?  ^f  )  ^2 ?  *  *  *  ?  ^n  j  ^07  ^i  1 
Ta,  . .  ,^  Tfi  les  angles  d'incidence  et  de  transmission  cor- 
respondants. La  position  relative  de  deux  côtés  consécutifs 
de  L  est  déterminée  par  notre  lemme  :  donc  1®  le  plan  de 
trois  sommets  /n^^i,  /n*,  /n^^i  contient  la  normale  à  S* 
en  mf(]  2°  Ton  a 

(i)  ^  = 

Traitons  la  différence  tk  de  r^  et  de  4  comme  un  infini- 
ment petit  :  on  tire  de  la  relation  précédente 

Vk      ""   ^Ar-hl  —  Vk  '  Vk^\  —Vk~        Vk 

On  obtient  n  équations  analogues  à  la  dernière  en  rem- 
plaçant k  par  I,  2,  3,  . . . ,  n;  la  somme  des  numérateurs 
des  premiers  membres,  divisée  par  la  somme  des  dénomi- 
nateurs, a  une  valeur  comprise  entre  la  plus  grande  et  la 

plus  petite  des  valeurs  de  — ^  ;  si  donc  on  pose 

..                           ei-4-eîH-...-+-e„       ^  tang/i 
(2) =A , 

\  différera  peu  de  l'unité  quand  la  longueur 

m^  m\  m^, . . .  wi/n- 1 
sera  peu  considérable. 


J 
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Passons  à  la  limite  en  supposant  les  surfaces  S  infini- 
ment rapprochées  les  unes  des  autres;  la  ligne  brisée  L 
devient  la  courbe  C  que  doit  suivre  [x  pour  aller  de  A  en  B 
dans  un  temps  minimum,  et  les  deux  propriétés  que  nous 
lui  avons  reconnues  s'étendront  à  C  :  i°  le  plan  qui  passe 
par  un  point  m  de  cette  ligne  et  par  deux  points  infiniment 
voisins,  c'est-à-dire  le  plan  osculateur,  contient  la  normale 
à  S  en  m  ;  a*'  en  supposant  que  la  portion  mo  /Wi  ^2  . . .  m«+< 

de  L  devienne  un  arc  ds  de  G,  £<  -f-  fia-H .  .  .  -H  S/i  sera  la 

ds 
courbure  —  de  cet  arc,  et,  X  devenant  égal  ^à  l'unité,  l'é- 
quation (2)  donnera 

(3)  ■   — -  =  i^î^. 

Revenons  au  point  M  :  quelle  que  soit  la  route  qu'on  lui 
fasse  suivre  sans  qu'il  éprouve  de  résistances  passives,  sa 
vitesse  dans  les  difierentes  couches  de  niveau  sera  la  même 
que  celle  de  (jl,  et  il  ne  saurait  arriver  en  B  plus  tôt  que  le 
point  [X,  qui  n'est  assujetti  qu'à  avoir  une  vitesse  déter- 
minée dans  les  différentes  régions  :  G  est  donc  la  brachis- 
lochrone,  et  elle  est  déterminée  par  les  deux  propriétés  que 
nous  avons  établies,  mais  que  nous  allons  énoncer  sous  une 
forme  nouvelle.  Nous  dirons  d'abord  que  son  plan  oscula- 
teur en  un  point  quelconque  contient  F,  dont  la  direction 
est  normale  à  la  surface  de  niveau  qui  y  passe.  En  second 
lieu,  comme  rf5=  vdt^  nous  tirerons  de  l'équation  (3) 

(4)  '       m— =sinix  'ni-r-i 

p  cost      dt 

la  force  tangentielle  ^-n  divisée  par  cosi  n'est  autre  que 
F,  et,  comme  la  force  est  dans  le  plan  osculateur,  elle  fait 
l'angle  -  —  i  avec  la  normale,  et  le  second  membre  de  (4) 
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est  égal  à  la  projection  de  F  sur  cette  droite.  Mais  il  faut 
remarquer  que  G  tourne  sa  convexité  du  côté  où  p  va  en 
augmentant,  c'est-à-dire  du  côté  de  F,  en  sorte  que  Fsint 
est  la  projection  de  F  sur  le  prolongement  du  rayon  de 
courbure,  et  il  convient  d'exprimer  la  seconde  propriété 
caractéristique  de  la  brachistochrone  par  l'équation 

(5)  m~  =  — Fcos(F,  p). 

P 

La  force  centripète  a  pour  valeur  générale 

N-+-Fcos(F,  p); 

en  comparant  ce  résultat  avec  l'équation  (5),  on  en  conclut 
que,  la  pression  supportée  par  une  brachistochrone  est 
double  de  la  composante  normale  de  la  force  correspon- 
dante. 

Quand  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  parallèles, 
leurs  normales    sont  parallèles;   la    brachistochrone  est 

plane;  d'ailleurs  r*  devient  égal  à  i^h+i,  et  l'équation  (i) 

sin  i  ^         1     • 

montre  que est  constant  ;  cette  relation  constitue  une 

équation  différentielle  du  premier  ordre  pour  déterminer  G, 
tandis  que  l'équation  (5),  applicable  au  cas  général,  est  du 
second  ordre. 

Dans  le  numéro  d'avril  i886  des  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques ,  j'ai  montré  que,  si  la  vitesse  en  A  est 
nulle,  la  brachistochrone  est,  en  ce  point,  tangente  à  F,  et 
que  sa  courbure  y  est  infinie.  Je  vais  établir  ici  que,  si  des 
mobiles  de  masse  m,  sollicités  chacun  par  la  force  F,  par- 
tent en  même  temps  et  avec  la  même  vitesse  du  point  A  en 
suivant  diverses  brachistochrones,  le  lieu  de  leurs  positions 
simultanées  à  l'époque  t  est  orthogonal  à  toutes  ces  courbes. 
Soient  M,  M'  deux  points  du  lieu  infiniment  voisins,  et 
supposons  l'angle  AMM'  obtus,  et  par  suite  AM'M  aigu: 
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sur  Tare  M'A,  on  peut  évidemment  trouver  un  point  P  in- 
finiment voisin  de  M',  et  tel  que  PM  <  arcPM';  cela  posé, 
si  l'on  fait  suivre  à  une  masse  m  le  chemin  APM,  elle  arri- 
vera en  M,  sous  l'action  de  la  force  F,  avant  le  temps  ^, 
puisqu'elle  décrira  le  chemin  PM  avec  la  même  vitesse 
qu'elle  aurait  eue  sur  PM'  si  on  l'avait  fait  mouvoir  suf  le 
chemin  APM'  :  donc  l'arc  donné  AM  ne  serait  pas  le 
chemin  qui  mène  le  plus  vite  de  A  en  M,  comme  on  l'a 
supposé. 

De  cette  proposition  et  du  théorème  de  Fermât  sur  les 
minima,  il  résulte  que,  si,  au  lieu  de  donner  l'extrémité  B 
d'un  arc  de  brachistochrone,  on  veut  que  cette  ligne  abou- 
tisse sur  une  ligne  ou  sur  une  surface  donnée,  elle  doit  leur 
être  orthogonale;  et,  de  même,  si  le  point  A  doit  être 
choisi  sur  une  ligne  ou  sur  une  surface  données,  la  tan- 
gente à  cette  ligne  ou  le  plan  tangent  à  cette  surface  en  A 
doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  brachistochrone 
en  B. 

La  brachistochrone,  pour  un  point  assujetti  à  rester  sur 
une  surface  donnée,  a  des  propriétés  analogues  aux  pré- 
cédentes, sauf  des  modifications  faciles  à  deviner  :  ainsi, 
dans  l'équation  (5),  F  représenterait  la  projection  de  la 
force  motrice  sur  le  plan  tangent,  et  p  le  rayon  de  cour- 
bure géodésique.  Je  n'y  insiste  pas,  et  je  passe  à  une  appli- 
cation qui  se  rapporte  au  cas  général  et  que  j'ai  indiquée 
dans  la  Note  citée  ci-dessus. 

162.  Déterminer  la  brachistochrone  pour  un  point 
de  masse  i,  attiré  vers  OTjpar  une  force  égale  à  ^\u), 
u  étant  la  distance  du  mobile  à  OZ. 

Pour  que  le  plan  osculateur  en  un  point  M  contienne  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  OZ,  c'est-à-dire  F, 
on  doit  avoir 

x{dyd^z  —■  dz  d^y) -^ y {dz  d^ X  —  dxd^z)  =  o; 
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intégrant  et  désignant  par  H  une  constante,  on  a 
(  I  )  X  dj^  —  y  do:  =  Il  dz. 

Aux  coordonnées  x,  y  je  substitue  les  coordonnées  po- 
laires M  et  t}»,  je  prends  pour  variable  indépendante  Tare  s 
de  C,  et  je  représente  par  des  lettres  accentuées  les  dérivées 
relatives  à  s  :  Téquation  (i)  nous  donne  d'abord 

(2)  M*tt'=HV. 

Il  s'agit  d'exprimer  la  projection  de  F  sur  le  prolonge- 
ment du  rayon  de  courbure  en  M;  les  angles  \  [x,  v  de  ce 
rayon  avec  m,  avec  la  perpendiculaire  au  plan  ZOM  et 
avec  OZ  ont  pour  cosinus 

•i  /     n  if.v  p    d.U'*-'^*  _ 

cosA  =  p(m'— a^J;  *),     cos[jl=-^  — -~-,     cosv  =  p^'^; 

ces  formules  peuvent  se  déduire  de  ce  que  les  cosinus  di- 
recteurs de  p  par  rapport  à  OX,  OY,  OZ  sont  ^x",  p^, 
p^^'.  Si  l'on  tient  compte  de  (2)  et  de  l'identité 

d'où  l'on  peut  tirer  u"  en  fonction  de  z',  z"  et  u'^  on  trou- 
vera 

,  /         ll^Xz'z'  Vipz' 

cosÀ  =  —  p(rH r    — r^     coSfx=— -^ — >     cosv=p^ 

^  \         u^  J    u  u  ^ 

et,  par  suite, 

Sironaç'=  o  pour  M  =  a,  v^  est  égal  à  2cp(a)  —  2cp(w); 
l'angle  de  F  avec  le  prolongement  du  rayon  de  courbure 
est  X,  et  l'on  a 


p2      FcosX 


(-S)(ë)'w»)-»(«)i=-(-s)v^''": 
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On  peut  diviser  par  (  iH j )  -7'  et  l'on  trouve 

<p(w)  — cp(a)  z" 

intégrant,  et  ayant  ensuite  égard  à  Téquation  (2),  on  a 


u^d^ 


\ 


H»  C?m2 -h  (  H2 -M*2  )  W»  ^(J/î  ^ 


c'est  l'équation  différentielle  de  la  projection  de  C  sur 
OXY. 

163.  Brachistochrone  pour  un  point  pesant  assujetti 
à  se  mouvoir  sur  une  sphère  :  méthode  analytique. 

Je  vais  indiquer  une  solution  fondée  sur  le  calcul  des 
variations  et  plus  rapide,  dans  le  cas  présent,  que  la  solu- 
tion géométrique.  Définissons  la  position  du  mobile  M  par 
l'angle  0  du  rayon  OM  avec  la  verticale  descendante  OZ  et 
par  l'angle  4'  du  plan  ZOM  avec  un  plan  fixe  ZOX.  Le 
carré  ds*  d'un  élément  de  ligne  tracée  sur  la  sphère  est 

et  si,  au  point  de  départ,  0  =  a  et  Pq  =  o?  le  carré  de  la  vi- 
tesse du  mobile  dans  une  position  quelconque  sera 

2R^(cosO  —  cosa); 

le  temps  que  le  mobile  met  pour  aller  de  A  en  B  est,  en 


posant  ^'=26' 


<iev/i-H<^'2sin«ô 


o     v/2^R(cosO  —  cosa) 

Pour  que  T  soit  minimum,  il  faut  que  sa  variation  soit 
nulle;  on  peut  supposer  que  0  ne  varie  pas,  et  la  variation 
de  T  ne  sera  due  qu'à  celle  de  ^'  :  si  l'on  désigne  par  V  d^ 

Db  S.-G.  —  Aec,  20 
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la  quantité  sous  le  signe  / ,  on  a 

parce  que  h^  est  nul  aux  limites  :  pour  que  ST  s'annule^ 
on  doit  avoir 


d^  d^'  "  ^' 


^4^'        v^i  -+-  ^'^  sin^e  y/'2ff  R(cosO  —  cosa) 


=  const. 


Si  Ton  prend  la  constante   sous  la  forme —         ?  on 
aura,  pour  l'équation  de  la  brachistochrone, 

(  cos  0  —  cos  a  )  6?0* 

^d»'  = • 

^        sin*6(rt*  sin'6  —  cos  G -t- cos  a  )  ^ 

la  courbe  représentée  par  cette  équation  a  une  forme  ana- 
logue à  celle  d'une  épicycloïde  sphérique  comprise  entre 
deux  cercles  horizontaux,  les  points  de  rebroussemenl 
étant  sur  le  cercle  supérieur. 


EXERCICES. 

1.  Mouvement  d'un  point  assujetti  à  rester  sur  une  spirale  loga- 

rithmique   et  attiré  vers  le  pôlç  par  une   force  —^y  f^o  étant 

nulle.  (Gilbert.) 

En  appelant  fx  l'angle  des  tangentes  avec  les  rayons  vecteurs,  on 
trouve 

t  =  T 1  / ~  (  yJr{rQ—  r)  -h  r©  arc  cos  4  /  —  ) • 

Âcos(jL|/    a  V^  y    rçs) 

2.  Mouvement  d'un  point  assujetti  à  rester  sur  une  droite,  attiré 
vers  un  point  A  par  une  force  /n<p(r),  et  légèrement  écarté  de  sa 
position  d'équilibre. 


A 
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àSi  a  désigne  la  distance  de  A  à  la  droite,  et  si  Ton  néglige  —  y 


:=SoCOSti/^^ 


3.  Mouvement  d'un  point  m  assujetti  à  rester  sur  la  parabole 

et  sollicité  par  une  force  dont  les  composantes  sont 

mpr 


^--^{^'-\/^}  ^= 


yjj^-^p^' 


la  vitesse  au  sommet  est  cp.  Pression  sur  la  courbe.  (Fuhrmann.) 
Grandes  réductions  :  y  =  cpty  N  =  mp. 

4.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  hélice  ordinaire  dontl'axe 
est  vertical  ;  pression  sur  la  courbe.  Pas  de  résistances  passives. 

Si  Vq  et  ^0  ^^^^  nuls,  z  =  -  gf^  sini;  la  pression 

fait  avec  la  normale  principale  un  angle  dont  le  sinus  est  —        '    » 

5.  Mouvement  d'un  point  pesant  assujetti  à  rester  sur  une  pa- 
rabole dont  le  sommet  est  situé  verticalement  à  une  hauteur  a 
au-dessus  du  foyer;  ce  foyer  exerce  sur  le  mobile  une  action  ré- 
pulsive F,  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  distance  ;  au 

3 
sommet,   cette  force  est  -mgj  et  la  vitesse  du    mobile  iyjag\ 

pression  sur  la  courbe.  (Gaen,  1878.) 

3  /r 

F  =  -  m  g  i/  --  ;  on  exprime  p*  et  le  travail  en  fonction  de  r  : 

r      dr^ 


r  —  a  df^ 


=  *^gr 


(-/O. 


\'Vi-v^ —W'^ 


5 
La  pression  se  réduit  à  -  mg. 
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6.  Sur  la  gorge  d'une  poulie  de  rayon  a,  située  dans  un  plan 
vertical,  est  enroulé  un  fil  sans  masse,  de  longueur  ^,  portant 
à  son  extrémité  un  point  pesant;  déterminer  le  mouvement  que 
prend  ce  point  quand  on  lui  imprime  une  vitesse  horizontale  Vq  : 
cas  des  petites  oscillations.  (J.  Vieille.) 

Si  le  fil,  en  se  déroulant,  fait  Fangle  6  avec  la  verticale, 

(/4-aÔ)*-3-j|  =  f Ô  -i-  2^[(/H-aO)cosô  —  asinô  —  l], 

7.  Chercher  comment  varie  la  vitesse  d'un  point  pesant  assu- 
jetti à  rester  sur  un  cercle  dépoli  situé  dans  un  plan  vertical. 

6  étant  l'angle  de  la  verticale  avec  le  rayon  qui  passe  par  le  mo- 
bile, la  considération  de  la  force  vive  et  de  l'accélération  centri- 
pète donne  (voir  n**  153) 

(;2=:  Ge-î/^H- -^^:^[(i~2/*)cosô  — 3/sine]. 

8.  On  donne  dans  un  plan  vertical  une  courbe  telle  que  la  partie 
d'une  tangente  quelconque  comprise  entre  le  point  de  contact  et 
une  horizontale  donnée  OX  ait  une  longueur  constante  a  :  déter- 
miner le  mouvement  d'un  point  pesant,  assujetti  à  rester  sur  la 
tractrice  donnée,  partant  du  point  le  plus  élevé  sans  vitesse  ini- 
tiale, et  éprouvant  de  la  part  du  milieu  ambiant  une  résistance 

égale  à  ;  il  n'y  a  pas  de  frottement. 

L'équation  de  la  tractrice  est  -^  =  —  —  ;  le  théorème  du  tra- 
vail donne 

d,v^  =  —  2  g  dy  -{-2  —  dy,     d'où     p*=  a^j^ —* 

Cl  dy 
Remplaçant  v  par •-^,  on  peut  intégrer,   et  l'on  trouve 

2a> 

9.  Sur  un  paraboloïde  a7*-i-j^2=  ipz^  l'axe  des  z  étant  dans  le 
sens  de  la  pesanteur,  trouver  une  courbe  telle  qu'un  point  pesant, 
assujetti  à  la  suivre,  descende  de  quantités  égales  dans  des  temps 
égaux. 

La  projection  sur  le  plan  des  ocy  est  définie  en  coordonnées  po- 
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laires  par  une  équation  de  la  forme 

10.  Déterminer  dans  un  plan  vertical  une  courbe  passant  par 
un  point  O  et  telle  qu'un  point  pesant,  assujetti  à  la  suivre,  soit 
à  une  distance  du  point  O  représentée  par  r  =  at,  (Leibnitz). 

On  trouve  — ==  =±dri/  —  i  la  courbe  a  un  rebroussement 
V^sine  V     ^ 

en  0  si,  pour  r  =o,  6  n'est  pas  nul;  elle  touche  en  une  infinité  de 
points  l'horizontale  du  point  0  au-dessous  duquel  elle  est  tout 
entière;  on  peut  prendre  une  partie  de  cette  horizontale  comme 
appartenant  au  lieu. 

11.  Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  mouvoir  à  l'intérieur  d'un 
cercle  vertical  :  déterminer  la  vitesse  v^  qu'il  doit  avoir  au  point 
le  plus  bas  pour  qu'il  se  détache  avant  d'atteindre  le  point  culmi- 
nant et  décrive  un  arc  de  parabole  qui  aille  passer  au  centre  du 
cercle. 

pJ  =  (2-h/3)^R. 

12.  Déterminer  dans  un  plan  vertical  la  courbe  que  doit  suivre 
un  point  pesant  pour  qu'il  exerce  sur  elle  une  pression  égale 
à  X  j»,  l'axe  des  y  étant  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur  et  Pq 

égale  à  ^J'i.gy^*  (Varignon.) 

rfa:=d=Xj«û(;^[(2/i-4-i)V'-H>^'r"*J    "•  (  ^Of>  nM57.) 

13.  Déterminer,  dans  un  plan  P,  une  courbe  G  qui  passe  en  un 
point  donné  A,  et  sur  laquelle  doit  se  mouvoir  un  point  M,  de 

masse  i,  attiré  vers  un  peint  O  de  P  avec  une  force ^  ,  de  ma- 

OAl 

3X 
niére  que  la  pression  exercée  sur  G  soit  toujours  égale  à  -j  et 

fasse  un  angle  obtus  avec  MO.  Quand  M  passe  en  A,  sa  vitesse  est 
telle  que,  s'il  pouvait  quitter  G,  il  décrirait  un  cercle  de  centre  O 
et  de  rayon  a=  OA.  (Gaen,  i885.) 

La  vitesse  en  A  est  —  ;  aux  autres  points,  i'*=  —^\  la  courbe 
est  concave  vers  le  pôle  O.  Soit/?  la  distance  de  O  à  une  tangente  ; 
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on  a 


d'où 


p*  _  X     dp    _  3X       p\_ 
^   ~  r^  r  dr  ~  a^         r  r' 


M 

p  = -r     et     r»  =  a»cos36. 


G  appartient  à  une  famille  de  courbes  étudiées  par  M.  Roberts. 

14.  Trouver  la  courbe  plane  G  sur  laquelle  doit  se  mouvoir  une 

masse  m,  attirée  vers  l'origine  par  une  force  — ^ — >  pour  que  la 

pression  exercée  sur  G  soit  égale  et  opposée  à  la  composante  nor- 
male de  l'attraction  :  pour  r  =  a,  p*=  aXa.  (Gaen,  1881.) 
Méthode  analogue  à  la  précédente  :  G  spirale  logarithmique. 

15.  Trouver  l'équation  propre  à  caractériser  la  courbe  G  sur 
laquelle  doit  se  mouvoir  un  point  pesant  pour  que,  partant  sans 
vitesse  d'un  point  quelconque  A,  il  arrive  en  un  point  O  au  bout 
d'un  temps  égal  à  F(A),  si  h  représente  la  hauteur  du  point  Â 
au-dessus  du  point  O.  Gas  où  G  doit  être  dans  un  plan  vertical  et 

F(A)de  la  forme  IllfLtA).  (Abel.) 
On  doit  avoir,  Oz  étant  vertical, 

ds    , 

77" 

=  v/Î7F(A); 


^    r*  F(x)dx 


donc,  d'après  les  calculs  du  n**  133, 

ds       s/Tg  , , .    ,        .       , ,    . 

Dans  le  cas  particulier  proposé, 

ds        a  -^  iz         ^       .         -_ 

-T-  =  — 7='     i8aa7*=«(3a  —  2-5)*. 

16.  Déterminer  dans  un  plan  vertical  une  courbe  passant  en  un 
point  O  et  telle  que  les  temps  nécessaires  à  un  corps  pesant  pour 
parcourir  un  arc  OM  de  cette  courbe  et  la  corde  OM  soient  dans 
un  rapport  donné  a,  quel  que  soit  M,  la  vitesse  au  point  0  étant 
nulle  dans  tous  les  cas. 

Analytiquement,  ou  par  la  méthode  du  n*  158,  on  trouve,  l'axe 


1 
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polaire  étant  vertical, 


1 1 


dr'^  dr 

(a*  —  i)  cos' 6  -r—rrz  -h  2 a*  sin 6  cos 0  — - 


a*  sin'  6  —  cos^  6=0. 


M.  Alfred  Serret  a  donné  cette  équation  dans  le  Journal  de 
Liouville,  t.  IX;  mais  il  faut  encore  discuter  Tintégrale,  qui  est 


a 


r 
c 


a±i 


-  =  (cosÔ)        (asin9-hv/aî— cos^e)         (sinB  +  v^a»  — cos*Ô) 


±1 


Quand  a  >  1,  la  courbe  est  formée  de  deux  ovales  qui  touchent 
OY  en  O  :  le  mobile  doit  marcher  dans  le  sens  OAB  ou  OA'B', 
et  il  faut  lui  imprimer  en  0  une  vitesse  infiniment  petite;  la  cour- 
bure des  branches  OA,  OA'  en  0  est  infinie;  celle  de  OB,  OB' 
nulle.  Quand  ot  <  i,  la  courbe  définie  par  l'équation  a  deux  bran- 
ches infinies  et  deux  qui  se  raccordent  en  0  où  leur  courbure  est 
nulle  ;  il  faudrait  un  temps  infini  pour  parcourir  une  corde  infini- 
ment peu  inclinée,  et  le  problème  est  impossible. 

17.  Trouver  dans  un  plan  vertical  une  courbe  AMB  sur  la- 
quelle doit  se  mouvoir  un  point  pesant,  éprouvant  de  la  part  de 
l'air  une  résistance  mArp',  pour  que,  lancé  du  point  A  avec  une 
vitesse  déterminée,  il  arrive  au  point  quelconque  M  avec  une  vi- 
tesse égale  à  celle  qu'il  acquerrait  en  tombant  verticalement  dans 
le  même  milieu  d'une  hauteur  égale  à  l'arc  MB.  (W.  Walton.) 

En  prenant  A  pour  origine,  la  courbe  est  définie  par  l'équation 

k{x  -4-  5)  =  1  —  e-***. 

i8.  Déterminer  dans  un  plan  une  courbe  tautochrone  pour  un 
point  attiré  vers  un  point  O  du  plan  avec  une  force  inversement 
proportionnelle  au  carré  de  la  distance 
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On  trouve  une  série  d'équations  de  la  forme 

r^  as  ar  i{r  —  a)r^ 

19.  Même  question,  en  supposant  la  courbe  dépolie  et  l'attrac- 
tion proportionnelle  à  la  distance  (G.  Darboux). 

On  définira  la  courbe  comme  l'enveloppe  de 

X  cosa  H- jK  sina  =  F(a), 

et  l'on  trouvera  {voir  n"  159)  que  la  courbe  a  une  équation  de 
même  forme  que  lorsqu'elle  doit  être  polie. 

20.  Tautochrone  pour  un  point  pesant  sur  le  paraboloïde 

l'axe  des  z  étant  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pesanteur. 
En  projection  sur  OXY, 

21.  Une  infinité  de  cycloïdes  situées  dans  un  plan  vertical  ont 
leurs  bases  sur  une  même  horizontale  OX  et  un  point  de  rebrous- 
sement  commun  en  0  :  discuter  le  lieu  des  positions  simultanées 
de  points  pesants,  partis  en  même  temps  du  point  O  sans  vitesse 
initiale  et  glissant  sur  les  diverses  cycloïdes.  Reconnaître  que  la 
courbe  synchrone  leur  est  orthogonale. 

En  désignant  par  a  un  paramètre  variable,  c  une  constante, 
on  trouve 

X  =  ac  —  a*  sin  — ,     y  =  a*  (  i  —  cos  — 

«  V  «- 

22.  Brachistochrone  pour  un  point  repoussé  de  l'origine  par 

-         ml 
une  force  — —  • 

La  courbe  plane  sera  concave  du  côté  du  pôle;  p  étant  la  dis- 
tance de  ce  pôle  a  la  tangente, 


r  dr         .         ^  r  —  a 

p  =  —j—  ?        p2  =  2  A 


^r  —  a  dp  ^  p   X 


dp  ar  ar^     dr        r  r* 

d'où 

.r  —  a         ,  r*^92  „^  c^(r~a)dr^- 

r  ^  dr^-^r^d^^  r^[r^-^  c^r -\- c^a] 
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MOUVEMENT  SUR  UNE  SURFACE  FIXE. 


Cas  où  la  surface  est  donnée  et  parfaitement  polie. 

164.  Un  point  M,  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface 
S  parfaitement  polie,  peut  être  traité  comme  un  point 
libre  si,  à  la  force  motrice  F,  on  adjoint  la  réaction  nor- 
male N  de  S;  les  équations  du  mouvement  sont  de  la 
forme 

,  d>x      _.         _.         d^v      _-      ,_.         d^z      „        », 

si  'f  (^,  J^>  ^)  =  o  est  l'équation  de  S,  on  aura 

a=±\i,.    h^^\iy,     c=^^\i^.    ^^yJW^^Ïf^' 

Lorsque  X  <af x -h  Y  rf^ -f- Z  rf^  est  une  différentielle 
exacte,  z  étant  considéré  comme  fonction  de  x  et  de  y^  la 
vitesse  est  donnée  par  l'intégrale  des  forces  vives  ;  on  peut 
obtenir,  comme  il  suit,  une  équation  de  la  trajectoire. 
On  a 

dx  ^    dx       d>x  __  dv  dx        ,^^. 
^^^  dt~^ds'      dF  ~  di  di'^^  'dii' 

dans  Jes  équations  (i),  remplaçons  -t—9  777- >  -^  par  celle 


ds? 
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valeur  et  les  valeurs  analogues  et  éliminons  ~  et  N  ;  nous 
aurons  l'équation  dont  il  s'agit,  v  élant  connue  : 


(3) 


mç> 


mv 


d>x 

ds^ 
d'^z 


mv^ 


ds^ 


X     — 

ds 

Y    ^ 

ds 

Z     — 

ds 


a 


=  o. 


Soient  MN  la  normale  à  S,  MT  la  tangente  à  la  trajec- 
toire, MC  sa  normale  principale,  MG  sa  normale  située 
dans  le  plan  tangent  à  S  :  l'équation  (3)  exprime  que  la 


mp' 


projection  de  F  sur  MG  est  égale  à  cosGMG,  ou  au 

produit  de  mç^  par  la  courbure  géodésique  de  la  trajec- 
toire. 

La  réaction  N  peut  se  déduire  de  l'une  des  équations  (i), 
mais  on  a  une  valeur  symétrique  en  ajoutant  ces  équations 
multipliées  par  (p^^,  cp^,  ip'^  :  il  vient 

il  suffit  de  remplacer  -t-j>  . . .    par  les  valeurs  (2)  pour 

voir  que  N  est  égal  au  quotient  de  m\>'^  par  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  normale  faite  dans  S  par  le  plan 
NMT,  moins  la  projection  de  F  sur  MN.  Pour  calculer  N 
en  fonction  de  x^  y^  z,  on  tirera  de  l'équation  de  S 


,  d^x  ^       /d^o  dx^ 
^^■ëSî"  ■"■*"  \dô^  dt^ 


<?*cp     dx  dy\ 
)xdy  'dt   dt  ) 


Il  faut  enfin  signaler  le  cas  où  le  théorème  des  aires 
s'applique  à  la  projection  sur  OXY,  ce  qui  a  lieu  lorsque  F 
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est  contenue  dans  un  plan  passant  par  OZ  et  que  S  est 
une  surface  de  révolution  autour  de  cette  droite. 

165.  Mouvement  d^un  point  pesant  M  placé  sur  un 
cylindre  droit  vertical  et  attiré  vers  un  centre  A  par 
une  force  proportionnelle  à  la  distance.  (Paris,  1874-) 

Je  prends  pour  axe  des  z  l'axe  du  cylindre  et  pour  axe 
des  X  une  horizontale  passant  par  A;  on  a  pour  Téquation 
de  la  surface 

ar«-hj^«=Rï,     X  dx -\- y  dy  =^  o. 

Soient  I  la  masse  de  M,  a  la  longueur  OA,  [x^  l'attraction 
à  l'unité  de  distance;  les  équations  du  mouvement  seront 

Ajoutons  les  deux  premières  multipliées  respectivement 
par  a  dx^  2  dy  : 

,    d^x           ,    d^y           .      ,        dx^-^dy*  ,  ^ 

2  dx  -7--  H-  2  rfy  — r4-  =  2  îA*a  dx,    ,  .  •^     =  2  u' ax  -+-  G. 

Posons  X  =  Rcos8,  y  =  Rsinô,  et  désignons  par  cj  et  a 
les  valeurs  initiales  de  -3-  et  de  6;  cette  intégrale  peut 
s'écrire 

(2)  R-7-y  =  Rto*-i-2jJL*a(cos0  —  cosa). 

Quant  à  la  troisième  équation  (i),  elle  s'intègre  séparé- 
ment : 

(3)  .  =  (.,4-£)cos,x.+  i(g)^sin^*-J. 
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La  projection  de  M  sur  Taxe  des  z  fait  des  oscillations  dont 
la  durée  est  —  au-dessus  et  au-dessous   du    point  dont 

l'ordonnée  est  —  —^'  L'équation  (2)  prouve  que  le  rayon 
vecteur  de  la  projection  de  M  se  meut  par  rapport  à  OA, 
comme  la  tige  d'un  pendule  de  longueur-^—  par  rapport  à 

la  verticale;  le  mouvement  sera  alternatif  ou  continu  selon 

que 

Roi' —  2fJL*a(n-  cosa)^o. 

Dans  le  second  cas,  le  temps  d'une  révolution  est 


/ 


<iOv/R(a{x2a  cos6  -h  Rw' —  ifx'acosa)"*; 


s'il  est  commensurable  avec  — ?  la  trajectoire  sera  fermée; 

mais  elle  ne  peut  être  plane,  car  ce  serait  une  ellipse,  et  9 
devenant  une  fonction  circulaire  de  z  s'exprimerait  comme 
lui  par  des  fonctions  élémentaires  de  ^;  or  c'est  incompa- 
tible avec  la  forme  de  l'équation  (2)  qui  donne  pour  0  une 
fonction  elliptique  de  t. 

Quand  a  =  o,  on  peut  appliquer  le  théorème  des  aires 
sur  le  plan  xy]  d'ailleurs  l'équation  (2)  donne 

—  =0).     Q  =  (0  ^. 
dt  '  ' 

et,  en  prenant  pour  origine  du  temps  une  époque  où 
dz  =  o,  (3)  devient 


=  (..+  ^)cos^._^.. 


Pour  calculer  N,  j'ajoute  les  deux  premières  équations 
(i)  multipliées  respectivement  par  ;r  et^,  et,  comme 

i 
I 


•  • 
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je  lire 


mais 


dx  dy  __  d^x  d^y       dx^       dy^ 


donc 

d^^ 

Remplaçant  -^  par  sa  valeur  (2), 

N  =  fx>(R -4- aacosa  —  3acos6)  —  Rw*. 

Celte  force  diminue  avec  cosô;  il  suffit  de  donner  à  cette 
variable  ses  valeurs  extrêmes  pour  reconnaître  si  N  peut 
s'annuler. 

166.  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  un 
paraboloïde  de  révolution  dont  Vaxe  est  vertical  et  la 
convexité  tournée  vers  le  bas;  discussion  générale. 
(Paris,  1861,  1872). 

On  peut  écrire  l'équation  du  paraboloïde 

(i)  x^-\-y^ — 2/?-5  =  o; 

et,  si  la  masse  du  mobile  M  est  Tunité,  les  équations  géné- 
rales du  mouvement  nous  donneront 


(  f[!f  —  ^     Ë!Z  —  ^     dyz  _     ^     Np 

I    c?f«  ""    A  '      dt^  ^    ^   ^      ^^^ 


(2)         ;    dt^  ^  '      dt^  a   '      dt^  ^        A  ' 


Ajoutant  les  trois  premières  multipliées  respectivement 
par  2  dxy  2  dy,  2dz,  et  tenant  compte  de  l'équation  (i), 
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on  trouve  Féquation  des  forces  vives,  qui  a  pour  intégrale 
dx^       dy^       dz* 


dt*         dt*    '    dt* 


=  PÎ-f-2^(Z0  — -5). 


Si  Ton  multiplie  la  première  équation  (3)  par  — y  y  la 
deuxième  par  x  et  qu'on  les  ajoute,  on  a 

rf*v  rf^x  dr  dar        _ 

di*       -^  di*  '         dl       -^  dt 

C'est  rintégrale  des  aires  appliquée  au  mouvement  de  la 
projeclion  sur  le  plan  XY,  et  cette  équation  pouvait  être 
écrite  à  l'avance,  puisque  les  deiîx  forces  qui  agissent  sur 
M,  la  pesanteur  et  la  réaction  de  la  surface,  ont  un  moment 
nul  par  rapport  à  l'axe  des  z. 

La  nature  de  la  surface  et  la  forme  des  intégrales  pre- 
mières conduisent  à  prendre  des  coordonnées  semi-polaires 
£/,  ^  et  2.  Appelons  a  la  valeur  initiale  de  u,  et  s  l'angle  de 
la  vitesse  initiale  Vo  avec  la  tangente  au  parallèle  :  les  inté- 
grales des  aires  et  des  forces  vives  deviennent 

du^  dl*      dz*  dà 

de  plus  l'équation  de  la  surface  donne 

u*  =  ipZf     udu  =p  dz. 

Eliminons  if  el  u  entre  ces  équations  et  les  équations  (3), 
faisons  v^  =  igh^  et  tenons  compte  de  ce  que  a'z=^2pzQ  : 
nous  trouverons 

dz*        ^    kB 
^^"^  dT*  ""  ^j:^ [—-«*-+- (^o+^)'5--^'5oCOS«e]. 

Z  doit  rester  compris  entre  deux  limites  égales  à 

— ±  -^{zq — h)'  -+-  ^z^hsiïi^z, 

2  2 
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Pour  que  ces  limites  se  confondent,  il  faut  la  double 
condition  Zq=  h,  e  =  o;  dans  ce  cas,  le  mobile  parcourra 
uniformément  un  parallèle  de  la  surface  avec  la  vitesse 

\Jigz^\  comme  la  longueur  du  parallèle  est  2Tz^2pZo,  le 

temps  de  la  révolution  sera  aTci/-;  il  est  le  même  pour 

tons  les  parallèles  (*). 

On  peut  obtenir  la  valeur  N  de  la  réaction  en  ajoutant 
les  équations  (2)  multipliées  respectivement  par  ^,  y^ 
— p  :  on  en  déduit 

_T       I  /    d^a:  d^y  d^z  \ 

^=1  V'di^  ^y^  -p-dÂ  -p^y 

mais,  en  différentiant  deux  fois  l'équation  (i),  on  trouve 
d^sc  d^y  d^z  _       dx^        dy^  _  dz^         ^^ 

nous  avons  calculé  v^  et  ^'*,  et  nous  savons  former  la  valeur 

> 

de  N.  On  peut  aussi  bien  la  déduire  de  la  troisième  des  équa- 


(*)  Sur  une  surface  de  révolution  quelconque  à  axe  vertical,  on  peut 
donner  à  un  mobile  pesant  une  vitesse  horizontale  c,,  telle  qu'il  reste  sur 
le  parallèle  où  il  est  d'abord;  il  faut  et  il  suffit  que  la  résultante  de  la  force 
centrifuge  et  de  la  pesanteur  soit  normale  à  la  surface.  Soient  u  le  rayon 
du  parallèle,  Y  l'angle  de  la  normale  avec  Thorizon;  la  condition  est 

yo-cosY  =  —  sinY  ; 
°        *        u        * 

le  temps  de  la  révolution  sera 


_        2  ir  K  /m 

T=  =  21C1/- 


tangy. 
8 

Pour  que  ce  temps  soit  le  même  pour  tous  les  parallèles,  il  faut  que  u  tang^ 
soit  constant;  or,  en  appelant  du  et  dz  les  variations  correspondant  à  un 
petit  arc  de  méridienne, 

du  ,  _ 

tangy  =  ^  >     udu=z  c dz) 

la  méridienne  est  nécessairement  parabolique. 
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lions  (2)  :  la  dérivée  -7-7  qui  y  figure  s'obtiendra  en  diffé- 


rentiant  l'équation  (4)  par  rapport  à  ^  et  supprimant  le 

dz 
facteur  commun  -y-  •  On  trouve  en  définitive 

at 


N=  — 


.4r 


[p^-\-iip{zQ-\-h)-\-  2AzoCOS*e], 


valeur  toujours  négative  :  donc  le  mobile,  qui  exerce  une 
pression  égale  et  opposée  à  N,  appuie  constamment  sur  le 
côté  concave  de  la  surface. 

Pour  étudier  le  mouvement,  revenons  à  l'équation  (4). 
Nous  ne  restreignons  pas  la  généralité  du  problème  en 

plaçant  l'origine  du  temps  à  l'un  des  instants  où  z  est  mi- 

dz  '  » 

nimum,  -r-  nul  :  il  faut  faire  e  =  o,  et  si  nous  désignons 

encore  la  vitesse  initiale  par  ^igh^  l'équation  (4)  nous 
donnera 


^*-^-.\/ 


iz 


g{z—ZQ){h  —  z) 


TVT  1  1.     ^  j  u^     a^     b^     udu 

Nous  remplacerons  z.  Zçi.  h  et  dz  par  — ?  —  >  — , > 

^  7    W7  ^      ip   ip    ip     p 

et  nous  aurons  la  relation  suivante  entre  w  et  ^  : 


(5) 


dt  =H-  ^^^  4  /__wl+_^i__  . 


la  distance  du  mobile  à  l'axe  OZ  varie  de  a  à  6  pendant 
un  temps  T  qu'on  peut  exprimer  sous  la  forme  ordinaire 
des  intégrales  elliptiques  en  posant 

M«  =  a*  sin2  <j^  -h  ^2  cos'  cp  ; 

si  l'on  fait  décroître  m  de  6  jusqu'à  a,  <p  croîtra  de  0  à  - 
et  le  temps  correspondant  sera,  le  calcul  est  facile, 


Tt 


V     pg 


\ 
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On  aura  Téqualion  différentielle  de  la  projection  de  la 
trajectoire  sur  OXY  en  remplaçant,  dans  (6),  dt  par 


w*  d^  _  u^  d^  _  u'^  d'^ 
c*  ava  ah 


\/l' 


il  vient  alors,  A  croissant  toujours  en  vertu  de  l'intégrale 
des  aires, 


(6) 


^  pu     y    {u'^—a''){b^—u^) 


Quand  u  varie  de  a  à  è,  <]/  augmente  d'une  quantité  A, 
que  je  dis  être  supérieure  à  -  :  en  effet, 


,    _  a6    r   du     /  ^2  -;-  p^ 

J.  V(.^-i.)(; 


et  la  dernière  intégrale  est  égale  à  -•  Ainsi,  la  différence 

d'azimut  des  deux  plans  verticaux  dans  lesquels  la  distance 
du  mobile  à  la  verticale  OZ  atteint  son  minimum  et  son 
maximum  est  supérieure  à  90";  c'est  la  même  propriété 
que  V.  Puiseux  a  démontrée  pour  le  cas  du  pendule  sphé- 
rique,  dans  le  tome  VII  du  Journal  de  Liouville. 

Si  a  diffère  peu  de  6,  on  pourra  remplacer  u^-\-p^  par 

a--\-p'y  ei^i  sera  sensiblement  égal  à  -1/  i  H j* 

Dans  le  cas  où  a  et  b  sont  peu  considérables,  on  peut 
obtenir,  relativement  aux  petites  oscillations  sur  notre  pa- 
raboloïde,  des  résultats  analogues  à  ceux  que  M.  Resal  a 
trouvés  dans  le  cas  du  pendule  sphérique.  Dans  l'équation 
(5),  remplaçons  u^-^-p^  par  u^  et  intégrons  à  partir  de 
u=^  a  :  nous  aurons,  avec  une  erreur  relative  de  l'ordre 

De  S.-C.  —  Jiec,  21 
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A      «' 


(7) 


V    P        \/(u*—a*)(bi—  m') 


V   p       a 


v/("*-«»)( 

a*  -h  6'  —  2  w' 


arc  cos 


b^  —  a^ 


Maintenant,  remplaçons  dans  (6)  yZ/^^+M-  parles  deux 
premiers  termes  de  son  développement  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  i^  :  on  aura,  en  prenant  d^abord  le  , 
signe  -h,  puisque  ii  part  de  a, 

,,  ab  du  ab  udu 

au/  =  —  -H — ____- 

intégrons,  en  faisant  i{/  =  o  pour  m  =  a  : 

%         I         I 


•  •  •  • 


,1  a*        a*        6*         aô  a* -4- 6' — 2  m' 

<y  =  -  arc  cos h  - — -  arc  cos rr h 

^2  II  4/?*  ^* — «* 

ô»  "~  6« 
Si  Ton  néglige  le  second  terme,  qui  est  de  l'ordre  de  —> 

on  trouve  que  la  projection  de  la  trajectoire  est  une  ellipse 
d'axes  2a  et  2 6;  mais  ayons  égard  à  ce  terme,  en  ne  né- 
gligeant plus  que  des  termes  de  Tordre  de  —  :  nous 
pourrons,  suivant  la  règle  des  approximations  successives, 
laisser  dans  le  coefficient  de  7—1  une  erreur  de  l'ordre  de  -r* 

Dans  ces  conditions j  la  seconde  équation  (7)  nous  donne 
la  valeur  de  l'arc  cosinus  qui  entre  dans  le  terme  consi- 
déré, et,  si  on  le  fait  passer  dans  le  premier  membre,  on  a 

2         I         I 

2/?»  v  />  . 


'        ï       • 

—  =  —  cos* 
m'       a* 


arc  cos > 

I         1 

a«       b^ 

D-r.-(*-?^% 
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La  projection  se  meut  sur  une  ellipse,  d'axes  2a  et  26, 
qui  tourne  autour  du  point  O  avec  une  vitesse  angulaire 

égale  à  j—^  W     '  '^  mobile  fait,  dans  le  même  sens,  le  tour 

de  Tellipse  dans  un  temps  2  7t4/^« 

167.  Un  point  pesant  M,  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
la  surface  d'un  cône  droit  dont  Vaxe  OZ  est  vertical, 
est  attiré  vers  le  sommet  O  par  une  force  F  égale  à 
mf{r)  [:  on  demande  i®  quelle  doit  être  la  fonction  f 
pour  que  la  trajectoire  puisse  être  plane;  a**  quelle  est 
alors  la  loi  du  mouvement  et  la  pression  sur  le  cône; 
3®  quelle  sera  la  nature  du  mouvement  si  Von  change 
la  vitesse  initiale,  (Agrégation,  1879.) 

Soient  m,  ^,  z  les  coordonnées  semi-polaires  de  M,  8 
Tangle  ZOM  ;  on  a 

M  =  rsin6,        z  =  rcosO  =  Mcotô. 

Le  poids  du  corps,  la  force  F  et  la  réaction  N  sont  tou- 
jours dans  le  plan  ZOM;  on  a  donc 

^  "  sin«Ô   dl^  '^^  dt^  "       Lsin»9  \d^  J  '^  u'^y 

ce  résultat  montre  l'étroite  analogie  qui  existe  entre  le 
mouvement  considéré  et  le  mouvement  produit  par  une 
force  centrale  :  c'est  encore  un  calcul  bien  connu  qui 
nous  donnera  ici 

/  X  j    »  Odu\       i  u       i 

La  trajectoire  étant  plane  se  projette  sur  OXY  suivant 
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une  conique  dont  Téquation  est  de  la  forme 


I    _   i-f-  e  COS  ^^J 
U~  D 


et  la  valeur  de  d.v-  devient 

D'autre  part,  le  théorème  des  forces  vives  nous  donne 

(3)     û?.p'  =  —  ig  dz  —  if{r)dr  —  —  2[^cos6  -t-/(r)]  dr\ 

il  suffit,  pour  déterminer  /(r),  d'égaler  cette  expression  de 
d,v'^  à  la  valeur  (2)  dans  laquelle  on  remplacera  u  par 
rsinô;  on  trouve  pour  la  fonction  cherchée 

-,   ,  G»        I        Ccos^e    T 

La  projection  de  M  se  meut  précisément  comme  un 
point  qui  parcourt  une  conique  avec  une  vitesse  aréolaire 
constante  autour  d'un  des  foyers  :  ce  mouvement  est  bien 
connu-,  je  rappelle  seulement  que  l'accélération  y  est  égale 

G^ 
à  — ^'  On  trouve  aisément  la  réaction  N  du  cône  par  la 

méthode  générale  ;  mais  on  y  arrivera  encore  plus  vite  en 
remarquant  que  la  projection  de  M  sur  OXY  se  meut 
comme  une  masse  m  sous  l'action  de  forces  égales  aux 
projections  de  F,  de  mg  et  de  N  sur  le  même  plan;  ei^ 
puisque  nous  venons  de  trouver  l'accélération  de  cette 
projection,  nous  aurons 


— -  =  F  sinô  4-  N  cosô 


—  mg  sin6  cosO  -h  N  cosO; 
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on  en   tire  pour  N  une  valeur  positive;  donc  la  réaction 
est  dirigée  vers  l'intérieur  du  cône. 

Enfin,  pour  avoir  le  mouvement  dans  le  cas  où  l'on 
changerait  d'une  manière  quelconque  la  vitesse  initiale, 
remarquons  que  l'équation  (3)  sera  toujours  satisfaite, 
tandis  que,  dans  (2),  il  faudra  remplacer  G*  par  une  autre 
constante  A^;  égalons  cette  nouvelle  valeur  de  rf.p^  à  la 
valeur  (3),  où  nous  remplacerons  f{r)  par  sa  valeur,  r  par 
2^  sin  6  :  il  viendra 

A.'^-r^  4-(A«sin«e-f-C*cos2e)l =0. 

d'^^  ^  u        p 

L'intégrale  représente  une  courbe  déduite  d'une  conique 
qui  aurait  le  point  O  pour  foyer  en  augmentant,  dans  un 
rapport  constant,  les  angles  des  rayons  vecteurs  avec  l'axe 
polaire.  La  trajectoire  elle-même,  dont  nous  venons  de 
trouver  la  projection,  est  à  double  courbure. 

168.  Remarque  générale.  —  Dans  les  problèmes  où, 
comme  dans  le  précédent,  il  s'agit  d'étudier  le  mouvement, 
sur  un  cône  droit,  d'un  point  M  sollicité  par  une  force  F 
qui  agit  toujours  dans  le  plan  ZOM,  il  est  souvent  commode 
d'imaginer  qu'on  ait  développé  le  cône  sur  un  plan  et  de 
chercher  la  transformée  de  la  trajectoire  véritable  :  c'est  le 
lieu  décrit  dans  un  plan  par  un  point  dont  la  vitesse  aréo- 
laire  autour  de  O  est  constante,  et  dont  Taccélération 
estimée  suivant  OM  est  connue  :  on  prend  pour  coordon- 
nées du  mobile  le  rayon  0M=  r,  et  l'angle  (o=  i};sin8, 
de  la  génératrice  OM  avec  une  génératrice  fixe. 

Par  exemple,  si  F,  ou  plutôt  sa  projection  sur  OM,  est 
proportionnelle  à  r,  la  courbe  plane  auxiliaire  est  une 
conique  ayant  son  centre  en  O  :  la  trajectoire  véritable 
sera  la  transformée  de  cette  conique  et  la  loi  du  mouve^ 
ment  est  bien  connue. 
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169.  Lignes  géodésiques  sur  les  surfaces  de  révo- 
lution. 

Quand  un  point  M  sej  meut  sur  une  surface  S  sans  être 
sollicité  par  aucune  force  extérieure,  l'accélération  cen- 
tripète est  uniquement  produite  par  la  réaction  de  S; 
donc,  en  chaque  point  de  la  trajectoire,  la  normale  prin- 
cipale coïncide  avec  la  normale  à  S,  ce  qui  est  le  caractère 
des  lignes  géodésiques  ;  ces  lignes  peuvent  se  déduire  de  la 
détermination  du  mouvement  dans  les  conditions  que  nous 
avons  supposées.  Tout  d'abord,  le  théorème  des  forces 
vives  prouve  que  la  vitesse  v  du  point  M  est  constante  et 
l'on  pourrait  déterminer  la  ligne  géodésique  au  moyen  de 
l'équation  (3)  du  n**  164.  Mais,  lorsque  S  est  de  révolution 
autour  d'un  axe  OZ,  il  est  bien  plus  simple  de  remarquer 

que  la  vitesse  aréolaire  u^  -^  sur  un  plan  perpendiculaire 

ds 
à  OZ  a  une  valeur  constante  C  :  si  l'on  remplace  dt  par  — 

C 
et  -  par  une  constante  a,  il  vient 

ud^       a 
ds         u 

Cette  relation,  où  l'on  peut  exprimer  ds  en  fonction  de 
w  et  t}^,  constitue  une  équation  différentielle  de  la  trajec- 
toire :  géométriquement,  elle  exprime  que  cette  ligne  fait, 
avec  les  parallèles  qu'elle  rencontre,  des  angles  dont  le 
cosinus  varie  en  raison  inverse  du  rajon  de  ces  paral- 
lèles. 

170.  Lignes  géodésiques  sur  un  ellipsoïde  à  axes 
inégaux. 

Nous  déterminerons  ces  lignes  en  cherchant  la  trajectoire 
d'un  point  de  masse  i,  soustrait  à  l'action  de  toute  force 
extérieure  et  se  mouvant,  par  suite  d'une  vitesse  initiale, 
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sur 

rellipsoïde 

(I) 

a?*         y* 

-4- 

Z^ 

nous  supposons 

a  >  6>-c. 

Les  équations  du 

mouvement 

sont 


Ajoutons  ces  équations  multipliées  respectivement  par 
I   dx      I    dy     I    dz  ^ 
â^  dt'  f^'dt'  c'^dï' 

1    dx  d^x         i    df  d'^y         \    dz  d^z 


,  «2   cit    dt^         b^  dt   dt^        c2  dt  dl% 
(2) 

^  1  X   dx        y   dy        z  dz\ 

â>  di  '^  ¥  "dt  "^  c^  'dt  )' 


Multiplions,    au    contraire,    par-^,  )^-,    -,  et  ajoutons: 
X    d'^x        y  d^y        z   d^z  _>  /^^        y^        -z^V 

mais,  en  différentiant  deux  fois  l'équation  (i),  on  a 

X   d^x            ^       /  1    dx'^         1    dy^         i   <i-3*\ 
^-  ^  "^ ~"\«^  'di^'^V^  'd^'^c'^dl^J' 

l'équation  précédente  devient 

Va2  dt^  "^  6*  <i^2  "^  c^dt^)'^     W  ■^••7* 
Éliminons  X  entre  cette  équation  et  l'équation  (a)  : 

I    dx  d^x       I    ûfx  ^^7  ^   ^^      y  ^y 


•  •  • 


a2   rf^     <i/2        ^;2  ^t    df^  a*'  â?^        ^*   dt 


i    ^37»         I    û^r*         I    dz^  x'^        r2        ^î 


=  o, 


a*  rf^2        ^2  û^i2        c2  û?^2  a*        6*        c^ 


1 


J 
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Les  deux  fractions  sont  des  différentielles  exactes,  et  Ton 
a  l'intégrale 

On  a  aussi  l'intégrale  des  forces  vives 

dx^        dy^        dz^  __  Aj 
'dî^  '^  dt^  '^  dF  ^      ' 

de  sorte  qu'il  suffit  d'éliminer  dt  entre  ces  dernières  équa- 
tions pour  avoir  l'équation  différentielle  des  lignes  géodé- 
siques 

Cette  équation  ne  renfermerait  que  xeiy  si  l'on  tirait ^ 
et  dz  de  l'équation  de  l'ellipsoïde  ;  mais  on  ne  peut  séparer 
les  variables.  Pour  être  ramené  aux  quadratures,  il  faut 
recourir  aux  coordonnées  elliptiques.  Considérons  les  deux 
surfaces  homofocales  à  l'ellipsoïde  (i),  o\i  c^  <C  b^  <C  ct^  - 


<2  1/2 


Si  l'on  donne  à  X  toutes  les  valeurs  depuis  c^  jusqu'à  6^, 
on  a  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  homofocaux  à  l'ellip- 
soïde, et  qui  le  coupent,  on  le  sait,  suivant  des  lignes  de 
courbure;  pour  X  =  c^,  l'hyperboloïde  se  réduit  au  plan 
des  xy^  et  à  celui  des  zx  pour  'k=:  b^]  les  intersections  avec 
l'ellipsoïde  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant  des  el- 
lipses concentriques,  dont  la  dernière,  pour  X  =  6^,  se  ré- 
duit à  la  droite  qui  joint  les  projections  des  ombilics. 
Donnons,  au  contraire,  à  [x  toutes  les  valeurs  depuis  6^  jus- 
qu'à (2^,  l'équation  (5)  représentera  des  hyperboloïdes  à 
deux  nappes  dont  l'intersection  avec  l'ellipsoïde  se  projette 
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suivant  des  hyperboles  ayant  leur  axe  transverse  suivant 
OX;  pour  jx  =  a^,  cette  hyperbole  se  réduit  à  une  droite 
double  dirigée  suivant  OY.  Dans  l'espace,  ces  intersections 
forment  le  second  système  de  lignes  de  courbure  de  l'ellip- 
soïde. On  obtient  ainsi  sur  la  surface  deux  séries  de  lignes 
orthogonales  qui  forment  un  système  de  coordonnées  dé- 
finies par  les  valeurs  de  X  et  de  [x.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de 
repasser  de  ces  coordonnées  aux  coordonnées  ordinaires  : 
il  suffit  de  résoudre  les  équations  (i),  (4)  et  (5)  (Binet  a 
donné  un  procédé  élégant  qu'on  trouve  exposé  dans  VAl- 
gèbre  de  M.  Bertrand);  on  a 

a^(a'-X)(a«^tx) 


^2  = 


(62_c2)(62—  aï) 


Il  suffit  de  substituer  ces  quantités  et  les  différentielles 
dx,  dy,  dz  dans  l'équation  (3)  pour  obtenir  l'équation 
différentielle  de  la  trajectoire  en  coordonnées  elliptiques. 
Un  calcul  direct,  que  des  considérations  de  symétrie 
peuvent  abréger,  donne 

/pJ  y\  jsi    ^         X[X 

ô*  "^  ^  "^  c*  "■  ô^Fc»* 
On  a  encore 


•  •  •  , 


d'où 

Ads^=  X(X-Hl)6a«  lx(lX^\)dlX^ 

f/dx^        dy^       dz^\ 

(X  — (jl)^Xî  (ji  — X)^(JL« 


(a«— X)(62-  X)(c«— X)       («^"—(xX^î- {ji)(cî-tx) 


(6) 
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Il  suffit  de  substituer  ces  valeurs  dans  Féquation  (3)  poui^ 
avoir  sa  transformée  en  coordonnées  elliptiques.  On  pourra 
diviser  par  [x  —  X  qui  n'est  pas  nul  en  général,  autrement 
X  et  [JL  seraient  égaux  à  b^  qui  les  sépare,  et  la  trajectoire 
serait  Tcllipse  qui  a  pour  axes  le  plus  grand  et  le  plus  petit 
de  l'ellipsoïde.  L'équation  des  lignes  géodésiques  sera,  en 

posant  /l^A2=::a2  J2ç2 ^2^ 


(/—  a2)(X  — ^>2)(X  — C«){X  — 71»)         (fJl  — aî)(jJL  — ^2)(|Jl  — C2)([l.  — /l») 

Comme  "k  est  compris  entre  b^  et  c^,  (jl  entre  a^  et  6',  la 
constante  n^  doit  donner  des  signes  contraires  à  X  —  n^ei 
(Jl  —  n^]  on  a  nécessairement  [jl  >>  n^  >  X.  ;  n^  se  déduit 
d'ailleurs  de  l'équation  (3),  connaissant  la  position  et  la 
vitesse  initiales.  Si  /i^<C  b^,  "k  devra  varier  entre  n^  et  c*, 
jjL  entre  a^  et  b^  ;  la  ligne  géodésique  sera  comprise  entre 
les  deux  lignes  de  courbure  données  par  l'hyperboloïde  à 
une  nappe  répondant  kX  =  n^.  Si,  au  contraire,  n^^b^^ 
A  variera  entre  b^  et  c^,  [x  entre  a*  et  n^  ;  la  ligne  géodésique 
restera  entre  les  deux  lignes  de  courbure  situées  sur  l'hy- 
perboloïde à  deux  nappes  pour  lequel  [x  =  n^.  Si  n^  =  c-j 
"k  sera  toujours  égal  à  c^,  et  la  ligne  géodésique  sera  l'el- 
lipse principale  située  dans  le  plan  des  xy,  si  n^  =  a",  ce 
sera  l'ellipse  du  plan  des  yz.  Le  cas  de  n^=  b^  est  remar- 
quable; les  intégrales  ultra-elliptiques  se  réduisent  à  des 
intégrales  elliptiques;  mais  surtout,  comme  X  finira  par 
tendre  vers  6^,  l'intégrale  du  terme  en  dfk  croîtra  indéfini^ 
ment;  il  devra  en  être  de  même  de  celle  en  c/(jl,  et  parcon* 
séquent  ^k  tendra  aussi  vers  b^,  et  la  ligne  géodésique  pas- 
sera par  un  ombilic,  puis  elle  ira  à  l'ombilic  diamétrale- 
ment opposé,  et  ainsi  de  suite.  Le  mouvement  sera,  dans 
tous  les  cas,  uniforme,  et,  en  tenant  compte  de  (6),  on  trouve 


7.ds=^ 


X2  dk  fJL'2  d\>. 


^(a^~\)(b^.-l){c'^-    \   n^^-'K)      /(aS—  }ï.\b^-  }x){c^—  [xy^n^-}}-) 
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le  temps  s'exprime  par  deux  intégrales  ultra-elliptiques. 

171.  Etudier  le  mouvement  d^ un  point  M  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  un  hélicoïde  gauche  à  plan  directeur 
dont  Vaxe  OZ  exerce  sur  M  une  attraction  réciproque 
au  cube  de  la  distance.  Pression  exercée  sur  la  sur/ace, 
(Agrégation,  1884.) 

On  peut  exprimer  les  coordonnées  rectilignes  d'un  point 
de  l'hélicoïde  en  fonction  des  deux  coordonnées  cylindri- 
ques u  et  ^  : 

la  normale  en  M  est  perpendiculaire  sur  la  génératrice  MA 

et  fait  avec  OZ  un  ang:le  dont  le  cosinus  est    . .  Fai- 

sons  la  masse  de  M  égale  à  l'unité  et  projetons  la  force 
d'attraction  et  la  réaction  N  :  1°  sur  AM,  2°  sur  une  per- 
pendiculaire au  plan  ZAM,  3®  sur  OZ;  [nous  aurons  pour 
les  équations  du  mouvement 

j  dt^       ^dt^  ~       u^' 

^^          '    \    d       d^  Ne  ^2^  Nm 

w-  -,    = .  >      c  -r~  = 


u  dt       dt  /a2-f-c2  dt^        ^j^2_|_c2 

Multiplions  la  seconde  par  w,  la  troisième  par  c,  et  ajou- 
tons : 

d     ,d^        ,rfH 

dt"^    dt^    ""     dt^     ~^' 

d'où,  en  intégrant, 

(1)  (Uî|-HC»)^=G. 

Cette  intégrale,  qui  rappelle  celle  des  aires,  montre  que 
i  varie  toujours  dans  le  même  sens,  en  croissant,  pour 

fixer  les  idées.  J'en  tire  -^  pour  le  substituer  dans  lapre- 
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mière  des  équations  (i),   puis  je  multiplie   par  2  du   et 
j'intègre  : 

On  aurait  eu  cette  équation  en  combinant  l'intégrale  des 
forces  vives  avec  Téquatîon  (2);  les  constantes  G  et  H 
sont  données  par  les  conditions  initiales.  Si  Ton  pose 

Féquation  (3)  nous  donne 

(4)  ^^^^^rfengrg 

portant  cette  valeur  de  dt  dans  (2),  il  vient 
-,  rh  G  a  ûf i« 

(5)         /  ^ 


i^u'-^c^  /h  w*-h  (X2-I-  Hc*—  G2)w2h-  I*c2 

Cette  équation  détermine  la  projection  P  de  la  trajec- 
toire sur  OXY  et,  par  suite,  la  trajectoire  elle-même; 
l'équation  (4)  donne  la  loi  du  mouvement  en  fonction  du 
temps.  La  réaction  N',  égale  et  opposée  à  la  réaction  N,  se 
déduira  de  la  troisième  équation  (i),  en  ayant  égard  aux 
équations  (2)  et  (4)i 

^„      c    r— -^«il  2cG       du  2cG/F(a2) 

Nous  allons  examiner,  dans  les  divers  cas  qui  peuvent 
se  présenter,  la  nature  du  mouvement  de  la  projection  m 
de  M  sur  OXY  et  la  forme  de  sa  trajectoire  P  :  nous  de- 
vons, pour  cela,  discuter  le  trinôme  Y{u^)y  auquel  on  ne 
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peut  attribuer  que  des  valeurs  positives.  Pour  éclaircir  un 
point  délicat,  je  me  place  d'abord  dans  le  cas  très  simple 
où  H  est  nul  et  G  =  X;  F(a2)  se  réduit  à X^c^.  L'équation 
(5)  montre  que,  si  u  commence  par  croître  ou,  pour 
abréger,  si  w'^  >>  o,  u  augmentera  indéfiniment,  P  se  con- 
fondant, à  l'infini,  avec  une  spirale  d'Archimède.  Si  u^  <;  o, 
m  se  rapproche  de  l'origine  qu'il  atteint  pour  tz=t^  et 
cj;  =  tj/i  :  en  même  temps,  M  arrive  avec  une  vitesse  infinie 
sur  OZ  qui  l'attire  avec  une  force  infinie  et  l'on  ne  peut 
dire  ce  qu'il  deviendra  ensuite,  à  moins  de  faire  une  con- 
vention essentiellement  arbitraire.  Si  l'on  admet  que  u 
devienne  négatif,  l'équation  (4),  où  dt  doit  rester  positif, 
exige  qu'on  change  le  signe  du  second  membre  bien  que 
ce  soit,  dans  le  voisinage  de  u  =  o,  une  fonction  uniforme 
et  continue  de  a;  on  introduit  ainsi  une  discontinuité. 
Au  point  O,  la  courbure  de  P  est  nulle;  car,  si  u  est 

infiniment  petit  du  premier  ordre,  u  -^  ou  tang[x  est  du 

second  ordre.  Si  l'on  veut  suivre,  au  delà  du  point  O,  la 
courbe  telle  qu'elle  est  définie  par  l'équation  (5)  dont  le 
second  membre,  avec  le  signe  — ,  reste  une  fonction  uni- 
forme de  Uj  nous  trouvons  que  ^  doit  diminuer  à  partir 
de  ^i  quand  u  devient  négatif;  P  présente  une  inflexion; 
la  courbe  ne  correspond  plus  aux  lois  du  mouvement 
proposé,  d'après  lesquelles  ^  devait  toujours  croître.  On 
s'assurera  de  la  vérité  des  déductions  précédentes  en  inté- 
grant les  équations  (4)  et  (5),  ce  qui  peut  se  faire  expli- 
citement dans  le  cas  considéré;  on  trouve  les  équations 

3  3  

net  =  (w?  -h  c»)"^  — (w2+  c*)"^  cf\>  =  s/ul  -H  C2—  /a2_j_  c2. 

La  première  assujettirait  ^  à  ne  pas  dépasser  une  certaine 
limite:  donc  elle  ne  peut  servir  indéfiniment;  la  seconde, 
rendue  rationnelle,  représente  évidemment  une  courbe  qui 
a  une  inflexion  en  O. 
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Quand,  H  étant,  toujours  nul,  Xest  >  G,  F(u^)  est  tou- 
jours positif  et  Ton  trouve  des  résultats  tout  semblables  à 
ceux  du  premier  cas,  si  ce  n'est  qu'à  l'infini  P  se  confond 
avec  une  spirale  logarithmique.  Si  ^<G,  on  ne  peut 
donner  à  u^  que  des  valeurs  au  plus  égales  à  une  certaine 
limite  a^-,  quand  m^>o,  m  s'éloigne  de  l'origine,  décrit 
un  arc  qui  s'en  va  toucher  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon 
a,  pour  revenir  à  l'origine  où  le  mouvement  devient  encore 
discontinu  et  où  P  présente  une  inflexion;  celte  courbe 
ressemble  à  une  lemniscate  déformée  en  augmentant  dans 
un  rapport  déterminé  les  angles  polaires  de  ses  divers 
points.  La  ligne  P  affecte  une  forme  analogue,  et  le  mou- 
vement de  m  est  de  même  nature  toutes  les  fois  que  H.est 
négatif. 

Quand  H  est  positif,  il  y  a  lieu  de  chercher  si  F(tt*) 
s'annule  pour  deux  valeurs  réelles  et  positives  de  u^:  il 
faut  pour  cela  deux  conditions  qu'on  peut  écrire 

G2—  Hc»-~  X>>  o,       [G«  — (X  —  c  s/hY]  [G2-  (X  4-  c  /ÎI)']  >o. 

Si  la  première  condition  est  satisfaite,  le  premier  facteur 
qui  figure  dans  la  seconde  inégalité  est  positif;  il  faut  donc 
que  l'autre  facteur 

"G»— (x  +  c/n)*  =  A 

le  soit  aussi;  on  voit  d'ailleurs  que  cette  inégalité  entraîne 
celles  qui  doivent  être  satisfaites  en  même  temps;  c'est  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  F(u^)  puisse 
s'annuler. 

Quand  A<;  o,  F{u^)  est  toujours  positif;  m  peut  aller 
soit  au  point  O  où  il  y  a  toujours  une  discontinuité,  soit  à 
l'infini,  où  P  admet  une  asymptote.  Si  A^o,  u  ne  peut 
prendre  de  valeurs  comprises  entre  deux  quantités,  a,  P; 
soit  a  <^  p  :  quand  Uq  <  a,  le  mouvement  de  m  est  analogue 
à  celui  que  nous   avons  indiqué  pour  le  troisième  et  le 
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quatrième  cas;  si  Mo>  P?  Pest  tangente  au  cercle  de  rayon 
P  et  a  des  branches  infinies  avec  des  asynnptotes. 

Enfin,  quand  A  est  nul,  ou  quand  G  est  égal  kX-h  c  y/H, 

F(^^^)  est  un  carré  et,  si  l'on  pose  "kc  =  ol^  y/H,  l'équation 

(5)  devient 

,,        ,  Gudu 

d^  =± 


(w2— a2)v/H(f/.2H-c2)' 

P  est  asymptote  au  cercle  de  rayon  a,  et  lui  est  extérieure 
ou  intérieure  suivant  que  Uq^ol  :  si  iio=  a,  ce  qui  entraîne, 
dans  le  cas  où  nous  sommes,  Uq=Oj  u  doit  rester  con- 
tamment  égal  à  a  :  M  décrit  une  hélice  d'un  mouvement 
imiforme  et  l'on  peut  vérifier  que  ce  mouvement  satisfait 

aux  équations  (i),  en  supposant  —^  =  —  et  N  =:  o. 


Détermination  de  la  surface  d'après  certaines  propriétés 

du  mouvemeut. 

Pour  déterminer  les  surfaces  sur  lesquelles  doit  se  mou- 
voir un  point  sollicité  par  des  forces  données  afin  que  le 
mouvement  jouisse  de  propriétés  déterminées,  on  peut 
partir  des  équations  générales  du  mouvement  sur  une  sur- 
face et  exprimer  qu'elles  sont  compatibles  avec  les  condi- 
tions proposées.  Si  l'on  regarde  z  comme  fonction  de  x 
ety^  les  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  peu- 
vent figurer  dans  les  calculs  et  la  surface  cherchée  dépendre 
de  deux  fonctions  arbitraires;  mais,  quand  la  surface  doit 
appartenir  à  une  famille  déterminée,  quand  les  conditions 
initiales  du  mouvement  sont  connues,  l'indétermination 
peut  devenir  beaucoup  moindre  ou  même  disparaître. 

172.  Déterminer  la  surface  de  révolution  dont  Vaxe 
est  une  verticale  OZ  et  sur  laquelle  doit  se  mouvoir  un 
point  pesant  M,  animé  dhine  vitesse  initiale  convenable, 
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pour  qu  ^il  coupe  sous  un  angle  constant  w  les  parallèles 
qu^ il  rencontre.  {Kennes,  1884.) 

Soient  u,  ^y  z  les  coordonnées  semi-polaires  de  M,  a. 

o,  o  leurs  valeurs  initiales,  ^'^gh  la  vitesse  initiale.  La 
projection  de  la  vitesse  sur  la  tangente  au  parallèle  en  M 

est  w^;  on  doit  avoir,  d'après  l'énoncé, 

(l)  M^J-  =(^0080); 

d'autre  part,  le  mouvement  a  lieu  dans  des  conditions  que 
nous  avons  souvent  rencontrées  et  nous  pouvons  écrire 
l'intégrale  des  aires  et  celle  des  forces  vives 

u'^  -j    =  «  cos m  ^igh,        Ç'  =  2g(h -j- z). 

Si,   entre  ces  équations  et  l'équation  (1),  nous  élimi- 

M    ., 
nous  (^  et  -7: ,  il  vient 
dt 

Cette  équation  représente  la  surface  cherchée,  dont  la 
méridienne  se  construit  sans  aucune  difficulté.  Il  est  re- 
marquable qu'elle  ne  dépende  pas  de  (o;  si  donc  on  se 
donne  la  position  initiale  de  M  et  la  grandeur  de  la  vitesse 
correspondante,  la  direction  de  cette  vitesse  doit  être  con- 
tenue dans  un  plan  tangent  qui  est  déterminé,  mais  on 
peut  choisir  w  tout  à  fait  arbitrairement. 

On  trouve,  pour  déterminer  la  loi  du  mouvement, 

dz^  _  8^(AH-^)*sin*a) 
dt^  ~  a^h-h  4{h-hzy  ' 

mais  l'intégration  ne  peut  se  faire  à  l'aide  des  fonctions 
élémentaires. 
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173.  Déterminer  les  surfaces  sur  lesquelles  un  point 
pesant  doit  être  assujetti  à  rester  pour  que,  si  on 
V abandonne  sans  vitesse  en  un  point  quelconque  de 
tune  de  ces  surfaces,  il  glisse  suivant  une  ligne  de  plus 
grande  pente. 

Soient,  au  point  M  de  Tune  des  surfaces  cherchées  S, 
MT  la  tangente  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  qui  est  la 
trajectoire  du  mobile,  MN  la  normale  à  S,  MV  la  verticale  : 
ces  trois  droites  sont  dans  un  même  plan,  car  toutes  trois 
sont  perpendiculaires  sur  la  tangente  MH  à  la  ligne  de 
niveau  qui  passe  en  M.  Le  poids  du  mobile  peut  se  dé- 
composer en  deux  forces,  Tune  dirigée  suivant  MT,  l'autre 
suivant  MN  :  celle-ci,  avec  la  réaction  normale  de  S,  pro- 
duit l'accélération  centripète  ;  donc  le  plan  vertical  MNVT 
est  le  plan  osculateur  à  la  trajectoire  ;  et  cette  courbe,  dont 
tous  les  plans  osculateurs  sont  verticaux,  est  nécessaire- 
ment plane. 

On  sait  en  effet  que  les  intersections  successives  des 
plans  osculateurs  à  une  courbe  à  double  courbure  sont  les 
tangentes,  et  celles-ci  seraient  toutes  verticales,  ce  qui 
exclut  l'idée  de  ligne  courbe. 

Ainsi  la  surface  cherchée  est  telle  que  toutes  ses  lignes 
de  plus  grande  pente  sont  contenues  dans  des  plans  verti- 
caux; elles  sont  en  même  temps  lignes  géodésiques  et  lignes 
de  courbure.  Les  lignes  de  courbure  du  second  système 
doivent  être  orthogonales  aux  premières  ;  elles  se  confon- 
dent avec  les  lignes  de  niveau  et  sont  contenues  dans  une 
série  de  plans  horizontaux  dont  chacun,  en  vertu  d'un 
théorème  de  Joachimsthal,  coupe  la  surface  sous  un  angle 
constant;  en  chaque  point  de  l'intersection,  cet  angle  est 
le  complément  de  l'angle  de  la  tangente  à  la  ligne  de  plus 
grande  pente  avec  la  verticale.  Il  en  résulte  que  toutes  ces 
lignes  de  pente  sont  égales,  puisque  pour  chacune  d'elles 

Os  S.-G.  —  Rec.  22 
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on  a  la  même  équation  différentielle 

Les  plans  de  ces  lignes  enveloppent  un  cylindre  vertical, 
et  la  surface  S  peut  être  engendrée  par  une  courbe  située 
dans  un  plan  qui  roule  sans  glisser  sur  un  cylindre  vertical  : 
c'est  une  surface  moulure.  Les  surfaces  de  révolution  à 
axe  vertical,  les  cylindres  horizontaux  ou  verticaux,  les 
surfaces  canaux  à  directrices  horizontales  en  sont  des  cas 
particuliers;  dans  le  cas  général,  leur  forme  dépend  de 
celle  de  deux  courbes  tout  à  fait  arbitraires. 

L'Analyse  conduit  au  même  résultat  :  soient/?,  q^  r,  5,  i 
les  dérivées  partielles,  du  premier  et  du  second  ordre,  de 
z\  nous  désignerons  le  temps  par  6,  en  sorte  que  l'on  aura, 
pour  les  deux  premières  équations  du  mouvement  du  point 
pesant, 

d>x  No  d>y  NûT 

mais,  la  trajectoire  devant  être  une  ligne  de  plus  grande 
pente,  on  a 

dx  dy  __  d^x  d^y  __  dy  dp       dx  dq ^ 

^5ê""'^5ô  ~^'  ^'d^~^~dm  ~"  56  5Ô  ""35  55" '' 

le  premier  membre  s'annule  en  vertu  des  équations  (i): 
on  a  donc,  en  multipliant  par  rfÔ^^ 

dy{r  dx  -\-s  dy)  —  dx(s  dx  -^  t  dy)\ 

remplaçant  dx  et  dy  par/>  et  gr,  qui  leur  sont  proportion- 
nels, on  aura  l'équalion  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces cherchées, 

(i)  ir —  i)pq -X- s(^q^—p^)  —  {i. 
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Si  on  la  met  sous  la  forme 

pr-^qs  __  ps '\- qt 

elle  exprime  que  /?^  -f-  5^*  -f-  i  et  ^  ont  leurs  dérivées  par- 
tielles proportionnelles;  donc  on  a,  pour  intégrale  pre- 
mière de  (i), 

jD*-f-  q^-\-  i  =  çp(5); 

cette  équation  exprime  que,  le  long  d^une  ligne  de  ni- 
veau, la  normale  fait  un  angle  constant  avec  la  verticale  ; 
donc,  d'après  le  théorème  de  Joachimsthal,  les  lignes  de 
niveau  forment  un  système  de  lignes  de  courbure,  ce  qui 
caractérise  les  surfaces  moulures. 

174.  Un  point  M,  de  masse  i,  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  sur/ace  de  révolution  S,  est  attiré  vers  l'axe 
de  figure  ÇfLpar  une  force  réciproque  au  cube  de  la 
distance^  Déterminer  S  de  manière  que  M,  mis  en  mou- 
vement dans  des  conditions  données,  exerce  sur  la  sur- 
face une  pression  constante;  montrer  que  S  peut  être 
une  sphère  ou  un  tore  et  chercher,  dans  ces  deux  cas,  la 
loi  du  mouvement  de  M.  (Agrégation,  1884.) 

J'engage  le  lecteur  à  traiter  le  problème  en  partant  des 
équations  du  mouvement  sur  une  surface  ;  on  retrouvera 
les  résultats  que  je  vais  obtenir  à  l'aide  d'une  méthode 
plus  géométrique.  Soient 

u,  ^  et  z  les  coordonnées  cylindriques  de  M; 

i  l'angle  de  la  tangente  MT  à  la  trajectoire  avec  la  tangente 
au  parallèle  qui  passe  en  ce  point,  dirigée  du  côté  où  ^  : 
croît  ; 

(X  l'angle  de  la  tangente  à  la  méridienne  avec  un  axe  OU 
perpendiculaire  sur  OZ  dans  le  plan  ZOM  ;  a  est  compté 
positivement  dans  le  sens  de  OU  vers  OZ. 
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La  partie  de  la  normale  MN  à  S  que  nous  regarderons 

comme  positive   fera   avec  OU  Tangle  a  -h  -;  si  rfo-  dé- 

signe  un  élément  de  méridienne,  le  rayon  de  courbure  de 
cette  ligne,  compté  suivant  MN,  est 

d<s  du  du 


doL        cosa  doL        d^sina* 


c'est  un  des  rajons  principaux  de  S;  l'autre  est  - — >  en  le 

comptant  aussi  positivement  suivant  MN.  Le  rayon  de 
courbure  R  de  la  section  déterminée  dans  S  parle  plan 
MNT  est  donné  par  la  formule  d'Euler 

I         sma       ..       I    .  ..       sina       ..       d  sinx    .  .. 

—  =  cos'  i-\ —  sm'  i  =  cos*  i  H i sin'  i. 

Ru  0  u  du 


D'autre  part,  la  pression  normale  que  M  exerce  sur  S 

u^ 


est  égale  à  la  projection  de  l'attraction  — '  sur  MN,  dimi- 


nuée de  -=r  > 


.  .        ^       ).*    .  p'cos*i   .  ,  •        .       ...  c?sina 

(i)       P  =  — -sina sma  —  (ç* — p'cos'i) — = 

^  '  M»  u  ^       .  ^    du 

Mais  le  théorème  des  forces  vives  et  celui  des  aires  pro- 
jetées sur  OXY  donnent 

(2)  (;*=— -i-H,        çcosi  =  u-r=—y 

u*  dt        u 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  (i),  il  vient 

/ox          /X«-G*       „\rfsina       X«- G«   .  _ 

(^>  \-i^-^^)-di^ ^sma-HP  =  o. 

Si  P  est  une  constante,  cette  équation  équivaut  à  une 
quation  différentielle  du  second  ordre  de  la  méridienne; 
mais,  comme  elle  est  linéaire  et  du  premier  ordre  en  sina, 
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on  peut  écrire  l'intégrale  première 

, ,.                         .                      Au                  Pm 
(4)  sma  =     ■  n-' 

Si  Ton  désigne  par  a,  6,  (o  et  e  les  valeurs  initiales  de  u, 
i^,  a  et  j,  on  aura,  pour  les  constantes  d'intégration, 

H  =  6* ry         G  =  ab  cosz,        A= ir= osint. 

a^  H 

Il  suffit  de  remplacer,  dans  l'équation  (4),   sina  par 

dz 

et  de  résoudre  par  rapport  à  dz^^  pour  avoir 


^du'^  -h  dz^ 

entre  u  el  z  une  équation  qui  représente  la  méridienne. 

On  trouve 

(ah  -  Pv/X»—  Gî-+-  Hmî)2m2  du^ 


Hî(Xî—  G2-f-  Ha»)  —  (ah  —  F y/X»—  G2-^  nu^)'^ m» 

La  valeur  de  z  se  réduit  à  des  intégrales  elliptiques.  On 
voit  directement  que  u  ne  peut  jamais  devenir  infini,  et 
qu'il  ne  s'annule  pas  si  X*  <<  G'  ;  mais  la  forme  de  la  mé- 
ridienne dépend  de  tant  de  paramètres  qu'une  discussion 
complète  nous  entraînerait  trop  loin. 

Pour  que  S  soit  une  sphère  ou  un  tore,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  méridienne  ait  une  courbure  constante;  or  on  tire 
de  (4) 

<*)       ^=i=Aa«-G')(X'-G«+H««ri-|; 

et,  pour  que  cette  quantité  soit  indépendante  de  m,  il  faut 
et  il  suffît  que  A  ou  V —  G*  s'annulent  :  la  méridienne  est 

alors  un  cercle  de  centre  G,  de  rajon  zh  -5;  si  l'on  suit  la 

circonférence  dans  le  sens  de  OU  vers  OZ,  a  représente 
l'angle  du  rayon  GM  avec  le  prolongement  de  OZ. 
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Supposons  d'abord  V=  G';  il  en  résulte  H  =  6^  sin*e, 
et  Téqualion  (4)  devient 

A        Pu  Av/H       H    . 

avec  la  signification  que  nous  venons  de  donner  à  a,  cette 

équation  exprime  que  la  méridienne  est  un  cercle  dont  le 

A  i/ïî 
centre  est  à  la  distance     p     de  l'axe  OZ,  et  S  est  un  tore. 

Le  rayon  de  courbure  est  dans  le  sens  de  MN;  or,  Téqua- 

H 
tion  (5)  donne  —  p  pour  sa  valeur  algébrique*,  H  étant 

>  o,  il  faut  que  P  soit  négatif  :  le  mobile  tend  à  sortir  du 
tore.  Il  y  a  pour  son  mouvement  une  loi  très  simple  :  si 
Ton  regarde  ce  mouvement  comme  résultant  d'un  mouve- 
ment sur  le  cercle  G  et  du  mouvement  de  ce  cercle  autour 
de  OZ,  on  aura 

V^  =  û* -I-  u^  — '—  =  o' 1 * 

^       ^   dt^^      dt^       ^   dt^^  u^' 
mais,  en  comparant  avec  la  valeur  (2)  de  v^,  on  a 

•  ^^^        «!.•••  ^^    • 

p'  -7—-  =  H  =  6*  sm*e,         a  =  —  sine. 

^  dt^  '  p 

Si  Ton  appelle  c  la  distance  de  G  à  OZ,  on  aura  encore 

b^  sin*  e  dt  b^  sîn'  tdt  b  sin  e  da 


d^=^ 


a*  /  .    btsmz\^ 


(  c  -H  p  sm j         c*  p  f  n-  -  sin  a  I 

En  remplaçant  a  par  — j-  9?  on  voit  que  ^  sera  donné  en 

fonction  de  ^  par  une  quadrature  analogue  à  celle  qui  donne 
le  temps  en  fonction  de  l'anomalie  vraie  dans  le  mouve- 
ment des  planètes;  l'analogie  sera  d'autant  plus  complète 
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qu'on  s'attachera  surtout  au  cas  où  -  <<  i ,  pour  éviter  la 

difficulté  ou  plutôt  rindétermination  qui  se  présente 
quand  M  rencontre  Taxe  attractif.  Quand  le  tore  est  à  jour, 
tuel  if  croissent  continuellement,  et  la  trajectoire  est  une 
sorte  d'hélice  qui  s'enroule  sur  le  tore. 

Considérons  le  cas  où  c'est  A  qui  s'annule,  et  qui  cor- 
respond à  trois  hypothèses  différentes  ; 

H  sino) -+- Pa  =  o,        6  =  0,         sin8  =  o. 

L'équation  (4)  se  réduit  à 

Pa 


sina  =  — 


H  ' 


elle  exprime  que  la  méridienne  est  un  cercle  dont  le  centre 
est  sur  OZ,  et  S  est  une  sphère.  Le  rayon  de  courbure  est 
encore  dirigé  suivant  MN,  et  la  pression  sera  dirigée  vers 
l'extérieur  ou  vers  l'intérieur  de  la  sphère,  suivant  que  H 
sera  positif  ou  négatif.  La  nature  du  mouvement  de  M  peut 
varier  avec  les  conditions  initiales  :  si  b  est  nul,  M  décrit 
un  grand  cercle  passant  par  OZ.  Dans  les  deux  autres  cas, 
nous  pourrons  écrire  l'intégrale  des  forces  vives  sous  la 
forme 

La  loi  du  mouvement  est  donnée  par  les  deux  équations 

,  p'sina<fa 

ut  =   —  ) 

v/X2— G2-4-Hp»sin2a 

Gda 
sin  a  y/Xî  —  02  -^  H  p2  sin^  a 

on  intègre  la  première  en  prenant  pour  variable  cosa,  et 
la  seconde  cot  a.  Si  X^!>  G^,  a  peut  s'annuler,  mais  le  mo- 
bile n'atteint  OZ  qu'après  avoir  tourné  une  infinité  de  fois 
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autour  de  cette  droite.  Remarquons  enfin  que,  puisque  S 
est  une  sphère  quand  e  ou  6  est  nul,  Tangle  i  et  la  vitesse 
ne  s'annuleront  jamais  sur  les  autres  surfaces. 

175.  On  donne  un  parallèle  P  d'une  surface  de  ré- 
volution S,  et  Von  considère  sur  cette  sur J ace  la  ligne 
géodésique  G  qui  touche  P  en  un  point  A.  Déterminer  S 
de  manière  que  G  soit  tautochrone  pour  un  point  M 
attiré  vers  Vaxe  OZ  de  S  par  une  force  F  égale  à 

m{au-{-  b), 

a  et  b  désignant  des  constantes  qu'on  ne  supposera 
jamais  négatives,  u  la  distance  de  M  à  OZ  et  A  étant 
le  point  de  tautochronisme.  Forme  de  la  méridienne  G  : 
cas  où  V équation  de  cette  ligne  ne  renferme  que  des 
fonctions  élémentaires.  (Agrégation,  i885.) 

Les  propriétés  caractéristiques  des  tautochrones  et  des 
lignes  géodésiques  (n***  159  et  169)  donnent  facilement  la 
solution  du  problème.  Si  s  désigne  l'arc  AM  de  G,  T  le 
temps  que  M  doit  mettre  pour  arriver  en  A,  la  composante 

tangentielle  de  F  doit  être  égale  à ^^ — > 

(i)  —m{au-^b)—= j^^' 

Appelons  p  le  rayon  de  P  et  posons 

nous  tirerons  de  l'équation  (i) 

,_  {au -h  ^)  du 

^au^-\-i^u  —  a/>*  —  2  P/? 
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D'un  autre  côté,  si  la  ligne  géodésique  G  coupe  sous 
l'angle  i  le  parallèle  qui  passe  en  M,  on  a  (169) 


p  .    .       /â 


cosi=  —  j         sini  = 


«-/j« 


u  u 


(^) 


Mais  sin ids  est  l'arc  de  méridienne  correspondant  au 
même  accroissement  de  u  que  Tare  cfe  de  G;  on  a  donc, 
eu  égard  aux  résultats  précédents, 

rj-z j-t        .        ,         v^a2 — «2  (  a  w  -f-  8  )  û?m 

"  v/a  w-  H-  2  fi  M  —  a/?''  —  2  p/) 

C'est  l'équation  de  la  méridienne  G;  on  en  déduit,  après 
avoir  divisé  haut  et  bas  par  u  —  p, 

^^  ~  û?w*  ""  (aw-f- a/? -f-2p)a* 

ou 

dz^  __  a(g  —  i)M^H-(g—  0(gp-f-  2^)^2-4-  (2g;o-f-  3)3^-4-  6* jo 
û?a*  "~  (  a  M  -h  a/?  H-  2  p  )  M"^ 


Dans  le  cas  général,  z  s'exprime  à  l'aide  d'intégrales 
elliptiques;  mais  les  équations  (i)  ou  (2)  permettent  faci- 
lement de  discuter  la  forme  de  G  quand  on  n'attribue  pas 
à  a  ni  à  P  de  valeurs  négatives.  Considérons,  sous  la 
forme  (a),  le  numérateur  cp(tt)  dez'*;  on  voit  que,  si  a  <  1, 
«p(a)  s'annule  pour  une  seule  valeur  positive  Ut  de  w,  et 
qu'on  ne  peut  attribuer  à  m  de  valeurs  supérieures  à  w<  ; 
pour  u=  U\^  z'  est  nul,  et  l'on  a  un  point  de  rebrousse- 
ment  R-,  si  l'on  fait  décroître  u  Aq  u^  h.  zéro,  une  des  va- 
leurs de  z  croît  constamment,  depuis  la  valeur  z^  qui  cor- 
respond à  R  jusqu'à  l'infini,  l'autre  décroît  de  z^  à  — 00. 
Nous  n'étudierons  pas  les  branches  de  G  qui  répondent  à 
des  valeurs  négatives  de  w,  car  G  n'a  aucun  point  sur  la 
partie  correspondante  de  S;  la  partie  utile  de  G  ressemble 
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à  une  cissoïde.  SI  p  était  >W|,  P  serait  une  ligne  isolée 
sur  S,  et  le  problème  impossible;  mais  on  pourra  éviter 
cette  singularité  si  l'on  a  le  droit  de  disposer  du  temps  T 
et,  par  suite,  de  a  et  p. 

Quand  a  est  >>  i,  z'  est  réel  pour  toutes  les  valeurs  po- 
sitives de  u,  et,  si  on  le  suppose  positif  quand  u  croîtra 
de  o  à  00,  ^  variera  de  —  oo  à  +  oo  ;  C  sera  asymptote  à  OZ 
et  à  une  droite  située  à  distance  finie  ;  cela  résulte  de  ce  que 
l'équation  (2)  donne  potir  dz  un  développement  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  u,  de  la  forme 

dz  =z  dul  Jd  —  I  H ^^_      ^    — i  -H . . .  ] . 

La  valeur  de  z  pourra  s'exprimer  par  les  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques  ou  circulaires  lorsque  ç(m)  perdra 
ses  premiers  ou  ses  derniers  termes,  ou  lorsqu'il  sera  divi- 
sible par  a  w  +  a/?  -I-  2  P,  ou  enfin  quand  <j)(a)  =  o  aura 
une  racine  double.  La  première  hypothèse  se  réalise  dans 
trois  cas  : 

I*»  p  =  o.  L'équation  (2)  donne  pour  dz  la  valeur  très 

simple  \J(i  —  I  û^a  5  C  se  réduit  à  une  droite  et  S  à  un  cône  ; 
c'est  le  cas  où  l'attraction  F  est  proportionnelle  à  la  dis- 
tance. 

2°  a  =  o;  F  est  constante.  L'équation  (2)nÛonne 


(3)  dz^^^i/V^^^^^"" 

u  y  ^     2 


±^  =:^o-H|/  3^^- "2-4-  ^  arc  sm  -/  ^ 

V    "^      2  4  i/B2-f-8o 


v/p2-f-8/>p 
jôp     (2/?  +  M)v/p -i-2v//?p(/?-f-  g)  — apg^ 


2  u 


Cette  intégrale  compliquée  donnera  difficilement  la 
forme  de  G;  au  contraire,  l'équation  (3)  indique  nettement 
cette  forme,  qui  rappelle  encore  celle  de  la  cissoïde. 
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3°  a  =  I .  On  a 


u  y         u-k-p  -\-'i^       ' 

u  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives  :  la  branche 
utile  de  G  est,  d'un  côté,  asymptote  à  OZ  et  se  termine, 
de  l'autre  côté,  par  un  arc  parabolique  dont  la  tangente 
tend  à  devenir  perpendiculaire  sur  OZ. 

Pour  que  cp(w)  soit  divisible  par  aw  +  a/^-f-a^,  la 
forme  (i)  permet  de  reconnaître  qu'on  doit  avoir 

?  =  -/>«; 

l'une  des  quantités  a,  ^  serait  négative,  et  nous  avons 
exclu  cette  hypothèse. 

C'est  encore  sous  la  forme  (i)  que  je  prendrai  f  (w)  pour 
chercher  la  condition  d'égalité  de  deux  racines  de  '^{u)  =  o, 
ou  mieux  encore  de  l'équation  équivalente 

f{u)  = T^ ^ !-    =  o. 

Une  racine  double  annulera /'(m),  et  l'on  aura 

2^  aw  H-  p  aP 


=  o 


a'        u        '    (m -H/?)* 
ou 

Remplaçons  le  premier  membre  par  sa  valeur  dans/(M), 
on  aura  ^ 

/ r^  = ^ ^,        (2/?aH-û)a  — az?«-H2P/?  =o. 

iu-\-py  u-\-p  \  r  r/  r  ri- 

La  racine  double  sera  nécessairement  égale  à 

a/?* -4-  2^p 
2/?  a  -h  p 
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et,  si  l'on  exprime  qu'elle  satisfait  à  l'équation  (4),  on  a 
la  condition  cherchée 


Quant  à  C,  elle  affecte  sensiblement  les  mêmes  formes 
que  nous  avons  trouvées  dans  le  cas  général,  suivant  que 
a^i. 

EXERCICES. 

i.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cylindre  de  révolution 
dont  Taxe  fait  l'angle  a  avec  la  verticale;  pression.  (Paris,  1876.) 

d^x  .  N^       d^y       Ny       d^z 

dt^        *  a  dt^  a  dt^  ^ 

2.  Mouvement  d'un  point  non  pesant  assujetti  à  rester  sur  un 
cylindre  elliptique  et  attiré  vers  un  point  de  l'axe  avec  une  force 
proportionnelle  à  la  distance;  discussion.  (Paris,  1881.) 

d'^x  .„  N   a: 

dt^    ^       '^  ^        A   a*' 

z  se  détermine  séparément;  des  deux  autres  équations,  on  tire 
S-^ë=^^îcos«e-f-X«(r5-r2), 


df^        4t^ 


i    dx"^         I    dy^ 


^^■~^*       a^   df^        b^  dt^' 
on  posera 

a7  =  acos<p,    y  T=.  a{\  —  eî)sincp. 

3.  Mouvement  d'un  point  assujetti  à  rester  sur  un  cône  droit  et 
attiré  vers  le  sommet  0  par  une  force  réciproque  au  carré  de  la 
distance.  (Paris,  1875.) 

Suivant  la  remarque  du  n°  168,  si  l'on  développe  le  cône  sur 
un  plan,  la  trajectoire  se  transforme  en  une  ellipse  dont  O  est  le 
foyer;  on  peut  aussi  chercher  le  mouvement  dans  l'espace  à  l'aide 
du  théorème  des  forces  vives  et  des  aires. 
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4.  Même  problème^  sauf  que  l'attractioii  varie  en  raison  inverse 
du  cube  de  la  distance.  (Paris,  1876.) 

5.  Déterminer,  sur  un  cône  droit,  le  mouvement  d'un  point 
attiré  avec  une  intensité  proportionnelle  à  la  n*^"*  puissance  de  la 
distance  vers  un  plan  P  mené  par  le  sommet  normalement  à 
Taxe  :  Çq  est  parallèle  à  P  ;  pression .  —  Cas  de  n  =  i .  (  Paris,  1 882). 

N  =  -îi— ^cote-l-X*r«sin6cos»6. 

Dans  ce  problème,  comme  dans  les  suivants,  on  emploiera 
avec  avantage  les  intégrales  des  aires  et  des  forces  vives, 

6.  Déterminer,  sur  Thyperboloïde  x^-hy^  —  ^*=a2,  le  mou- 
vement d'un  point  attiré  vers  le  centre  par  une  force  m\^r\  Zq 

est  nul  et  Pq»  égale  à  aX  /â,  fait  l'angle  de  60*  avec  OZ.  Calculer 
la  réaction  de  la  surface  et  indiquer  les  conséquences  du  résultat 
obtenu.  (Marseille,  i883.) 

(i)  a:'=  — X>a7H ,     r''  =  — X«y -4- ^^,     js' =—\*js ; 

^  ^  mr  ^        mr  mr 

on  a 

««f  =  a'Xi/-,     p2  =  X«(3a*—  r«)  =  2X«(a«  -  «»); 

la  dernière  donne 

V*=-!-X»(a2— a^î),    ^''  =  — X«;j. 

La  troisième  des  équations  (i)  donne  alors  N  =  o  :  le  mobile 
décrit  librement  l'ellipse  intersection  de  l'hyperboloïde  avec  1 

plan  y  =z  z^, 

7.  Trouver  sur  une  sphère  le  mouvement  d'un  point  soumis  à 
une  force  répulsive  perpendiculaire  au  plan  P  d'un  grand  cercle 
et  réciproque  au  cube  de  la  distance;  v^  est  parallèle  à  P.  Pres- 
sion sur  la  sphère.  (Gaen,  1877.) 

dt  a*  —  A*       a»— M* 

v^=  -. 


a^—u^         a' 
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Posant 

on  a 

hk  du  I    _  cos*<|;    ^    sin*;}; 


La  trajectoire  est  une  ellipse  sphérique;  Tintégrale  des  aires 

donne 

k  h 

tang4;=  -^  tanguai/. 

Enfin 

a  \  a^—h*J 

8.  Même  question,  sauf  que  la  force  est  attractive.  (Paris,  1879.) 
Le  mobile   se  précipite  ou    non    sur  le  plan  P    suivant  que 

9.  Déterminer  sur  une  sphère  le  mouvement  d'un  point  pe- 
sant M  attiré  vers  un  point  B,  situé  à  une  hauteur  b  au-dessus 
du  centre,  avec  une  force  égale  à  /nX*BM.  Achever  les  calculs 
quand  Tattraction  de  B  sur  un  corps  placé  au  centre  est  égale  au 
poids  de  ce  corps;  on  supposera  Co  horizontale.  (Paris,  1875.) 

a«y«=[PÎS-4-2(6X«--^)(z  — ;fo)](a*--s*)-^î(«'-'«î). 

On  devra  discuter  cette  formule.  Dans  le  cas  particulier  pro- 
posé, X'  6  =  ^,  la  force  motrice  passe  au  centre,  M  décrit  un 
grand  cercle. 

10.  P  étant  un  pôle  donné  sur  une  sphère,  déterminer,  sur  cette 
surface,  le  mouvement  d*un  point  M  sollicité  par  une  force  tan- 

gente  au  méridien  MP  et  égale  à     .  ^pr^^ml     ^o    est   normale 

à  PMq.  Équation  du  côae  qui  a  pour  sommet  le  centre  O  et  pour 
directrice  la  trajectoire,  (Paris,  1875.) 

Soit  a  la  valeur  initiale  de  POM  ;  Téquation  du  cône  est 

[(Xa  —  pj  sinacosa)ar-f-  pj^sin'a]* —  a*X*(ar>-hj^*)  =  o; 
OZ  ou  OP  est  une  des  lignes  focales  de  ce  cône. 

11.  Un  point  M,  assujetti  à  rester  sur  une  sphère  et  attiré  vers 
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un  diamètre  OA  par  une  force  fonction  F(u)  de  la  distance  du 
mobile  à  OA  décrit  une  ellipse  sphérique  dont  cette  droite  est  un 
axe;  déterminer  F(w)  et  la  loi  du  mouvement.  (Paris,  1876.) 

F(m)  est  de  la  forme  ;— r r--,  et  la  loi  du  mouvement  est 

^    ^  (a* — w')* 

analogue  à  celle  qu'on  a  indiquée  au  problème  7. 

12.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  la  surface  engendrée  par 
la  révolution  d'une  hyperbole  équilatère  autour  de  l'une  de  ses 
asymptotes,  qu'on  suppose  verticale.  (Paris,  1877.) 

On  distinguera  le  mouvement  sur  la  nappe  supérieure  et  sur  la 
nappe  inférieure. 

13.  Mouvement  d'un  point  pesant  M  sur  un  tore  dont  l'axe  est 
vertical,  la  vitesse  initiale  étant  dirigée  suivant  une  tangente  au 
parallèle  le  plus  bas. 

Soient  a  le  rayon  du  cercle  générateur;  R  le  rayon  de  la  cir- 
conférence que  parcourt  le  centre  G  de  ce  cercle  ;  ^  l'azimut  du 
plan  ZOMG;  0  l'angle  de  CM  avec  la  verticale  descendante: 

r 

4^  =  rB— Wri'     ^    =«'0—7-5- ^-^^  — 2^a(i  — cos6). 

^       (R  +  asm6)*    ^  "      (R-hasmô)*  ' 

14.  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  M  sur  un  paraboloïde 
de  révolution  dont  le  sommet  O  est  le  point  le  plus  bas,  en  sup- 
posant : 

FM 
1**  M  pesant  et  attiré  vers  le  foyer  F  par  une  force  mg  =î^; 

2**  M  pesant,  repoussé  par  l'axe  avec  une  force  proportion- 
neUe  à  la  distance,  vq  tangente  au  parallèle  qui  contient  F; 

y  M  non  pesant,  attiré  vers  F  suivant  la  loi  de  Newton. 

15.  Former,  en  fonction  de  la  longitude  ^  et  de  la  latitude  X, 
l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  sur  un  ellipsoïde 
de  révolution  aplati. 

,,j (i  —  e')cos*XocgX* 

^  "~  cos>X(cos2X  —  cos*Xo)(i  —  e^sin^X)* 

16.  Lignes  géodésiques  de  l'hélicoïde  gauche.  (  Voir  n**  171.) 

17.  Déterminer  une  surface  passant  par  une  horizontale  OX  et 
telle  qu'un  point  pesant,  assujetti  à  rester  sur  cette  surface   et 


<v  ;  's  ? 
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abandonné  sans  vitesse  en  un  point  quelconque  de  OX,  décrive 
une  hélice  ayant  pour  axe  une  verticale  OZ.  (Catalan.) 

On  posera 

m  étant  une  fonction  inconnue  de  u.  Le  point  se  mouvant  sur 
une  hélice, -TY  est  égal  à  — — ^— ^«  On  écrit  que  les  équations 
générales  sont  compatibles,  et  l'on  trouve 

u  dm  -h  imdu  =  Oy     m  =  — -» 

ce  qui  détermine  la  surface. 

18.  Surface  de  révolution  S  telle  qu'une  de  ses  lignes  géodé- 
siques  G  ait,  en  chacun  de  ses  points  M,  un  rayon  de  courbure  égal, 
mais  opposé  à  celui  de  la  méridienne  en  M.  (Gaen,  1887.) 

S  sera  partout  à  courbures  opposées;  soient  (  l'angle  de  G  avec 
le  parallèle  en  M  ;  Ô  l'angle  de  la  tangente  à  la  méridienne  avec 
OZ;  le  théorème  d'Euler  donne,  da  étant  l'arc  de  méridien, 

I        dO  <fcos6  .  .cofiô         .  ..rfcosO 

^  =  -j-  = -= =  cos'  i }^  sm*  i  — j ; 

R       da  du  n  du 

c^     ,         d  cos  ô  c*  du 

or  cos'/  —    .,  >  donc     -  ^     h -■  =  o, 

«-  cos6  u(iu^—  c^) 

,.  m2cOS«6o  ,  ,û  ♦/      ,       •    tû   N  c*cos»6o 

cos«0  =  — -,     a'cos*6o  — ^'(H-sin«Go)  =  ^-r^j 

S  est  un  hyperboloïde.  Pour  une  ligne  géodésique  oii  c  serait 
remplacé  par  c',  p  r= R. 


\ 


lï 
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MOUVEMENT  RELATIF  D'UN  POINT  MATÉRIEL. 


176.  Théorème  de  Coriolis.  —  Considérons,  au  point 
de  vue  cinématique,  un  point  M  qui  se  meut  relativement 
à  un  système  de  comparaison  S  animé  lui-même  d'un 
mouvement  donné  dans  l'espace  :  on  sait  que,  si  Ton  a 
seulement  égard  aux  vitesses,  le  mouvement  élémentaire 
de  S  peut,  à  un  instant  quelconque  ^,  être  regardé  comme 
résultant  d'une  translation  et  d'une  rotation  déterminée  o) 
autour  d'un  axe  instantané  01  passant  par  un  point  O 
choisi  arbitrairement  dans  S.  Coriolis  a  montré  qu'à  l'é- 
poque t  l'accélération  absolue  y  de  M  est  la  résultante  de 
trois  autres  :  i°  l'accélération  apparente  y^;  2**  l'accéléra- 
tion d'entraînement  y*?  qu'aurait  un  point  lié  invariable- 
ment à  S  et  coïncidant,  à  l'instant  f,  avec  M  ;  3°  une  accé- 
lération complémentaire  cp  représentée  en  grandeur  et  en 
direction  par  le  double  de  la  vitesse  que  la  rotation  w  im- 
primerait à  l'extrémité  A  d'un  segment  OA  représentant 
la  vitesse  relative  :  cp  est  donc  égal  à  2(ji)Ç'asin((o,  ç^^). 
L'une  des  démonstrations  les  plus  simples  de  ce  théorème 
est  due  à  M.  Gilbert  :  en  différentiant  deux  fois  par  rap- 
port au  temps  les  relations  qui  donnent  les  coordonnées 
absolues  de  M  en  fonction  de  ses  coordonnées  relatives 
x^y^  z,  on  voit  que  la  projection  de  y  sur  chacun  des 
axes  coordonnés  est  égale  à  la  somme  des  projections  de 
Ya  et  de  y^  et  de  trois  autres  termes  :  il  suffît  de  comparer 
ces  termes  avec  ceux  qui  figurent  dans  la  projection  de  la 

De  S.-G.  —  Rec.  28 


354  RECUEIL    d'exercices 

vitesse  pour  reconnaître  que  leur  somme  représente  la  pro- 
jection de  la  vitesse  communiquée  par  la  rotation  co  à  un 
point  dont  les  coordonnées  relatives  seraient 

dx  dy  dz 

dt  dt  dt 

Il  résulte  de  ce  théorème  de  Goriolis  que  l'accélération 
relative  est  la  résultante  de  l'accélération  absolue  et  des 
accélérations  ye  et  cp  prises  en  sens  contraires  et  recevant 
alors  les  noms  à! accélération  dHnertie  d^ entraînement 
et  $  accélération  centrifuge  composée.  On  a  l'égalité 
géométrique 

Ce  corollaire  permet  de  déterminer  directement,  par 
rapport  à  un  système  de  comparaison  S,  le  mouvement 
relatif  d'un  point  M,  de  masse  m,  soumis  à  l'action  d'une 
force  connue  F  :  ce  mouvement  est  identique  au  mouve- 
ment absolu  d'un  point  M',  de  masse  m,  dont  la  position 
par  rapport  à  un  système  S'  superposable  à  S,  mais  fixe, 
serait  à  chaque  instant  la  même  que  celle  de  M  dans  S. 
Or,  la  force  F'  capable  de  communiquer  à  M' le  mouve- 
ment que  nous  venons  de  considérer  est  représentée 
par  m^a\  c'est  donc  la  résultante  de  trois  forces,  my, 
—  my^?  —  'wcp  :  la  première  est  la  force  F  qui  agit  réelle- 
ment sur  M;  la  deuxième  F<,  appelée  force  d'inertie 
d' entraînement  y  est  égale  et  opposée  à  la  force  qu'il  fau- 
drait appliquer  à  une  masse  m  pour  lui  faire  conserver, 
dans  la  suite  des  temps,  la  même  position  par  rapport  à  S 
que  M  occupe  à  l'époque  t  ;  la  troisième  F2  est  la  force 
centrifuge  composée,  égale  à  2m(i)(;asin((i),  t^«);  elle  est 
perpendiculaire  à  l'axe  instantané  de  rotation  et  à  la  vi- 
tesse relative,  et  si,  comme  en  Astronomie,  l'observateur 
dirigé  suivant  l'axe  représentatif  de  la  rotation  voit  celle- 
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ci  s'effectuer  de  droite  à  gauche^  le  même  observateur 
verra  F2  dirigée  vers  la  droite  de  ç^^. 

Ainsi,  le  mouvement  relatif  peut  se  déterminer  comme 
un  mouvement  absolu  à  condition  de  joindre  aux  forces 
qui  agissent  sur  le  mobile  les  deux  forces  fictives  ou  appa- 
rentes F|  et  F2.  Si  l'on  prend  pour  S  un  système  d'axes 
rectangulaires  Oxyz,  F  pourra  être  déterminée  par  ses 
composantes  X,  Y,  Z;  les  composantes  X,,  Y<,  Z,  de  F< 
se  détermineront  directement  dans  chaque  cas  particulier  ; 
celles  de  F2  seront,  en  appelant  p,  q^  r  les  composantes 
de  (i>, 

/     dy  dz\ 

dz  dx\ 


2m 


^""^Pdi-'dij' 


2/n 


I    dx  dr\ 


et  l'on  aura  pour  les  équations  du  mouvement  relatif 
d^  T  /    dy  dz  \ 

11  faut  remarquer  que  la  force  centrifuge  composée 
s'annule  dans  trois  cas  :  quand  il  y  a  équilibre  relatif, 
quand  le  mouvement  de  S  est  une  simple  translation  et 
quand  la  vitesse  apparente  est  parallèle  à  l'axe  instan- 
tané. 

Les  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique  s'appliquent 
aux  mouvements  relatifs  à  condition  d'adjoindre  les  deux 
forces  apparentes  aux  forces  réelles.  Dans  le  théorème  des 
forces  vives,  la  force  centrifuge  composée  disparaît,  car 
son  travail  est  nul,  puisqu'elle  est  toujours  perpendiculaire 
à  la  vitesse  relative. 

_  _  ^ 

177.  Equilibre  relatif  du  régulateur  à  boules  de 
Farcot.  —  Cet  appareil  consiste   essentiellement  en  un 
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arbre  vertical  OA  {Jig*  28)  tournant  avec  une  vitesse  uni- 
forme (1),  et  soudé  à  une  tige  horizontale  AC,  à  l'extrémité 
de  laquelle  est  articulée  la  barre  CS  qui  porte  Tune  des 
boules  ;  cette  droite  doit  rester  dans  le  plan  mobile  OAC. 
En  un  point  H  de  la  tige  CS  s'articule  une  autre  tige  HB 

Fig.  a3 


dont  l'extrémité  B  glisse  le  long  de  la  lige  OA  et,  à  l'aide 
de  leviers,  modère  plus  ou  moins  la  force  motrice  suivant 
qu'elle  est  plus  ou  moins  élevée,  c'est-à-dire  suivant  que 
la  tige  CS  fait  un  angle  plus  ou  moins  grand  avec  la 
verticale.  Il  y  a  une  autre  tige,  symétrique  de  CS  par  rap- 
port à  OA,  qui  est  aussi  reliée  à  la  glissière  B.  Soient  a, 
/  les  longueurs  AC,  CS,  8  l'angle  de  CS  avec  la  verticale. 
Admettons  qu'on  puisse  négliger  le  poids  des  tiges  et 
traiter  les  boules  S  comme  des  points  matériels  :  pour  que 
le  système  soit  en  équilibre  relatif,  il  faut  et  il  suffît  que 
le  poids  mg  d'une  boule  S  et  la  force  d'inertie  d'entraîne- 
ment F<  qu'on  doit  lui  supposer  appliquée  se  fassent  équi- 
libre en  tenant  compte  de  ce  que  S  est  assujetti  à  rester 
sur  un  cercle  U  dont  le  centre  est  en  C.  Le  mouvement 
d'entraînement  est  ici  un  mouvement  uniforme  sur   un 
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cercle  dont  l'axe  est  OA;  Fj  est  donc  une  force  cencnfuge 
dirigée  suivant  la  perpendiculaire  PS  abaissée  de  S  sur  OA 
et  égale  à  /nw^PS.  Égalons  à  zéro  la  somme  des  projections 
de  Fj  et  de  mg  sur  la  tangente  à  U;  il  vient,  en  supposant 
S  et  C  de  part  et  d'autre  de  OA, 

ma)*(/sin6  —  a)  cos6  —  m^sinO  =  o, 
ou 

(i)  /cose-— acote—  -^  =/(e)=o. 

La  figure  suppose  6  compris  entre  a  et  tc  —  a,  a  étant 
le  plus  petit  arc  positif  dont  le  sinus  est  y;  pour  ces  va- 
leurs limites,  /(6)  est  négatif  aussi  bien  que  pour  9  =  ; 
d'ailleurs,  la  dérivée 

•^(^)=       sin^e 

3    /^ 

s'annule  quand  0  atteint  la  valeur  ^  dont  le  sinus  est  1/  t  • 
On  trouve  facilement  que  siy(P)  est  positif,  ou  si 


^'-«^>(â) 


l'équation  (i)  a  deux  racines  admissibles,  l'une  entre  a 
et  P,  l'autre  entre  P  et  -  ;  si  l'inégalité  est  renversée,  l'ap- 
pareil ne  peut  plus  être  en  équilibre  relatif  dans  les  condi- 
tions où  il  doit  fonctionner. 

Soit  8<  une  racine  de  l'équation  (i)  :  si  l'on  donne  à  (o 
une  variation  infiniment  petite  Sco,  Isb  valeur  de  0  qui  con- 
vient à  l'équilibre  varie  d'une  quantité  80  déterminée  par 
l'équation  (i) 

(a  — /sinse^w^»"' 
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SO  sera  infinimenl  plus  grand  que  Sto  et,  par  conséquent, 
l'appareil  extrêmement  sensible  si  /  sin^Oi  est  égal  à  a,  et 
6<  à  p.  Je  dis  dans  ce  cas  que  si,  l'appareil  étant  en  équi- 
libre relatif,  on  imagine  une  parabole  ayant  OA  pour  axe 
et  orthogonale  à  CS  en  S,  G  sera  le  centre  de  courbure 
correspondant.  En  effet,  la  sous-normale  relative  au  point 
S  est 

/  cos ôi  —  a  cot  ôi  =  /  cos  ôj  —  /  cos 6i  sin* Ôi  =  /  cos^ 61  ; 

/  étant  égale  à  la  sous-normale  divisée  par  le  cube  du  co- 
sinus de  l'angle  de  la  normale  avec  l'axe  est  précisément  le 
rayon  de  courbure  de  la  parabole. 

178.  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  M,  non 
pesant.,  enfermé  dans  un  tube  rectiligne  qui  tourne 
avec  une  vitesse  constante  autour  d'une  droite  OZ  quHl 
rencontre  à  angle  droit;  le  tube  exerce  une  force  de 
frottement  proportionnelle  à  sa  réaction  normale. 

Nous  allons  chercher  le  mouvement  de  M  par  rapport  à 
troisaxes  dont  l'un,  OX,  n'est  autre  que  l'axe  du  tube,  un 
autre  est  OZ,  et  le  troisième  perpendiculaire  à  OX  et  à  OZ. 
La  force  d'inertie  d'entraînement  mto^oc,  est  dirigée  sui- 

vant  OM5  la  force  centrifuge  composée,  imtù  -r  ^  est  pa- 
rallèle à  OY,  égale  et  opposée  à  la  réaction  normale  du 
tube.  On  peut  supposer  que  (o  soit  positif  et  que  -r.  le  soit 

au  début  du  mouvement;  l'équation  de  ce  mouvement  est 
alors 

(i)  — — -  =  lo^a? — 2f-(o-— . 

^  û^2  -^      dt 

Son  intégrale  est  de  la  forme 
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Les  constantes  A  et  B  se  déterminent  à  l'aide  des  va- 
leurs initiales  a  et  cw  de  a:  et  de  i^y  et,  si  l'on  représente 

y/i  +/^  par  /i,  on  trouve 

X  =    [c-h(/i-i-/)a]e«w'— [c  — (7i--/)a]e-««M  — , 

^  =  j  [(/i  --/)c-h  a]  e«wf -+-[(n  -h/) c  —  a]  e-«wf  j  ^^^z£!îl. 

c  est  supposé  }>  o  ;  s'il  en  est  de  même  pour  a,  M  marche 
toujours  dans  le  même  sens;  c'est  encore  ce  qui  a  lieu  si 
a  <  o  et  (n  — /)c  +  a  >>  o-,  mais,  si  cette  dernière  iné- 
galité est  renversée,  M  s'arrête  pour  une  valeur  négative 
de  X,  puis  revient  sur  ses  pas  et  s'éloigne  indéfiniment  : 
dans  cette  seconde  période,  l'équation  (i)  n'est  plus  appli- 
cable; il  faudrait  y  changer/en  — /. 

179.  Mouvement  d'un  point  pesant  M  renfermé  dans 
un  tube  rectiligne  qui  tourne  ai>ec  une  vitesse  con- 
stante  w  autour  d'un  axe  horizontal;  pression  sur  le 
fMée  (Agrégation,  i85o). 

Cherchons  le  mouvement  de  M  par  rapport  à  un  sys- 
tème d'axes  rectangulaires  mobiles  auxquels  le  tube  soit 
lié  invariablement,  l'axe  des  x  coïncidant  avec  Taxe  de 
rotation,  et  l'axe  des  z  avec  la  perpendiculaire  commune  à 
cette  droite  et  au  tube. 

Soient  a  la  plus  courte  distance  OA  ;  cp  l'angle  du  tube 
avec  OX;  r  la  distance  AM  du  mobile  au  point  où  le  tube 
coupe  OZ;  m  la  masse  de  M.  Si  l'on  commence  à  compter 
le  temps  à  partir  du  moment  où  OA  est  en  sens  contraire 
de  la  pesanteur,  le  poids  du  mobile  aura  pour  compo- 
santes 

X  =  o,    Y  =  —  mgsmîMty     Z  =  —  m^costut. 

Les  composantes  de  la  force  d'inertie  d'entraînement  sont 
Xi  =  o,     Yi  =  mw2y  = /nu)2r  sincp,     Zi=/nau)*; 
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enfin  la  force  centrifuge  composée  sera  parallèle  à  l'axe  des 
z^  égale  k  2m(ù  -r-  sin^ ,  et,  en  supposant  (p  aigu  et  positif, 

dr 
du  même  sens  que  OZ  quand  ;37  <!  o.  On  pourra  décomposer 

Y  et  Y^  en  deux  forces,-  les  unes  suivant  l'axe  du  tube,  les 
autres  perpendiculaires  ;  les  deux  premières  sont  les  seules 
forces  tangentielles  et  ont  pour  somme  (Y  -h  Y|  )  sin<f . 
L'équation  différentielle  du  mouvement  est  donc 

m  -j-^  =  mco'rsin'çp —  mg  sin co ^  sîn «p ; 

c'est  une  équation  linéaire  à  second  membre,  dont  l'inté- 
grale est 

£r  gin  O 

w'(i  4-sin*cp) 

On  détermine  A  et  B  par  les  valeurs  initiales  de  r  et  de  -r-  • 

A-hB=ro,     (A~B)(osincp-h     .^^'""^^    ^  =^  r'^, 

^  '  ^       w(i-4-sin*cp)  ^ 

En  général,  A  est  différent  de  zéro,  et  le  mouvement  finit 
par  avoir  lieu  toujours  dans  le  même  sens  et  avec  une  vi- 
tesse de  plus  en  plus  grande.  Si  A  et  B  étaient  nuls,  ce  qui 
exigerait 

ro=0,      ro=    — r^ T^-r-ry 

w(n-sin*cp) 

le  mouvement  serait  simplement  oscillatoire. 

La  pression  exercée  sur  le  tube  est  égale  à  la  somme 
géométrique  des  composantes,  normales  au  tube,  de  la 
pesanteur  et  des  forces  apparentes  ;  sa  projection  sur  OZ 
est 

9  .  dr   , 

mtsi^a  —  mgcostsit  —  amw  -j-  sm<p  ; 
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sa  projection  sur  le  plan  des  xy,  estimée  suivant  la  direc- 
tion qui  fait  avec  OX  l'angle  <p  -{-  90°,  est 

mtii'^r  sin cp  cos cp  —  mg  sin vi i  cos cp. 

Si  A  est  différent  de  zéro,  ces  projections  augmentent  indé- 
finiment avec  le  temps. 

Il  est  remarquable  que  le  mouvement  relatif  ne  dépende 
point  de  a  ;  la  force  centrifuge  augmente  avec  cette  quan- 
tité, mais  non  pas  sa  projection  sur  Taxe  du  tube.  En  sup- 

posant  cp  =  -,  on  aura  le  cas  d'un  tube  qui  décrit  un  plan 

vertical  en  tournant  autour  d'un  point  du  plan  ;  il  n'y  a  pas 
de  simplification  essentielle  • 

180.  Mouvement  relatif  d'un  point  pesant  assujetti 
à  rester  sur  un  plan  incliné  P  qui  tourne  avec  une  vi- 
tesse constante  o  autour  d'une  verticale. 

Je  prends  pour  axe  des  z  l'axe  de  rotation,  pour  origine 
le  point  O  où  cette  droite  perce  le  plan,  pour  axe  des  x 
l'horizontale  OH  du  plan  ;  l'axe  des  y  sera  horizontal  et 
perpendiculaire  à  ZOH. 

Soient  i  Tinclinaison  constante  du  plan  P  sur  l'horizon, 
N  sa  réaction  comptée  positivement  au-dessus  de  la  sur- 
face, I  la  masse  du  mobile  M;  il  suffit  d'écrire  les  équa- 
tions générales  du  mouvement  relatif 

Si  l'on  remplace  z  par  j^  tangt  et  qu'on  élimine  N  entre 
les  équations  (2),  on  a  une  équation  qui,  avec  (i),  indique 
comment  se  meut  la  projection  horizontale  de  M  : 

/o\  d^y         ...  .    .       •  dx         . 

(3)  —7^  =a>*^cos'i  —  ^sinicosi  —  aw  ^  cos'i. 
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Pour  intégrer  les  équations  simultanées  (i),  (3),  on  pose 


X  =  e'*',    y  =  \e^*-^-  -^  tangi, 


r  et  X  étant  des  constantes  qui  vérifieront  les  équations 

r*=  co*-i-  aroiX,    Xr*=  Xa)*cos*t  —  arcocos'i. 
On  en  tire 

(4)     X= — et     r*  —  (i  —  3  cos'0''*«>*-H  w*cos2i  =  o. 

arto 

Cette  équation  admet  quatre  racines,  deux  à  deux  égales  et 

de  signes  contraires  ;  r^  sera  réel  quand  cos^  i  sera  <[  -;  les 

signes  que  prennent  dans  ce  cas  les  coefficients  de  la 
seconde  équation  (4)  prouvent  que  les  deux  valeurs  de  r^ 
sont  >  o,  et  les  quatre  de  r  réelles.  Les  intégrales  du 
mouvement  ont  la  forme 

^       W=  4  taDgt-^^'""^'(Ae«^--A'g-«0-^-"»' 

En  général,  x^ly  augmentent  indéfiniment,  à  moins  que 
A  et  B  ne  soient  nuls  ;  faisons  dans  les  équations  précé- 
dentes et  leurs  dérivées  A,  B  et  ^  nuls  : 

En  éliminant  A'  et  B'  entre  ces  quatre  équations,  on 
aura  deux  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  don- 
nées initiales  du  problème  pour  que  ce  mouvement  parti- 
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culier  ait  lieu;  le  mobile  tendra  vers  le  point  E  pour 
lequel 

^  =  ^»    ^=  i^^«°g**»  -^  =  5' 

ce  point  serait  d'ailleurs  une  position  d'équilibre  relatif. 

Quand  cos^î>  -»  les  racines  de  l'équation   (4)  sont 

imaginaires,  et  les  intégrales  du  mouvement,  avec  des 
constantes  réelles,  prennent  la  forme 

a?  =  <?a'(Acosp^-4-BsinP0-'-«""°''(A'cosP^-HB'sinp^), 

o-  gOLt  Vf  A.a B3\ 

(6)    ^■^=S'''°e'H--[(A«H-B3-co.^j^jcosp. 

^(B«-Ap-<o.^±^P)sinp.]-^... 

En  général,  A  et  B  ne  sont  pas  nuls,  et,  pour  des  valeurs 
très  grandes  de  t,  les  parties  principales  de  ^  et  ^  sont  de 
la  forme 

X  =  aea'cos(P*-i-  A),    y  —  a'ea'cos(P^-+-  A'); 

elles  définissent  un  mouvement  en  spirale  :  le  rayon 
vecteur  augmente  indéfiniment,   et  l'angle  polaire  croît 

de   air  dans  le  temps  -q-  •  Si  A  et  B  sont  nuls,  le  mobile 

tend  vers  la  même  position  limite  que  dans  le  premier 
cas,  mais  il  n'y  arrive  qu'après  une  infinité  de  circonvo- 
lutions. 

Le  cas  de  cos^i'=  -  se  déduirait  des  formules  (5)  parla 

méthode  que  d'Alembert  applique  à  l'intégrale  d'une  équa- 
tion linéaire  dans  le  cas  où  l'équation  caractéristique  a  des 
racines  égales.  On  peut  aussi  faire  tendre  dans  les  for- 
mules (6)  P  vers  zéro,  cos  jî  t  vers  i ,  sin  ^  ^  vers  jî  ^,  et  poser 
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Bp  =  C,  B'P  =  C  ;  on  trouve  à  la  limite,  a  étant  —  > 

r  =  4  tangi- ^-  La  +  G  -  ^  (Aa  ~  C)h-  G  JIzl!^  A  î^ 
•^        0)'        °         |_  a*  a  J  20) 

+  fc'- A'a+ ^*  (A'a-+- G')--G' ?îî:^\] 


.-a/ 


2b) 


Le  rayon  vecteur  augmente,  en  général,  indéfiniment, 
mais  sa  direction  tend  vers  une  limite  déterminée. 

Le  cas  où  i=  -y  c'est-à-dire  où  le  plan  contient  l'axe 

2  ^ 

de  rotation,  doit  se  traiter  à  l'aide  des  équations  (i)  et  (  2); 
comme  y  et  ses  dérivées  sont  évidemment  nulles,  elles  se 
réduisent  au  système  très  simple 

d^x         .        _,  dx      d^z 

Les  intégrales  sont,  en  tenant  compte  des  circonstances 
initiales, 

(ûXo-^x'f.     ,  ,      wrro  —  x'q      _,                          f  .       i       « 
X  =  — ^  e^^-\ ?  e-w*      z  =  ZQ-\-zLt gt^, 

20)  20)  "  "  2  ° 

La  trajectoire  relative  a  une  branche  infinie  dont  la 
tangente  tend  vers  l'horizontalité,  mais  elle  n'a  pas  d'asym- 
ptote. 

181.  Un  point  matériel  libre  M  est  attiré  vers  un 
point  O  d'un  plan  horizontal  par  une  force  fonction  de 
la  distance  F  =  (f(r);  Use  meut  de  manière  à  se  trouver 
constamment  sur  une  spirale  logarithmique  S  gui 
aurait  son  pâle  en  O  et  tournerait  autour  de  ce  point 
avec  une  vitesse  constante  o.  Déterminer  la  loi  de  la 
force  F  et  la  nature  de  la  trajectoire.        (Paris,  1874-) 
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Il  est  naturel  de  traiter  ce  problème  comme  une  ques- 
tion de  mouvement  relatif,  bien  qu'il  soit  possible  et  même 
plus  court  d'employer  d'autres  considérations.  Si  nous  ima- 
ginons un  plan  horizontal  qui  tourne  autour  de  O  avec  la 
vitesse  w,  nous  savons  que  la  trajectoire  relative  est  la  spi- 
rale 

L'axe  polaire  est  le  rajon  vecteur  initial  OA,  dont  la  Ion- 

gueur  est  a  ;  et  [ji,  <;  -1  désigne  l'angle  sous  lequel  la  courbe 

coupe  ses  rajons  vecteurs.  Supposons  que  la  rotation  w  ait 
lieu  dans  le  sens  où  croît  8  et  que  la  masse  de  M  soit  l'unité  ; 
les  forces  apparentes  sont  iù^ r^  dirigée  suivant    OM,  et 

liù  -Tf  perpendiculaire  à  la  tangente,  de  manière  à  faire 
avec  OM  l'angle  ^ [jl.  Écrivons  les  composantes  de  l'ac- 

Ma 

célération  suivant  OM  et  suivant  sa  perpendiculaire  : 

\    d     ^  d^  ds 

^    ^  r  dl       dt  ^  dt' 

mais  ds  cos[jl=  rf/*,  et  (2)  donne 

d.r^-j^=-^^rdr,     r^  (^^-  +  cj  =  c; 

c'est  l'équation  des  aires  par  rapport  à  des  axes  fixes.  Si 
Ton  j  remplace  r  rfO  par  tang[jL  dr^  on  en  déduit 


(3) 


dr  ,  dr       fc  \ 


d^r  /  ^  ■         \  dr       cot^  fJ.  /    „   ,,       c 


r  /  c  •         \  dr       cot2  m  / 


2 


co2r2 
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L'équation  (i)  donne,  en  tenant  compte  de  ce  qui  pré- 
cède, 

c*        I 
=   -r— . r  —  CO'  r  COt*  UL. 

sm*  (JL  r» 

L'action  du  point  O  se  compose  d'une  attraction  en  rai- 
son inverse  du  cube  de  la  distance  et  d'une  répulsion  pro- 
portionnelle à  cette  distance. 

La  loi  du  mouvement  s'obtient  en  intégrant  la  seconde 
équation  (3),  où  les  variables  se  séparent  : 

_  c  —  a'  a> 

2  (0  ï  cot  u.  =  L —  • 

'  c  —  r^(x> 

Pour  avoir  la  trajectoire  absolue,  en  y  représentant  par 
çp  l'angle  polaire,  écrivons 


d'où 


(jit  =z  ff  —  0  =  (p  —  tang {jlL  -  > 


(4)    2(pcot{Ji  — L— =L- — -j-,     rî 


La  seconde  équation  (3)  montre  que,  si  h  est  la  valeur 

dr 
initiale  de  -y-  ? 
dt 

c  =^  ah  tang  [jl  -4-  a^w. 

Quand  c]>a2(»)ouA>o,<p  peut  varier,  dans  la  courbe  (4) , 

de  —  00  à  +  00,  r  croissant  alors  de  zéro  à  1/  -  5  A  étant  >  o , 

le  mobile  s'éloigne  de  son  point  de  départ  A  pour  tourner 
indéfiniment  dans  un  cercle  dont  il  s'approche  de  plus  en 
plus. 
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Quand  c  est  compris  entre  zéro  et  à^iù,  <f  ne  peut  varier 
que  de  la  valeur  négative  qui  annule  le  dénominateur  (4) 

jusqu'à  +00;  r  décroît  de  00  jusqu'à  4 /-;  la  courbe  est 

asympto tique  à  un  cercle  et  à  une  droite  qui  passe  par  le 
pôle  ;  mais  c'est  du  côté  du  cercle  que  le  mobile  se  diri- 
gera. 

Enfin,  quand  c<;o,  <p  peut  varier  de  — 00  jusqu'à  la 
valeur  positive  qui  annule  le  dénominateur,  r  allant  de  zéro 
à  l'infini  ;  mais  le  mobile  ne  décrit  que  la  portion  de  courbe 
qui  se  rapproche  du  pôle. 

Pour  c  =  d,  la  trajectoire  est  une  droite,  et  pour  c  =  a^  (o 
c'est  un  cercle;  mais,  malgré  la  variété  des  cas  examinés, 
nous  n'avons  pas  le  mouvement  le  plus  général  que  puisse 
produire  la  force  f(r)  dans  toutes  les  circonstances. 

182.  Un  trièdre  trirectangle  OXYZ  tourne  avec  une 
vitesse  constante  w  autour  de  son  arête  OZ  qui  est  ver- 
ticale, entraînant  avec  lui  un  plan  P  qui  passe  oon- 
stamment  par  OY  et  fait  avec  OXY  un  angle  cl  dont  la 

tangente  est  i/—  Deux  points  pesants,  A,  B,  de  masse 

I ,  assujettis  à  rester,  le  premier  sur  OX,  Vautre  sur  le 
plan  P,  s^ attirent  avec  une  force  égale  à  aco^AB  :  il  n'y 
a  pas  de  résistances  passives.  Mouvement  des  points  A, 
B  par  rapport  au  trièdre  :  conditions  pour  que  la  tra- 
jectoire relative  de  B  soit  une  parabole.  (Agrégation, 
1882.) 

Les  forces  d'inertie  d'entraînement  sont  des  forces  cen- 
trifuges, perpendiculaires  sur  OZ  et,  comme  les  axes  de 
comparaison  tournent  toujours  autour  de  OZ,  les  expres- 
sions des  composantes  de  la  force  centrifuge  composée 
sont  très  simples.  Si  Ton  désigne  par  u  l'abscisse  de  A,  par 
x,  y^  z  les  coordonnées  de  B,  on  a  immédiatement  les 
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équations  du  mouvement  relatif  sous  la  forme 


dt* 


2(0'(a7 —  m)-h  w'm, 


ffi  j^  dv 

~-j--  =  2w*(a  —  x)  -^  tii^x  -H  2W-7-  —  N  sina, 

at^  ut 

d^  V  dx 

^^^  «  TVT 

--j-^  =  —  ^  —  ibi^z-hri  cos a. 

En  ajoutant  la  seconde  à  la  quatrième  multipliée  par 
tanga,  on  forme  une  équation  qui  ne  renferme  plus  N;  il 

suffit  d'y  remplacer  z  par  x  tanga,  tangapar  4 /-et  ^  tanga 

par  h,  pour  avoir,  après  de  simples  réductions,  les  équa- 
tion du  mouvement  relatif 


(l)  -j-r-    =  2(0*07  W*M, 

/   X  *  ^  d^x       ,    ,  .    ,  ,     dy         , 

(2)  ^'dt^  ^  ioi^u—  8a)2iPH-4a)-^  —ih, 

(3)  ^Z==_^,^_,^_. 

Pour  intégrer  ces  équations,  je  commence  par  éliminer, 
à  l'aide  de  différentiations,  y  entre  (2)  et  (3),  puis  x  entre 
l'équation  résultante  et  l'équation  (i);  on  trouve 

f,d^u  d^u  ,  d^u        .  ,     . 

5^^.^6a>^--^---2ico^^-+4W=o. 

On  obtient  sans  aucune  difficulté  l'intégrale  de  cette 
équation  : 

a  —  G  cos  «0  ï  H- G' sin  (0  ^ 

-f  Ecosoj^i/  -r-+E'sinw^4 /— -H-2Ff-+-2F' 


^  /21  Al 


21 
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L'équation  (i)  nous  donne  alors  la  valeur  de  x 


8  „  hi 

a:  =  --Ecos<of  »/— 

(5)       l  V 

y  5      21 


5  V       5  21  2Ito2 


Enfin,  si  j'élimine  -^  entre  l'équation  (3)  et  la  dérivée 
de  l'équation  (2),  je  trouve 

et  je  puis  former  l'expression  de  y 


(G) 


y  =  C'costDt-—  G  sintof -H  ^'4 /^costo^é /^ 

i?i  Ai    •       .4  A»        4^^        2F 
y     5  V    5        ^ï^         ^ 


Les  constantes  introduites  par  l'intégration  se  détermi- 
nent à  l'aide  des  valeurs  initiales  de  x,  y^  u  et  de  leurs 
dérivées  premières^  mais,  quelles  que  soient  ces  constantes, 
il  est  bien  remarquable  que  les  valeurs  absolues  de  x,  r,  u 
augmentent  toujours  indéfiniment.  Dans  le  cas  général,  le 
mouvement  de  la  projection  de  B  résulte  de  trois  autres  : 

1°  Un  mouvement  sur  une  parabole  du  second  degré; 


QlTZ 


a°  Un  mouvement  oscillatoire,  dont  la  période  est 
sur  une  parallèle  à  OX; 

3®  Un  mouvement  elliptique  dont  la  période  estl/ "-* 

Pour  que  le  mouvement  de  B  soit  simplement  parabo- 
lique, il  faut  que  les  constantes  C,  G',  E,  E'  s'annulent; 

De  S.-G.  -«  Rec,  24 


370  RECUEIL    d'exercices 

les  intégrales  (4),  (5),  (6)  deviennent 

(7)  1/= haFf-haF', 

(8)  a?  = hF^-4-F' -,      Y=- 

•IV  aïoj*       *^         2ia>         a> 

Si,  dans  les  équations  (7)  et  (8)  et  leurs  dérivées  re- 
latives au  temps,  on  fait  ^  =  o,  iJ  vient 

(9)  {  ,. 

Pour  que  ces  équations,  ne  renfermant  que  deux  arbi- 
traires F  et  F',  soient  compatibles,  il  doit  exister  quatre 
relations  entre  les  données  initiales  : 


Mo=  2^0-5- 


4A           ,            ,                           ,        âh 
M   =2a7o=  — coj/'o,     7o= 


2ia>* 


Si  l'on  élimine  t  entre  les  équations  (8)  et  si  l'on  rem- 
place F,  F'  par  les  valeurs  tirées  des  deux  premières  équa- 
tions (9),  on  trouve  pour  l'équation  de  la  parabole  décrite 
par  la  projection  de  B 

l'axe  de  cette  parabole  est  toujours  OX  et  son  paramètre 
est  le  même  dans  tous  les  cas. 

On  pourrait  intégrer  les  équations  (i),  (2),  (3)  en  for- 
mant une  série  de  combinaisons  intégrables,  ou  en  négli- 
geant d'abord  a  A,  cherchant  des  intégrales  particulières  de 
la  forme 

et  faisant  varier  les  constantes  pour  tenir  compte  de  2 A; 
on  trouve  pour  déterminer  r  une  équation  qui  a  deux  ra- 
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cînes  nulles  et,  au  point  de  vue  de  l'Analyse,  je  recommande 
ce  calcul  au  Lecteur. 

183.  Mouvement  apparent  d^un  point  pesant  à  la 
surface  de  la  Terre. 

Dans  les  questions  d'équilibre  ou  de  mouvement  relatif 
des  corps  naturels  à  la  surface  de  la  Terre,  on  peut  ne  pas 
s'inquiéter  du  mouvement  de  translation  autour  du  Soleil; 
d'autre  part,  l'attraction  terrestre  et  la  force  d'inertie  d'en- 
traînement correspondant  au  mouvement  diurne  se  com- 
posent en  une  seule  force,  le  poids  du  corps;  si  donc 
on  tient  compte  de  la  pesanteur,  on  n'aura  plus  qu'une 
force  apparente  à  introduire,  la  force  centrifuge  com- 
posée. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  à  la  méridienne 
dirigée  vers  le  sud,  pour  axe  desj^  la  tangente  au  parallèle 
menée  du  côté  de  l'est,  pour  axe  des  z  la  verticale  ascen- 
dante; l'axe  (0  de  la  rotation  diurne  est  dirigé  vers  le  nord 

et  égal  à  ■  =  0,0000729;  ses  composantes  suivant  les 

axes  coordonnées  sont,  X  désignant  la  latitude  boréale  de 
l'origine  A, 

jo  = — wcosX,     ^=0,     r  =  a>sinX. 

Les  équations  du  mouvement  relatif  d'un  point  de- 
viennent 

d'^x      _.  '   ^  dy 

m—j-r  =  X-t-amco  sinÀ  -j- ? 
dt^  dt 

I       d>Y       V  (  .    ^  dx  ^  dz\ 

d'^z  „  ^dy 

dt^  dt 

Cherchons  le  mouvement  d'un  point  libre  soumis  à  la 
seule  action  de  la  pesanteur  :  soient  a.  6,  c  les  composantes 
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de  sa  vitesse  inîlîale  :  les  équations  (i),  dans  lesquelles  on 
supposera  X,  Y,  Z  nulles,  admettent  pour  intégrales  pre- 
mières 

dx 
( %)  —  =  a-h  2a)jKsiDX, 


(3) 


-j-  =  6  —  2a)(a7  sin  X  -f-  ^  cosX), 


(4)  ^-  =^c~  gt-\-%i3iycQ^\, 

Les  résultats  obtenus  en  intégrant  ces  équations  par 
approximations  successives  sont  trop  connus  pour  que  je 
les  reprenne  :  je  vais  seulement  interpréter  géométrique- 
ment les  intégrales  rigoureuses.  Posons 


X 


sin  X  -h  «  cos  X  =  5,     2  sin  X  —  x  cos  X  =  Ç  ; 


Ç,  y  et  Ç  sont  les  coordonnées  du  mobile  M  quand  on 
prend  pour  axes  :  1°  la  projection  de  Kx  sur  un  plan  pa- 
rallèle à  Téquateur,  2°  Aj^j  3**  la  parallèle  à  l'axe  du  monde 
menée  par  A  vers  le  pôle  nord.  On  ajoutera  membre  à 
membre  les  équations  (2)  et  (4),  après  les  avoir  multipliées 
par  sinX  et  cosX  ou  par  —  cosX  et  sinX,  et  on  aura,  pour 
déterminer  le  mouvement, 

Les  intégrales  sont,  en  supposant  Ç,  y^  2^  nuls  pour  ^=0, 

^       \2a>  4w*    /^  '       itii  ^ 

s't  cosl  —  a        /  b         ^cosX\    .  a 

y  = h ^ — r—    sin2a)^  H C0S2a)^ 

"^  20)  \2a>  /i(si^    I  2a>  ' 

X^  —  ^t ^^*sinX. 
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Les  parties  non  périodiques  de  Ç,  y,  Ç  correspondraient 
à  un  mouvement  parabolique,  les  parties  périodiques  à  un 
mouvement  circulaire  :  on  peut  donc  dire  que  M  parcourt 
d'un  mouvement  uniforme  un  cercle  parallèle  àTéquateur, 
tandis  que  le  centre  de  ce  cercle  décrit  une  parabole  située 
dans  un  plan  parallèle  à  Taxe  du  monde  et  à  la  ligne  est- 
ouest.  La  projection  de  M  sur  j'équateur  décrit  une  cjcloïde 
raccourcie  ou  allongée  suivant  que  l'on  a 

Les  résultats  précédents  ne  s'appliquent  point,  dans  la 
pratique,  à  des  mouvements  d'une  grande  étendue,  car, 
dans  ce  cas,  on  ne  peut  plus  regarder  la  pesanteur  comme 
constante  en  grandeur  et  en  direction.  Si  la  Terre  agissait 
comme  une  sphère  formée  de  couches  concentriques  et 
homogènes,  le  mouvement  absolu  d'un  point  au-dessus  de 
la  surface  terrestre  serait  analogue  à  celui  d'une  planète  et 
le  mouvement  relatif  qu'on  en  déduirait  aisément  s'écar- 
terait bien  vite  de  celui  que  nous  avons  décrit. 

184.  Pour  un  point  qui  pénètre  à  l'intérieur  du  globe, 
dans  un  puits,  par  exemple,  le  mouvement  relatif  peut 
s'obtenir  aisément  si  l'on  regarde  la  Terre  comme  un  ellip- 
soïde homogène.  Menons  par  le  centre  de  la  Terre  des  axes 
parallèles  à  AÇ,  A^%  AÇ,  et  soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées 
de  M  par  rapport  à  ces  axes.  Les  composantes  de  l'attrac- 
tion de  l'ellipsoïde  sur  un  point  intérieur  sont,  on  le  sait, 
de  la  forme  — /?^X,  — />'Y,  — q^7à  et  les  équations  du 
mouvement  relatif  sont 
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L'intégrale  de  la  dernière  est  bien  connue  et  on  peut 
élégamment  intégrer  les  deux  premières  en  les  ajoutant 
après  avoir  multiplié  tous  les  termes  de  la  seconde  par  /, 
ce  qui  donne 

— ^-,- -'  -4-  20)1 ^^ -'  -+-  (/>î—  a>«)(X  -+-  A)  =  o, 

équation  linéaire  dont  on  sait  former  l'intégrale  :  les  con- 
stantes arbitraires  sont  déterminées  par  les  circonstances 
initiales  et  l'on  n'a  qu'à  séparer  les  parties  réelles  et  les 
imaginaires  pour  avoir  X  et  Y.  Dans  le  cas  simple  où  M 
part  sans  vitesse  du  point  A  dont  les  coordonnées  sont  Xq, 
o,  Zo,  on  trouve 

X  =  —  [(/;  -h  a))cos(/)  —  a>)f -4-(/>  —  oj)cos(/>  H-  o))^], 
ip 

Y  =  -i[(/>-Ha))  sin(/?  — cD)f  —  (jo  — a>)  sin  (/? -H  w)/], 
ip 

Z  =  Zocos^^. 

On  aura  immédiatement  les  coordonnées  Ç,  y  et  Ç,  qui 
ne  sont  autres  que  X  —  Xo,  Y,  Z — Zo,  et  si  on  les  déve- 
loppe suivant  les  puissances  de  t^  on  trouve 


(5) 


j  s.-£l=i-x.(,.-tL!ilV....), 

|^=^^x.(„,.+...),  t_-;,.z.(,.-^i'+...). 


Mais  — (/?2 — a)2)X.o  et  — ç'^Zq  sont  précisément  les 
composantes  du  poids  en  A,  et  l'on  a 

Si  l'on  remplace  p^  et  q^  par  leurs  valeurs  dans  les 
équations  (5),  on  aura  5,  j'  et  Ç  en  fonction  de  quantités 
connues  et  on  pourra  revenir  aux  coordonnées  x^  jk,   Zy 
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pour  lesquelles  on  trouvera 

4X0  4^0   /       «2 

y  =  -guit^  cosX  H-. . ., 


^=—   -^<«+       W«-f-    S_^r^ h    2— £!--    -h 


La  valeur  de  x  peut  se  simplifier  :  si  l'on  désigne  par  R 
et  e  le  demi  grand  axe  et  l'excentricité  de  la  méridienne 
terrestre,  on  trouve,  en  partant  de  l'équalion  delà  normale 
à  l'ellipse, 

cosX        sinX  e^  j r-rr 

Xo  /o  R(i  — e*)*^ 

^^  difiere  peu  de  aw^  et  la  valeur  de  x  devient 

a?  =  — 7  jç' a>2  i*  sin  2  X  ^- . . . . 
a4 

Pour  une  hauteur  de  chute  A  on  a  une  déviation 
orientale 


= I"  VI 


cosX, 

y   & 
et  une  déviation  australe 

a=  — — sin2A. 

f 
Les  expériences  de  Reich,  qui  ont  donné,  pour  un  corps 

tombant  librement,  une  déviation  orientale  moyenne  très 

voisine  des,  ont  accusé  une  déviation  australe  un  peu  plus 

grande,  tandis  que  o-  est  alors  insensible^  M.   Gilbert  a 

appelé  l'attention   sur  cette   anomalie    et   sur   les   écarts 

énormes  que  présentent  les  résultats  obtenus  par  Rcich.  Il 

faut  bien  remarquer  que  l'écart  entre  l'extrémité  B  du  fil 
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à  plomb  suspendu  en  A  et  le  point  de  chute  C  d'un  mobile 
partant  de  A  doit  êire  ^  t.  J'ai  examiné  la  question  dans 
les  Nouvelles  Annales  (i883),  mais  on  peut  en  rendre 
compte  en  quelques  mots  :  prenons  sur  la  normale  en  A 
une  longueur  AH  =  A;  au  point  H,  la  direction  de  la  pe- 
santeur n'est  plus  AH  comme  en  A,  mais  elle  s'est  rap- 
prochée  de   l'équateur   d'un    angle   sensiblement  égal  à 

AOH;  la  mesure  de  l'angle  OAH  est  environ  -e^  s\ni\  et, 

en  prenant  les  arcs  pour  les  sinus,  on  a 

h  he^  h 

AOH  =  =r  OAH  =  — —  sin  2  X  =  -  to'  sin  2  A  ; 
R  2K  g 

AB  prend  la  direction  de  la  pesanteur  en  H  ou  en  B,  et  le 

point  B  vient  à  une  distance sinaX  au  nord  de  H  et 

BG  est  égal  à  70",  mais  c'est  encore  incomparablement 
moindre  que  la  déviation  observée  par  Reich  et  de  nou- 
velles expériences  seraient  désirables. 


EXERCICES. 

\.  Déterminer,  en  se  fondant  sur  le  théorème  de  Goriolis,  les 
•  composantes,  suivant  le  rayon  vecteur  et  sa  perpendiculaire,  de 
l'accélération  d'un  point  qui  se  meut  dans  un  plan. 

2.  Montrer  que  la  suraccélération  d'un  point  animé  de  deux 
mouvements  est  la  résultante  des  cinq  grandeurs  suivantes  : 

i**  La  suraccélération  relative; 

2®  Celle  d'entraînement; 

3°  3a>*PaSin(a>,  Va)i  située  dans  un  plan  parallèle  à  Taxe  de  la 
rotation  instantanée  d'entraînement  a>  et  à  la  vitesse  relative  Pa> 
mais  orthogonale  à  p^î 

4°  3(^^7(1)  sin(Yù)>  ^a)  perpendiculaire  sur  p^,  et  sur  raccélération 
angulaire  Y^oî 

5°  3ojYasin(a),  y^)  perpendiculaire  sur  u)  et  sur  Ya»  (Resal.) 

On  pourra  employer  la  méthode  de  M.  Gilbert,  rappelée  n*  176 
et  on  invoquera  le  théorème  de  Rivais  sur  les  accélérations  dans 
un  solide. 
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3.  Soient  AA'  une  horizontale  qui  tourne  avec  une  vitesse  con- 
stante CD  autour  d'une  verticale  fixe  OZ;  déterminer  les  positions 
d'équilibre  relatif  d'une  barre  pesante  et  homogène  dont  les  extré- 
mités P,  Q  sont  assujetties  à  rester,  l'une  sur  OZ,  l'autre  sur  A  A'. 

(Gaen,   1881.) 
Soient  :   i  la  masse  de  la  barre,  ic  sa  longueur,  6  son  angle 

avec  OZ,  cp  l'angle  de  sa  projection  horizontale  avec  AA',  2 a  la 

plus  courte  distance  de  AA'  à  OZ. 
Les  forces  d'inertie  d'entraînement  ont  une  résultante  to^csinO 

dont  le  point  d'application  est  aux  —  de  PQ.  On  écrit  les  six  équa- 

tions  d'équilibre  avec  les  réactions  et  on  trouve  deux  solutions  : 

I*    9  =  -,     sinO  =  -: 
*        2  c 

20     cos8=:-^-,      si  -^  <^^c2—aK 

4.  Mouvement  relatif  de  la  barre  considérée  à  l'exercice  pré- 
cédent, en  supposant  que  A  A'  rencontre  OZ.  (Bordeaux,  1880.) 


^0* 


—  e'o*  =  (cosÔ  —  coseo)r~  —  a>2(cosÔ  -4-  cosGo)   . 


On  remarquera  le  cas  où  PQ  s'écarte  peu  d'une  position  d'équi- 
libre. 

5.  Mouvement  d'un  point  pesant  enfermé  dans  un  tube  circulaire 
tournant  avec  une  vitesse  constante  (o  autour  d'un  de  ses  dia- 
mètres, qui  est  vertical  :  discussion  complète  en  supposant  que  le 
point  soit  d'abord  immobile  par  rapport  au  tube. 

Dans  le  cas  particulier,  6  mesurant  l'écart  avec  la  verticale  des- 
cendante, 

-7-  =  a)'(cos6  —  cosa)(  — «-ït  —  cosa  —  cosG  ), 
df^  ^  ^\w2R  ]' 

f\  or 

si   — %r  —  cosa  =  k  est  >  i,  6  varie  de  a  à  —  a;  pour  À-  =  i,  9 

arrive  à  zéro  après  un  temps  infini;  si  X:  <  i,  le  mobile  oscille  de 
part  et  d'autre  de  la  position  d'équilibre  sans  atteindre  la  verticale 
du  centre. 

6.  Mouvement  d'un  point  M  posé  sur  un  plan  horizontal  par- 


1 
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faitement  poli  et  attaché  par  une  tige  de  masse  négligeable  à  un 
point  A  qui  parcourt  uniformément  une  circonférence  située  dans 
le  plan  donné.  Cas  où  le  rayon  est  égal  à  AM  et  le  point  M,  à 
Tinstant  initial,  est  en  repos  absolu  sur  le  prolongement  du  rayon 
OA.  (Gaen,  1879.) 

On  peut  chercher  le  mouvement  relatif  à  des  axes  de  direction 
constante  passant  par  A;  si  AM  =  a  fait  J'angle  6  avec  OAo, 
on  a 

d-jT  ~  R*«>*sin(a)^  —  6); 
on  pose,  pour  intégrer, 

Si  R  =  a  et  Po=  a((o-i-  O'^)  —  o,  -—■  =  2wcos-  Oj. 

7.  Mouvement  d'une  bille  pesante  enfermée  dans  un  tube  droit 
qui  tourne  autour  d'un  de  ses  points  dans  un  plan  vertical;  il  y  a 
frottement  et  résistance  de  l'air  proportionnelle  à  la  vitesse. 
(Lille,  i885.) 

(Pr  «  .  dr  ^    dr 

-^  =^cosco«  +  coV-2A-2-  -^f^^y 

dr  .  . 

tant  que  ;!-  >o;  l'équation  ne  conviendra  pas  toujours. 

8.  Mouvement  d'un  point  non  pesant  sur  une  parabole  qui 
tourne  uniformément  autour  de  son  axe  et  dont  le  foyer  attire  le 
mobile  proportionnellement  à  la  distance.  (Besançon,  1884.) 

9.  Mouvement  d'un  point  M  non  pesant  enfermé  dans  un  tube 
droit  horizontal  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal  uniforme  autour 
d'une  verticale  OZ  qui  attire  M  proportionnellement  à  la  distance. 
(Grenoble,  i885.) 

10.  Une  bille  pesante  M  est  enfermée  dans  un  tube  rectiligne 
OA  qui  peut  tourner  autour  d'une  verticale  OV  avec  laquelle  il 
fait  un  angle  constant  6;  comment  doit  varier  la  vitesse  to  avec 
laquelle  tourne  le  plan  AOVpour  que  OM  soit  de  la  forme  /c(^-f-a)'i 
k  Ql  OL  étant  constantes?  Quel  serait  le  mouvement  de  M  si  les 
conditions  initiales  étaient  quelconques?  (Agrégation,  1879.) 
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OM  doit  satisfaire  à  l'équation 
(i)  -^ -- — w'rsin^O  —  ^cosO  =  o; 

11  '   •/<•  L/.  \«      •      •  2/'-—  £'cos6  . 

elle  est  vérifiée  par  r  =  A-(f  -i-  a)*  si  w»  =  -^ — .   ^^,^ -•  Aprtu 

^  ^  A:sin20(ï  -1-  a)^        * 

avoir  remplacé    co*  par  cette  valeur  dans  (i),  on  posera,  pour  in- 
tégrer dans  le  cas  général,  r  =  X:(^  -f-  a)*  -h  p,  d'où 

•         Il»',-           /             X       2/r— ^cosÔ 
m^m   racines  de  1  équation  m  (m  —  i)  =  g • 

41.  Un  plan  P  tourne  avec  une  vitesse  constante  w  autour  d'un 
axe  OZ  qu'il  rencontre  en  O  et  avec  lequel  il  fait  un  angle  a  dont 

le   sinus  est  -;  déterminer,  dans  le  plan  P,  le  mouvement  d'un 

point  M  non  pesant,  attiré  vers  O  par  une  force  mw^OM.  (Caen, 
i885). 

On  peut  prendre  des  axes  analogues  à  ceux  du  n**  180,  ou 
prendre  pour  axes  la  projection  Oa?  de  OZ  sur  P,  Oy  perpen- 
diculaire à  Ox  dans  le  plan  et  Oz  perpendiculaire  au  plan  : 
alors 

p  =^  {3i  sin  a,     q  =iOy     r  =  ta  cos  a 

et  l'on  trouve 


8    ^  d^y       1     dx 


d^x       a     dy 

"dt^  '"Z^dî    '    9  '      dt^     '    Z^  dt 


on  intègre  d'abord  la  seconde  équation  une  fois  et  l'on  calcule  x, 

12.  Montrer  qu'un  point  pesant  lancé  suivant  la  verticale  ascen- 
dante et  montant  à  une  hauteur  h  éprouve  vers  l'ouest  une  dévia- 
tion quadruple  de  la  déviation  orientale  qu'il  aurait  en  tombant 
d'une  hauteur  h, 

13.  Déterminer,  en  tenant  compte  de  la  rotation  de  la  Terre,  le 
mouvement  relatif  d'un  point  placé  sur  un  plan  horizontal  par- 
faitement poli  et  lancé  avec  une  vitesse  Vq,  (Bouuget.) 
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Le  point  parcourt  uniformément  un  cercle  de  rayon 


loj  sin  A 


14.  Montrer  que,  si  Ton  tient  compte  de  la  rotation  diurne,  le 
pendule  sphérique  ne  peut  jamais  décrire  un  cercle  horizontal. 

L'équation  des  forces  vives  montre  que  la  vitesse  serait  Tcon- 
stante  :  a:  et  y  seraient  de  la  forme  pcosfi^,  psinfx^;  si  on  les 
substitue  dans  les  équations  du  mouvement,  avec  dz  =  o,  les  deux 
premières  donnent  pour  la  réaction  de  la  sphère  une  valeur  con- 
stante, la  troisième  une  valeur  variable. 


I 
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MOUVEMENT  DES  SYSTÈMES  MATÉRIELS. 


185.  Pour  connaître  le  mouvement  que  doit  prendre, 
sous  l'action  de  forces  données,  un  système  de  points  ma- 
tériels assujettis  à  des  liaisons  plus  ou  moins  nombreuses, 
il  suffirait  de  déterminer  le  mouvement  de  chacun  des 
points  en  adjoignant  aux  forces  données  celles  qui  repré- 
senteraient l'effet  des  liaisons  ;  on  aurait  toujours  autant 
d'équations  que  d'inconnues.  Mais  souvent  un  petit 
nombre  de  données  suffisent  pour  déterminer  la  position 
du  système  considéré  et  on  peut  les  obtenir  en  appliquant 
les  théorèmes  généraux,  sur  lesquels  je  vais  seulement 
donner  quelques  explications  :  il  s'agit,  dans  chaque  cas, 
de  choisir  les  variables  propres  à  déterminer  le  plus  sim- 
plement la  position  du  système  mobile  et  les  théorèmes 
généraux  dont  l'application  n'introduira  pas  d'inconnues 
inutiles. 

Je  signalerai  d'abord  le  principe  de  d'Alembert  qui  ra- 
mène la  Dynamique  à  la  Statique  :  il  conduit  directement 
à  deux  théorèmes  d'une  grande  importance  sur  les  quan- 
tités de  mouvement  :  je  rappelle  que  la  quantité  de  mou- 
vement d'un  point  est  une  grandeur  géométrique  suscep- 
tible d'être  représentée  par  un  segment  de  droite  égal 
à  mv  et  dirigé  suivant  la  vitesse,  en  sorte  que  l'on  peut, 
par  convention,  appliquer  à  ces  quantités  les  définitions 
et  les  opérations  qui  se  rapportent  aux  forces. 

Cela  posé,  la  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  somme 
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des  projections  des  quantités  de  mouvement  sur  un  axe  est 
égale  à  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  ap- 
pliquées au  système  :  la  dérivée  de  la  somme  des  moments 
par  rapport  à  un  axe  est  égale  à  la  somme  des  moments  des 
mêmes  forces.  Ces  théorèmes  fournissent  précisément  six 
équations  distinctes  qui  correspondent  aux  six  équations  de 
l'équilibre.  On  en  a  donné  quelques  interprétations  re- 
marquables :  celle  qui  se  rapporte  au  mouvement  du 
centre  de  gravité  et  au  théorème  des  aires  est  bien  connue  ; 
M.  Resal  en  a  donné  une  autre,  aussi  élégante  qu'avanta- 
geuse. Si  Ton  compose  les  forces  extérieures  comme  des 
forces  appliquées  à  un  solide  invariable,  on  a  une  résul- 
tante de  translation  R  qui  passe  par  un  point  O  et  un 
couple  dont  l'axe  est  une  droite  R;  soient  OP  et  OG  la 
résultante  des  quantités  de  mouvement  transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes  en  O  et  l'axe  du  couple  résultant 
de  cette  translation  comme  s'il  s'agissait  de  forces  :  les  vi- 
tesses des  points  P  et  G  sont  respectivement  représentées, 
en  grandeur  et  en  direction,  par  les  droites  R  et  K.  On 
sait  que  l'axe  OG  est  perpendiculaire  au  plan  du  maxi- 
mum des  aires. 

Vient  ensuite  le  théorème  des  forces  vives  qui  suffit  sou- 
vent pour  déterminer  le  mouvement  du  système  lorsque  ce 
système  est  à  liaisons  complètes,  c'est-à-dire  que  sa  posi- 
tion dans  l'espace  peut  être  définie  par  la  valeur  d'une 
seule  quantité.  Mais  ici  les  forces  intérieures  peuvent  in- 
tervenir :  si  la  distance  de  deux  points  qui  s'attirent  avec 
une  force  F  croît  de  dr,  si  un  glissement  d'étendue  dr  a 
lieu  entre  deux  parties  du  système  en  développant  une 
'  force  de  frottement  F,  il  se  produit  dans  les  deux  cas  un 
travail  égal  à  —  Frfr,  qui  n'existe  plus  s'il  n'y  a  point  de 
frottement  ou  si  la  distance  des  points  qui  s'attirent  ne 
varie  pas. 

Quand  un  solide  tourne  autour  d'un  axe  OZ  avec  une 
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Vitesse  (o,  sa  force  vive  est  égale  au  produit  de  co^  par  le 
moment  d'inertie  autour  de  OZ;  nous  étudierons  plus  loin 
les  moments  d'inertie  :  il  suffira,  dans  ce  Chapitre,  de 
savoir  que,  pour  une  droite  homogène  de  masse  M  et  de  lon- 
gueur ia^  le  moment  d'inertie  autour  d'une  perpendiculaire 

en  son  milieu  est  -M a^  ;  le  moment  d'inertie  d'un  cylindre 

droit  autour  de  son  axe  est  -  MR^  ;  enfin  le  moment  d'inertie 

d'un  corps  quelconque  autour  d'une  droite  OZ  est  égal  au 
moment  autour  de  la  parallèle  à  OZ  menée  par  le  centre 
de  gravité  G  augmenté  du  produit  de  la  masse  du  corps 
par  le  carré  de  la  distance  de  C  à  OZ. 

186.   Généralisation  du  théorème  de  Kœnig, 

D'après  le  théorème  de  Kœnig,  la  force  vive  d'un  sys- 
tème matériel  est  égale  à  la  force  vive  qui  correspond  au 
mouvement  relatif  à  des  axes  de  direction  constante  passant 
par  le  centre  de  gravité  C,  augmentée  de  la  force  vive 
d'une  masse  égale  à  la  masse  totale  M  et  concentrée  au 
point  mobile  G.  M.  Gilbert  a  déterminé  les  points  A  qu'on 
pourrait  substituer  au  point  G,  dans  le  cas  où  .le  système 
mobile  est  un  solide  S.  Soient  x^  y,,  z,  v  les  coordonnées 
et  la  vitesse  absolues  d'un  point  de  masse  m  appartenant 
au  système;  X,  Y,  Z,  V  celles  du  point  A;  x\ y\  z\  v^  les 
coordonnées  et  la  vitesse  de  m  relativement  à  des  axes  me- 
nés par  A  parallèlement  aux  axes  fixes;  a,  p,  y  les  coor- 
données relatives  de  G  :  on  trouve,  en  ayant  égard  aux 
propriétés  du  centre  de  gravité, 

Pour  que  le  théorème  de  Kœnig  s'étende  au  point  A,  il 
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faut  et  il  suffit  que  la  dernière  parenthèse  .  s'annule  ou 
que  V  soit  perpendiculaire  à  la  vitesse  relative  u  de  C. 
Soient  OM  Taxe  du  mouvement  hélicoïdal  de  S  ou  axe 
de  Mozzi,  AP  la  parallèle  menée  par  A  :  u  est  normale 
au  plan  APC;  ce  plan  doit  donc  contenir  V;  or  V  est  la 
résultante  d'une  vitesse  de  glissement  parallèle  à  AP  et 
d'une  vitesse  normale  au  plan  OMAP;  la  première  com- 
posante étant  dans  le  plan  APC,  la  seconde  doit  j  être 
également  :  donc  les  plans  APC  et  APOM  doivent  être  per- 
pendiculaires. Le  lieu  du  point  A  est  un  cylindre  droit 
ayant  pour  génératrices  opposées  l'axe  de  Mozzi  et  la  pa- 
rallèle menée  par  le  centre  A^  gravité. 

Le  calcul  conduit  au  même  résultat.  Soient  jd,  q,  r  les 
composantes  de  la  rotation  instantanée  de  S,  a,  è,  c  celles 
de  la  vitesse  absolue  de  C  :  les  composantes  de  u  seront 
q^  —  r^,  roL  —  P^t P^  —  ^ot,  et  celles  de  V, 

La  condition  pour  que  le  théorème  de  Kœnig  s'applique 
au  point  A  est  donc 

(I)  2(^Y-rp)(a-^Y-^-''P)  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  A,  par  rapport  à  des  parallèles 
aux  axes  fixes  menées  par  C,  sont  —  a,  —  p,  — y;  l'équa- 
tion (i)  exprime  donc  que  le  lieu  du  point  A  dans  S  est 
une  quadrique  dans  laquelle  on  reconnaîtra  le  cylindre  de 
M.  Gilbert.  Un  calcul  analogue  donne  un  hyperboloïde 
pour  le  lieu  des  points  qui  partagent  la  propriété  du  centre 
de  gravité  relative  à  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement. 

Principes  des  forces  vives. 

187.  Mouvement  d'une  chaîne  pesante,  très  mince j 
mais  non  homogène,  enfermée  dans  un  tube  dont  la  forme 
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est  celle  d'une  cycloïde  située  dans  un  plan  vertical  avec 
la  base  horizontale  et  le  sommet  en  bas,  (Puiseux.) 

Il  suffit  de  connaître  le  mouvement  d'un  paint  de  la 
chaîne,  par  exemple  du  point  A  qui  est  le  centre  de  gravité 
quand  la  chaîne  est  en  ligne  droite.  Le  principe  des  forces 
vives  va  nous  donner  notre  unique  inconnue  :  d'ailleurs  la 
réaction  des  parois  du  tube  sur  la  chaîne  est  en  chaque 
point  normale  au  déplacement  et  son  travail  nul;  la  chaîne 
étant  parfaitement  flexible  et  inextensible,  les  forces  inté- 
rieures ne  donnent  pas  non  plus  de  travail,  et  l'on  ne  doit 
tenir  compte  que  du  travail  de  la  pesanteur. 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des^  la  tangente  et  la  nor- 
male au  point  le  plus  bas  de  la  cycloïde,  et  appelons  a  le 
rajon  du  cercle  générateur,  s  l'arc  de  courbe  à  partir  de 
l'origine;  on  sait  que  s-  =  8ay.  Soient  r  la  valeur  de  s  au 
point  A,  £  la  densité  au  point  M  tel  que  l'arc  MA  soit  égal 
à  /,  ç'  la  vitesse  de  la  chaîne,  m  sa  masse.  Si  l'on  suppose 
la  vitesse  initiale  nulle,  le  théorème  des  forces  vives  donne, 
les  intégrales  étant  étendues  à  toute  la  chaîne. 

Mais  5  =  r  "H  /»  et  /  ne  varie  pas  avec  le  temps  ;  donc 

mais,  A  étant  le  centre  de  gravité  de  la  chaîne  rectifiée, 
(I)  Jltdl  =  o,    et    lpî=g(rj-rî). 

Le  point  A  se  meut  donc  comme  s'il  était  isolé,  et  toute  la 

chaîne  participée  ce  mouvement  tautochrone bien  connu. 

Pour  avoir  la  tension  ï  en  M,  je  considère  la  partie  MP 

de  la  chaîne  qui  se  trouve  au-dessus  :  soient  A'  le  point  qui 

De  S.-C.  —  Âec,  25 
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serait  le  centre  de  gravité  de  MP  rectifi'é,  arc  OA' = /•', 
m' la  masse  de  MP,  /'  la  distance  rectifiée  d'un  de  ses  points 
à  A'.  Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  à  un  dépla- 
cement infiniment  petit  de  MP;  on  a,  en  prenant  l'inté- 
grale le  long  de  MP, 


û?  i  /n'p«  =  —  T  rfr'-f-  ^c?  rz(jr^  —  y) 


dH 


o  a 


D'après  la  seconde  équation  (i), 

dr  étant  égal  à  rfr',  on  a 

La  tension  est  indépendante  du  temps  et  toujours  négative, 
c'est-à-dire  que  la  chaîne  tend  partout  à  se  replier  et  à  se 
raccourcir. 

La  pression  N  dl  exercée  par  un  petit  élément  MM'  sur 
le  tube  s'obtient  en  évaluant  la  force  centripète  pour  cet 
élément;  soient  p  le  rayon  de  courbure  de  la  cycloïde,  a 
l'angle  de  ce  rayon  avec  la  verticale  ;  la  projection  de  la 
tension  en  M'  sur  la  normale  en. M  est  sensiblement  égale 

à  T  —  :  on  aura  donc 

P 

,»^'       TVT   7»              71                TT^dl        ^,       e«'*  — T 
zdl—  =  ^dl  —  gedl  cosa  -h  T  — ,      N  = h  iÇ-ecosa. 

P  P  P 

N  est  toujours  positif  :  c'est  dire  que  le  fil  appuie  toujours 
sur  le  côté  concave  du  tube. 

188,  Un  fil  flexible  et  inextensible  est  enroulé  sur  un 
cylindre  mobile  autour  d^un  axe  horizontal^  et  porte  à 
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ses  deux  extrémités  deux  poids  P  e^  Q;  déterminer  le 
m^ouvement  du  système  en  supposant  que  P  et  Q  aient 
une  vitesse  initiale  a,  mais  que  les  fils  qui  les  soutien- 
nent restent  verticaux  ;  on  admet  que  l'air  oppose  au 
mouvement  de  P  et  de  (^  une  résistance  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse.  (Paris,  1869.) 

Soient  P  celle  des  deux  masses  qui  descend  d'abord; 
X  la  quantité  dont  elle  est  descendue  au  bout  du  temps  t; 
p,  q  les  masses  de  P  et  de  Q,  2/n  la  masse  du  cylindre, 

R  son  rayon,  o)  sa  vitesse  angulaire,  —  la  somme  des  forces 

résistantes  que  Taîr  oppose  au  mouvement  de  P  et  de  Q.  La 
force  vive  du  cylindre  estfcù^r^dm^  ou  a>*  multiplié  par 
le    moment    d'inertie   par  rapport  à  Taxe,    c'est-à-dire 

am  X  -  R*  w*  =  m  R*  w"  ;  mais,  puisque  le  fil  s'enroule  sans 

glisser  sur* le  cylindre,  Rco  est  égale  à  la  vitesse  commune 
i^de  P  et  Q,  et  la  force  vive  du  cylindre  est  nn^*.  Appli- 
quons le  théorème  du  travail  à  un  déplacement  infiniment 
petit  du  système  : 

1  p^ 

(i)  d-lp -h  q -hm)  v^  =  g{p  —  q)  (ijc dx^ 

JL  C 

Supposons  /?]>^,  et  faisons 


cg 


[p  —  q)  =  li^,     /? -+- <7  -4- /»  =  fx; 


on  aura 


-' :  — ^^,     L- -= 9     ï''=it>-4- .a»— /-»   e   '^^ 

Si  a<^Tî^v  croit  constamment,  pour  devenir  égal  à  /r 
quand  x  est  infini  5  si  au  contraire  a  >  A",  la  vitesse  décroî- 
tra pour. devenir  égale  à  /:  à  la  limite  ;  le  mouvement  aura 
lieu  indéfiniment  dans  le  même  sens,  tant  du  moins  que  le 
permet  la  longueur  du  fil.  On  peut  avoir  x  en  fonction  du 
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temps,  car  la  dernière  équalion  donne  évidemment 


C[i  k  -^  a  ' 

(k  -^  a)e''v--h  (k  —  a)e    <^i*—  o^ke^'v-. 

Revenons  à  l'équation  (i)  dans  le   cas  où  p<^q^  et  fai- 
sons cg(p  —  q)  =  —  ^^;  on  aura 

c a  d.v'  ^  __  ^ ^^       ^, ^  / ^,  ^  ^ 2  ^  f  c-^  _  ^., 

/  '  -I-  r'  ^ 


La  vitesse  est  d'abord  égale  «Va,  mais  elle  va  eu  diminuant 
et  s'annule  quand 

Ou  sépare  les  variables  comme  précédemment,  cl  Ton 
trouve 

dt^tcii-dxya^+k^—  k^e'V'l      ^ 
d'où 


X 


ht          .,   .        /y'>                  .          X- 
—  z=  arc  sui  ■ arc  sm . 

La  valeur  de  x  pour  laquelle  \^  s*aunule  rend  le  premier 

terme  du  second  membre  égal  à  -i  et  Ton  a  pour  le  temps 
(jue  P  mettra  à  descendre 

eu.  îi 

i  =  -  -  arc  ces  —^==z  • 


SUR    LA    MlÊCÀNIQUE    HÀTIONKELLE.  SSg 

A  partir  de  ce  moment,  c'est  Q  qui  descendra;  on  ne 
pourra  plus  employer  les  formules  précédentes,  mais  la 
quantité  dont  Q  descend  se  calcule  par  les  formules  du 
premier  cas,  en  changeant  p  en  ^,  et  faisant  a=  o. 

Supposons  en  dernier  lieu  p  =  q*^  l'équation  (i)  devient 

d.v^  id.T  ,  ~ 

—  =: :      d  ou      V  :=.  ae  *■  ^  : 

la  vitesse  diminue  indéfiniment,  mais  elle  ne  s'annule  que 
pour  X  infini  ;  en  remplaçant  (^  par  sa  valeur,  il  vient 

a 

La  tension  de  Tun  des  cordons  se  calcule  en  appliquant 
l'équation  du  travail  au  déplacement  infiniment  petit  d'une 
des  masses  qui  le  terminent.  Soit  le  cordon  qui  porte  le 
poids  P,  on  a 

d.p{^  =  1  pgd.r  —  iTd.K  —  2  —  d.r, 

La  valeur  de  T  s'obtient  aisément,  mais  n'a  rien  de  re- 
marquable. 

189.  Un  Jil  inextensible  et  sans  masse  passe  sur  deux 
très  petites  poulies  A  ef  B  situées  sur  ujie  horizontale,  et 
porte  à  ses  extrémités  deux  poids  égaux  P.  ^u  milieu  de 
AB  on  pose  sur  le  fil  un  poids  Q,  et  on  l'abandonne  saiis 
^vitesse  initiale.  Quel  est  le  moui^ement  du  système?  Cas 
ail  Q  est  beaucoup  plus  petit  que  P. 

Le  poids  Q  tend  à  suivre  la  verticale  de  son  point  de  dé- 
part, et,  comme  l'action  du  fil  est  symétrique  par  l'apport 
à  cette  verticale,  rien  n'en  fera  dévier  le  mobile.  Soient 
donc  z  la  quantité  dont  il  descend  et  x  celle  dont  montent 
en  même  temps  les  poids  P,  AB  =  ia^  q  la  masse  de  Q, 
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p  celle  (le  P.  Le  théorème  des  forces  vives  donne  immédia- 
tement 

Or  X  est  égal  à  l'accroissement  de  la  distance  de  Q  à  la 
poulie  A  : 

a?z=:ya'4-z' — a,     z  =  yx*-h2rtx,      dz:=^ 

\^  x^  -\'  7,ax 

Remplaçons  z  dans  l'équation  des  forces  vives  : 


X  est  d'abord  ^  o  pour  que  y/x*4-  2aa:  soit  réel;  mais, 
pour  que  le  second  membre  de  l'équation  précédente  reste 
positif,  on  doit  avoir 

Quand  2^  est  <^  ^,  l'inégalité  est  toujours  satisfaite,  et  le 
mouvement  se  continue  indéfiniment  dans  le  même  sens, 
et,  quand  x  devient  très-grand,  on  a  sensiblement 

dx} 

c'est  dire  que  le  mouvement  se  rapproche  du  mouvement 
uniformément  accéléré.  Lorsque  ip^  q^  x  a  une  limite 

supérieure  y— ^ ^  à  laquelle  correspond  la  valeur 

Pour  étudier  ce  cas,  il  convient  de  transformer  l'équa- 
tion (1);  or  les  inégalités  précédentes  montrent  que 


X 


ia  -^op 
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est  compris  entre  zéro  et-^-«  Posons  donc 


'—u\      —  =  s 


d'où 

aûï^tt'  2rt  ^a  soucia 

1  —  e'ii^  I — i^u^  [i  —  i^u^y 

Substituant  dans  Téquation  (i),  il  vient,  après  quelques 
réductions, 


(l  —  8'tt')*(tt  —  «2)  Cit 


On  ne  peut  effectuer  la  quadrature,  mais  on  reconnaît 
que  u  partant  de  zéro  croîtra  jusqu'à  i  pour  décroître  en- 
suite jusqu'à  zéro,  revenir  à  i ,  et  ainsi  de  suite  :  la  durée 
de  ces  oscillations  est  constante.  Si  l'on  néglige  les  termes 
en  €*,  on  a  une  valeur  approchée  de  t  en  fonction  de  u  : 


^ae    I  -h  2 s  M' 


2  ?/  -f-  3 


=  V  7  l('"^  t)  '^''^^''^^'  -  2«)  -  s 


La  durée  d'une  demi-oscillation  est 


s/u  —  a  ' 


"""VÏ''"^"' 


3 

^  V  ■  4 


La  tension  F  du  cordon  se  trouve  en  appliquant  le  théo- 
rème des  forces  vives  à  un  déplacement  infiniment  petit  de 
l'un  des  poids  P; 

dx^  ,^  .   .         ^  d    1     dx> 

j 


392  HECUEIL    d'exercices 

La  dérivée  de  -— -  se  déduit  immédiatement  de  la  valeur 

donnée  par  (i)  :  elle  est  d'ailleurs  très  -  compliquée  ;  je  dirai 
seulement  qu'elle  est  nulle  pour  a:  =  o  et  égale  à 


Spq 


tr 


'6ip*q  -h  {(^p'-\-  q^Y 

quand  x  atteint  son  maximum. 

ICO.  Une  planche  très- mince,  de  forme  quelconque, 
est  posée  sur  un  cylindre  droit  horizontal  sur  lequel  elle 
ne  peut  que  rouler  sans  glisser;  déterminer  la  loi  de 
ses  oscillations  quand  on  l'écarté  de  sa  position  d'équi- 
libre. 

On  reconnaît  d'abord  que,  dans  la  position  d'équilibre, 
le  centre  de  gravité  G  doit  se  trouver  sur  la  génératrice  de 
contact.  En  elTet,  le  moment  de  la  réaction  du  cylindre  par 
rapport  à  cette  droite  étant  nul,  il  en  doit  être  de  même  du 
moment  du  poids  ^  cela  exige,  ou  que  G  soit  sur  la  généra- 
trice, ou  que  la  planche  soit  verticale.  Or  cette  dernière 
position  ne  peut  être  une  position  d'équilibre;  car  il  fau- 
drait que  le  coefficient  de  frottement  sur  le  cylindre  tut 
infini.  Soit  A  le  point  du  cylindre  qui  coïncide  avec  G  dans 
la  position  d'équilibre.  La  planche  roulant  sur  le  cylindre 
sans  glisser  ni  pivoter,  le  point  G  ne  sort  pas  de  la  section 
droite  menée  par  A  et  décrit  une  développante  de  cette 
section.  Prenons  pour  axes  l'horizontale  et  la  verticale 
menées  par  le  centre  de  cette  section,  et  désignons  par  a 
l'angle  du  rayon  OA  avec  la  verticale,  et  par  Q  l'angle  du 
même  rayon  avec  celui  qui  va  au  point  de  contact  va- 
riable I;  l'angle  de  ce  rayon  01  avec  la  verticale  ascendante 

est  a  -H  ô. 

Pour  évaluer  la  force  vive,  cherchons  celle  qui  corres- 
pondrait à  une  masse  égale  à  la  masse  m  de  la  planche  ac- 
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cumulée  en  G.  Le  mouvement  de  cette  planche  est  une 

rotation  instantanée  avec  la  vitesse  -r  autour  de  la  céné- 

ratrîce  I,  et,  comme  lA  =  R0,  la  première  partie  de  la 

force  vive  est  /tzR'ô'  -— •  U  faut  y  joindre  la  force  vive  cor- 

respondant  au  mouvement  relatif  au  centre  de  gravité,  qui 
est  encore  un  mouvement  de  rotation-,  si  k  est  le  rayon  de 
gyration  de  la  planche  par  rapport  à  l'axe  mené  en  G  pa- 
rallèlement à  la  génératrice  I,  la  seconde  partie  de  .la  force 

vive  est  mA*— •  D'autre  part,  l'ordonnée  du  point  G,  qui 

fera  connaître  le  travail  de  la  pesanteur,  s'obtient  en  pro- 
jetant 01  et  IG  sur  la  verticale  : 

jr  =^R  cos(Q  -f-  a)  -h  R0sin(O  -f-  a). 

L'équation  des  forces  vives  est  donc,  II  désignant  une  con- 
stante, 

Ce  V 

On  ne  peut  effectuer  l'intégration^  mais,  si  l'on  appelle  w 
la  vitesse  angulaire  pour  0  =  o,  il  est  facile  de  voir  si  la 
planche  pourra  devenir  verticale.  Avec  cette  donnée,  l'é- 
quation (i)  prend  la  forme 

[R'Ô-  -H  P)  —  z=  X'w'H-  2gJi [cosa  —  ces (ô  -\-a)  —  Q  sin  (0  -f-  a)]. 

I  C   V 

Le  second  membre  décroît  quand  8  augmente  de  zéro  à 
^  — a.  Pour  que  la  planche  atteigne  la  verticale,  il  faut 

donc 

X-2 ojî  4-  2^ R  /  cos a  -f-  a j  ^  o. 
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Quand  cette  inégalité  n'est  pas  vérifiée,  la  planche  s'arrête 
pour  une  valeur  de  6  égale  à  ^]  l'équation  (i)  peut  s'écrire 

I  —  cos(6 -h  a)  — ôsin(0 -f- a)J. 

Pour  que  le  second  membre  reste  positif,  il  faut  que  9 
varie  entre  j3  et  une  valeur  comprise  entre  zéro  et  —  P,  car, 
pour  8  =  0,  la  quantité  entre  crochets  est  >  o,  comme 

étant  supérieure  à 

cos(P  -H  a) -h  sinp  sin(p  -f-  a)  —  cosa, 

c'est-à-dire  à  (i  —  cos^)  cos([3 -|- a);  pour  9  :=: — p,  elle 
devient 

2  p  sin  a  ces  p  —  2  sin  a  sin  p  <^  o. 

Il  est  remarquable  dans  tous  les  cas  que  le  mouvement  ne 
dépende  pas  de  la  forme  de  la  planche,  mais  seulement  de 
A*.  Quand  (3  est  très-petit,  et  par  suite  6^  on  peut  déve- 

lopper  —  par  la  formule  de  Taylor,  et,  en  se  bornant  aux 

termes  principaux,  avoir 


e^cosa 


^'^  ==R^(P'-  G^)cosa,     0  =  pcos  ^^^ -, 

les  petites  oscillations  sont  isochrones  entre  elles  et  à  celles 

d'un  pendule  de  lonffueur •  En  observant  le  temps 

°  Rcosa  ^ 

d'une  de  ces  oscillations,  on  peut  en  déduire  soit  R,  soit  A*. 
Si  1  on  veut  calculer  la  réaction  normale  N  et  la  réaction 
tangentielle  T  du  cylindre,  on  projettera  sur  01  et  sur  la 
tangente  en  I  raccélération  du  centre  de  gravité  multipliée 
par  m-^  ces  projections  sont  égales  aux  projections  corres- 
pondantes du  poids  mgj  augmentées  de  N  sur  OI,  de  T  sur 
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la  tangente.  A  Tépoque  f,  la  vitesse  de  G  est  égale  àRô-j- 
et  parallèle  à  OI^  à  Tépoque  t+  dt^  elle  est 

R      0  --  -I-  rf.  0  --      » 

\    dt  dtj 

et  fait  l'angle  d9  avec  01.  La  différence  entre  les  projec- 
tions de  ces  vitesses,  divisée  par  dt^  donne  les  projections 
de  l'accélération,  et  l'on  trouve 


d^ 


2 


/wR0 —  ^T  +  zwâ'sinfO-Ha). 

— ■  s'obtient  en  différentîant  Téquation  (  2  )  par  rapport  au 

d^ 
temps,  et  divisant  ensuite  par  2  -—  • 

Quand  on  ne  suppose  pas  le  glissement  absolument  im- 
possible, il  faut,  pour  que  le  mouvement  ait  lieu  comme  il 
a  été  dit,  que  T  reste  <</N;  sinon  il  y  a  glissement,  et  le 
problème  est  tout  différent. 

Mouvement  du  centre  de  gravité. 

191.  Une  chaîne  homogène,  attachée  à  une  masse  m 
en  Vune  de  ses  extrémités  A,  est  en  partie  pelotonnée 
sur  un  point  B  d^un  plan  horizontal  ;  on  a  communiqué 
à  m  une  certaine  vitesse  Pq?  de  manière  qu'une  portion 
de  la  chaîne  s'est  déroulée;  cette  portion  est  en  ligne 
droite  et  dans  le  prolongement  de  la  vitesse  du  point  A. 
On  admet  que  la  portion  restante  se  déroule  sans  effort, 
et  Von  demande  le  mouvew.ent  du  point  K,  (Smith's 
prize,  1870,  solved  by  prof  essor  Cayley.) 
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Le  mouvement  cherché  est  évidemment  rectîlîgne.  Soient 
X  la  distance  de  A  à  6  à  l'époque  t,  \f  la  vitesse  de  A,  a  la 
valeur  initiale  de  x^  (i  la  masse  de  Tunité  de  longueur  de 
la  chaîne,  a-f-  i  sa  longueur  totale.  Puisque  la  chaîne  se 
déroule  sans  résistance,  la  projection  de  la  quantité  de 
mouvement  sur  la  direction  AB  sera  constante^  donc 

cl,  comme  if=-—^  on  intègre  immédiatement 

u^'-h  2/7i.r  —  p/2' —  ^ma  =:  2[yLa  -h  w)*'»  t. 

Cette  équation  donne  le  temps  que  la  chaîne  met  à  se 
dérouler  : 

• ■ 

2  (  a  a  -f-  /w  )  i  ', 

L'équation  (i)  montre  que,  après  ce  temps,  la  vitesse  est 

Uo  — ,- ;  la  lorce  vive  correspondante  est 

IJ.  a  -\-  bj^  m  ^ 


0 


[L  [a  '\-  b)  -\-  m 


Ce  n'est  qu'une  portion  de  la  force  vive  initiale;  la  perle 
esl  due  aux  petits  chocs  que  produisaient  les  divers  élé- 
ments de  la  chaîne  passant  d'une  vitesse  nulle  à  une  vitesse 
finie;  elle  esl  d'autant  moindre  que  la  masse  terminale  m 
esl  plus  grande. 

La  tension  au  point  C,  qui  est  à  la  dislance  c  de  l'exlré- 
mité  A  de  la  chaîne,  se  calcule  en  appliquant  le  théorème 
des  forces  vives  à  un  petit  déplacement  de  CA  : 

cl{\kC-\- m)v^=—ilidx,     T —  - — ■ ■ ; vl» 
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Quand  toute  la  chaîne  est  déroulée,  il  est  évident  que 
le  mouvement  devient  rectiligne  et  uniforme,  la  tension 
nulle. 

192.  Une  tige  rigide  dont  la  masse  est  négligeable 
porte  à  ses  extrémités  A.  et  ^  deux  masses  égales  à  m  : 
la  masse  A  est  assujettie  à  glisser  sur  une  droite  PQ  par- 
faitement polie  faisant  V angle  i  avec  V horizon.  Mouve- 
ment du  système  en  supposant  la  position  et  la  vitesse 
initiales  de  B  données  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par 
la  droite  PQ; pression  exercée  sur  PQ  et  tension  deAB. 

Je  prends  pour  axe  des  x  PQ,  et  pour  axe  des  y  une 
perpendiculaire  située  dans  le  même  plan  vertical  et  diri- 
gée vers  le  bas;  je  pose  AB  =  2a,  je  désigne  son  milieu 
par  Cet  son  angle  avec  Taxe  des  y  par  9;  j'appelle  x  l'ab- 
scisse de  C;  quant  à  son  ordonnée,  c^esiy  =  a  cosô. 

Le  centre  de  gravité  C  du  système  se  meut  comme  un 
point  de  masse  2  m,  auquel  serait  appliquée  une  force  ver- 
ticale 2mg  et  une  force  — N  parallèle  à  OY;  les  équations 
de  son  mouvement  sont  donc 

(l)  -^=gsini,        2/71  —  =2/W^COS/— N. 

La  première  s'intègre  immédiatement  : 

-j-  =  c -^  gt  sin  /,     x=2a:^-\-ct  -{--  -  gt^  sm  /. 

La  projection  de  C  sur  PQ  a  donc  un  mouvement  unifor- 
mément accéléré.  Quant  à  9,  on  peut  le  déduire  du  théo- 
rème des  forces  vives.  La  force  vive  du  système  est  celle 
qui  correspond  à  la  masse  2m  concentrée  en  C,  plus  celle 
qui  correspond  au  mouvement  relatif  autour  de  C.  La  seule 
force  qui  donne  du  travail  est  la  pesanteur,  et  son  travail 
est  le  môme  que  si  toute  la  masse  était  réunie  en  C  :  si  donc 
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a  et  (0  sont  les  valeurs  initiales  de  0  et  de  3-?  on  aura 

dt 


-j-j  -+-  à^  sin*  6  — TT  H-  a^  -ttx  I 


db^         2^\ 
dt^  "^  ^    dty 

^Tng[{x  —  a7o )  sin * -h  a ( cos 6  —  cosa)cosî]. 


dtX 

Remplaçons  a:  et  -^  par  leurs  valeurs  ;  tout  ce  qui  dépend 

de  ces  quantités  disparaît  (*),  et  il  vient,  en  divisant  par 
2/na, 

(2)      a(i  4-  sin^6)-7— •  =  a(n-sin2a)a)2-f-  2^cosi(cos6  —  cosa). 

Posons  <2(i  +  sin^a)  w^  —  2^cosî  cosa  =  igh  cos/,  on 
aura 

c?Ô2  .cos6-+-^ 

^    ^  dt^         ^  i-hsmîô 

Nous  n'avons  pas  eu  à  dire  dans  quel  sens  on  comptait 
les  valeurs  positives  de  6;  l'équation  (2)  montre  que  le 
mouvement  relatif  autour  de  G  est  symétrique  par  rapport 
à  une  droite  perpendiculaire  à  PQ,  et  l'on  peut  supposer 
que  6  soit  d'abord  croissant.  La  constante  h  ne  saurait  être 
inférieure  à  —  i;  mais  elle  peut  être  ^i.  Si  A  ;>  i,  <3?9  ne 
pourra  s'annuler,  en  sorte  que  6  croîtra  indéfiniment,  les 
révolutions  relatives  de  AB  se  faisant  dans  un  temps  con- 
stant. La  trajectoire  du  point  B  sera  une  courbe  sinueuse, 


(*)  Cette  réduction  poavait  se  prévoir  ;  car,  si  Ton  cherche  le  mouvement 
relatif  à  deux  axes  dont  l'un  coïnciderait  avec  PQ,  l'autre  lui  serait  perpen- 
diculaire et  passerait  par  G,  les  forces  apparentes  qu'il  faudrait  introduire 
seraient  deux  forces  —  Tra^sini,  parallèles  à  PQ,  appliquées  à  A  et  B;  mais 
ces  forces  se  réduiraient  à  une  seule  — 2m^sin2,  appliquée  en  G,  égale  et 
directement  opposée  à  la  résultante  des  actions  de  la  pesanteur  estimées 
suivant  PQ. 
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comprise  entre  deux  droites  parallèles  à  PQ,  à  une  dis- 
tance 2a,  de  part  et  d'autre;  mais  les  points  de  rencontre 
de  la  courbe  avec  PQ  deviennent  de  plus  en  plus  espacés. 

La  valeur  A  =  i  ne  permet  pas  d'intégrer  l'équation  (2  )  ; 
mais,  en  l'adoptant,  9  croîtra  jusqu'à  7t,  pour  n'y  arriver 
qu'après  un  temps  infini. 

Quand  h<^\^  on  peut  le  faire  égal  à  —  cos^,  et  6  oscil- 
lera entre  les  valeurs  p  et  —  p  pendant  des  intervalles 
égaux,  mais  plus  longs  que  ceux  d'un  pendule  simple,  de 
longueur  a^  oscillant  entre  les  mêmes  limites.  Quand  ^  est 
très  petit,  on  peut,  dans  la  formule  (2),  négliger  les  termes 
du  deuxième  ordre  par  rapport  à  ceux  qu'on  a  dans  chaque 
membre,  et,  se  rappelant  que  A  =  — cosjâ,  on  a 


^e 


s/p  —  62 


7  A   /jÇ'cosi  .   /     a  .  -6 

—  dti/- )      t  =  i/ larcsinrr: 

\        a  \    gcosi  p 


les  oscillations  très  petites  sont  isochrones  avec  celles  du 
pendule  de  longueur  — ?• 

^  ^  COS l 

On  peut  aller  jusqu'à  la  limite,  — i,  de  A.  Son  expres- 
sion montre  que  cela  exige  une  double  condition,  w  =  o, 
a  =  o,  c'est-à-dire  que,  à  l'origine,  AB  soit  perpendicu- 
laire sur  PQ  et  animée  d'une  vitesse  de  translation  paral- 
lèle à  cette  droite.  Dans  ce  cas,  Ô  doit  rester  constamment 
nul;  AB  est  toujours  perpendiculaire  à  PQ,  et  se  déplace 
d'un  mouvement  uniformément  accéléré. 

La  pression  exercée  sur  la  droite  PQ  est  donnée  par  la 
seconde  équation  (i) 


//A 
L'équation  (2)  donne  -t\  en  différentiant  ses  deux  mem- 
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bres  et  divisant  par  —  >  on  trouve 

d^O  .    ^  9. -L- cos'Ô -+- 2//cnsO 

a  '--:  =  —  l' cosi  sin  0 -, r—:~, « 

dt^  ^  (r-Hsin^e)^ 

Substituant  dans  la  valeur  de  JN  et  réduisant, 

COS^O  -f-  7.  h  COSÔ  -H  2 

N  =  2  mff  ces  f , , — -, » 

^  (i-f-sm'0)» 

• 

Le  numérateur  est  positif  quand  cos0  Test  lui-même, 

puisque  A  ^  —  i .  Si  on  le  regarde  comme  un  trinôme  du 

deuxième  degré  en  cos0,  on  trouve  que  les  deux  valeurs 

qui  pourraient  l'annuler  ont  pour  produit   2;  Tune  au 

moins  est  inadmissible,  et,  pour  que  Tautre  soit  acceptable, 

elle  doit  être  comprise  entre  zéro  et  — 15  le  numérateur 

3 
doit  être  négatif  pour   cos9=  —  i,  ce  qui  donne  /i]>-« 

C'est  donc  seulement  quand  la  rotation  relative  autour 
de  C  est  continue  et  assez  rapide  que  N  peut  devenir  né- 
gatif. 

La  tension  F  de  la  barre  AB  s'obtient  en  exprimant  que 
N  est  la  résultante  du  poids  de  A  estimé  suivant  O  Y  et  de 
la  composante  de  F  suivant  la  même  direction;  on  a  ainsi 

N  =  mg cosi  -+•  F  cos 0, 
d'où 

„       N — ni^C09>i.  .:i^-^-6cos6  —  cos^Q 

F  =  r —  mff  cos  i : • 

cos6  °  u-t-sin»(j;=* 

Le  numérateur  diminue  quand  0  croît  de  o  à  u*,  si  /i  <C  K 
0  ne  peut  augmenter  que  jusqu'à  la  valeur  j3,  dont  le  co- 
sinus est  — h]  or,  pour  cetle  valeur,  le  numérateur  est 

cosp(2  —  cos^p);  si  donc  ^  <|  -?  F  est  toujours  positif; 
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quand  j3  est  >  -»  F  devient  nul  et  négatif.  Il  en  sera  de 
même  quand  h  sera  ]>  i,  mais  <;  y  En  résumé,  F  ne  peut 

4 

devenir  négatif  que  si  h  est  compris  entre  zéro  et  -  • 

193.  Sur  un  plan  horizontal,  parfaitement  poli,  re- 
pose un  parallélépipède  rectangle;  dans  la  section  ver- 
ticale  médiane,  on  a  creusé  un  canal  de  forme  connue 
dans  lequel  peut  glisser  sans  frottement  une  petite 
masse  m.  On  suppose  que  le  prisme  soit  d'abord  immo- 
bile et  quon  laisse  tomber  m  en  un  point  connu  du 
canal,  et  Von  demande  le  mouvement  du  système,  en 
admettant  que  le  prisme  aura  un  mouvement  de  trans- 
lation parallèle  au  plan  du  canal;  cas  où  ce  canal  est 
une  cycloïde  dont  le  sommet  est  au  point  le  plus  bas, 
et  où  Von  néglige  le  carré  du  rapport  de  la  masse  m  à 
la  masse  M  du  prisme.  (Paris^  ^  ^7  ^  •) 

Prenons  des  axes  coordonnés  dans  le  plan  du  canal, 
l'origine  au  point  de  départ  de  m,  OX  horizontal,  OY  dans 
le  sens  de  la  pesanteur  ;  les  coordonnées  relatives  du  points 
sont  liées  par  l'équation  du  canal  f(x^y)^=  o.  Considé- 
rons, au  contraire,  des  axes  fixes  qui  auraient  coïncidé  avec 
les  axes  mobiles  à  l'origine  du  mouvement,  et  désignons 
par  Xi  la  quantité  dont  le  point  O  du  prisme  s'est  déplacé 
horizontalement  ;  les  coordonnées  absolues  de  m  sont^  +  x^ 
etj>^.  Cela  posé,  le  problème  n'a  que  deux  inconnues,  a?4,  et 
l'une  des  quantités  ^,  j^  ou  un  paramètre  qui  les  détermine. 
Or  le  système  du  prisme  et  de  m  n'est  soumis  qu'à  l'action 
de  la  pesanteur  et  à  la  réaction  verticale  du  plan  fixe  ;  le 
centre  de  gravité,  d'abord  immobile,  restera  sur  une  verti- 
cale, ce  qui  donne,  après  une  simplification  évidente, 

(i)  Ma:i+ m(a7  H-a7i)=  o. 

Le  théorème  des  forces  vives  fournit  la  seconde  équation 

De  S.-G.  —  Âec.  26 
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nécessaire 

,,  dx}  ( dx\  dx  dx\        dx*        dy^\ 

Il  suffit  de  remplacer  —p  par  sa  valeur  obtenue  en  différen- 

liant  (i)  pour  avoir  entre  x^y  el  t  une  relation  propre  à 
déterminer  en  fonction  de  t  le  lieu  occupé  par  m  dans  le 
canal;  on  trouve  ainsi 

M       dx^       dy^  _ 
^^^  M-f-m  dt^  '^d'F  ~  ^^^' 

Connaissant  ^  et  ^  en  fonction  de  ^,  on  a  ;ri  à  Taide  de 
l'équation  (i),  et  le  problème  est  résolu. 

Lorsque  le  tube  a  la  forme  d'une  cycloïde  et  que  m  part 
de  l'un  de  ses  points  de  rebroussement,  on  peut  écrire 

X  =  a{u  —  sinw),    y  =  a{i  —  cosm); 

et,  si  l'on  pose  m  =  Me,  l'équation  (  2)  devient 

a     (i  —  cosw)*-h  sin'w    -,—  =  2^(1  —  cosm). 

L  I  -t-  £  J  dt^ 

Je  divise  par  i  —  cosa,  et  je  sépare  les  variables  : 


(3) 


dti/^  =dzdui/i ^—  sinîi  u. 

y    a  y  i-h  s  2 


On  est  conduit  à  effectuer  une  intégrale  elliptique  de 
deuxième  espèce  ;  mais  la  forme  de  l'équation  montre  que 
u,  qui  croît  d'abord,  ira  jusqu'à  stt,  sans  dépasser  cette 
limite  si  le  tube  est  formé  d'une  seule  branche  de  cycloïde  ; 

* 

du  deviendra  ensuite  négatif,  et  u  décroîtra  jusqu'à  zéro 
pour  croître  de  nouveau.  Le  temps  de  ces  oscillations  est 
constant,  et  la  moitié  correspond  à  la  descente,  l'autre 
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moitié  à  la  montée  de  m.  Les  coordonnées  absolues  de  ce 
point  sont 

a7-f-a7i=  (  I j  X  =  (m  —  sina),     jr  =  a(i  —  cosm); 

la  trajectoire  absolue  est  la  cycloïde  donnée,  dont  on  aura 
réduit  les  abscisses  dans  le  rapport  de  i  à  i  +  e.  Le  prisme 
a  un  mouvement  oscillatoire  en  arrière,  avec  une  ampli- 

tude  égale  a  - 


La  pression  exercée  par  m  sur  le  prisme  s'obtient  en 
écrivant  que  c'est  elle  qui  produit  l'accélération  horizontale 
du  prisme-  Gomme  elle  fait,  avec  la  partie  positive  de  l'axe 

des  Xy  l'angle  tt u,  on  aura 


N  cos  -  w  =  JM  — 7— i  = T— 


ma    r  ^d^u         .       diû-^ 

I  -r-  £  L  di^  dt^  J  ' 


mais  l'équation  (3)  peut  s'écrire 


i-hs  dt^        a(i-h£cos2|a)' 

d'où 

a      d^u  _  ^ Ê  sin  1  u  cos  î  u 

Substituant  dans  N  et  réduisant,  on  trouve  une  valeur  es- 
sentiellement positive 


-,                .1      2  -h  e  M-  e  cos'  |-  ?z 
In  =  m^  sin  -  u  — 5 — -r- 


9 


2       (n-ecos2|w)' 
Quand  on  néglige  le  carré  de  s,  l'équation  (3)  devient 


4o4  RECUEIL    d'exercices 

lntégrab]e  : 


(4) 


dtk/-  =du  [  i esin*-M),      ti/-=u 7-  -f-  t  sinw. 

y   a  V'-i  ^    /         y   a  4        4 

Le  temps  d'une  oscillation  est4it  (  i  —  7  )  i/-  •  La  seconde 
équation  (4)  donne,  par  le  retour  des  suites, 

"='\/f-|'l^-r'"\/f- 

On  peut  dire  que  c'est  l'expression  de  la  loi  du  mouve- 
ment. Les  coordonnées  x,  y,  x^  s'obtiennent  en  rempla- 
çant, dans  leurs  expressions,  u  par  sa  valeur  et  développant 
par  la  formule  de  Taylor  suivant  les  puissances  de  e. 

Applications  des  trois  théorèmes  généraux. 

194.  Étant  donnés  trois  points  matériels  A,  B,  C,  qui 
s^ attirent  en  raison  directe  de  leurs  masses  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  leurs  distances,  chercher  à  quelles 
conditions  doivent  satisfaire  leurs  positions  et  leurs  vi- 
tesses initiales  pour  que  les  trois  points  restent  constam- 
ment en  ligne  droite  ;  quelles  sont  alors  leurs  trajec^ 
toires?  (Paris,  i858.) 

Le  système  n'étant  supposé  soumis  à  l'action  d'aucune 
force  extérieure,  son  centre  de  gravité  O  se  meut  unifor- 
mément sur  une  droite,  et  le  mouvement  relatif  par  rap- 
port à  des  axes  de  direction  constante,  menés  par  O,  se 
traitera  comme  un  mouvement  absolu,  sans  que  l'on  ait 
à  introduire  de  forces  fictives.  Dans  ce  mouvement  relatif, 
le  plan  du  maximum  des  aires  reste  invariable;  or,  les  trois 
mobiles  restant  sur  une  droite  qui  tourne  autour  du  point  0, 
le  plan  du  maximum  des  aires  est  à  chaque  instant  celui  de 
deux  positions  infiniment  voisines  de  la  droite  ABC  ;  il  faut 
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donc  que  celte  droite  reste  dans  un  plan  fixe,  que  nous 
prendrons  pour  plan  de  coordonnées,  avec  O  pour  pôle  et 
la  position  initiale  de  ABC  pour  axe  polaire. 

Soient,  à  l'époque  f,  r,  ri,  7-2  les  rayons  vecteurs  de  A, 
B,  C;  8  leur  angle  polaire  commun;  \  |jl,  v  leurs  masses 
respectives;  le  principe  des  aires  est  applicable  à  chacun 
des  corps  séparément  et  donne 

r^d^  =  a^dt,     rldb  =  b*dt,     rldb=:c^dt; 

on  en  déduit 

r'        r?        rî 


(I) 


a»       b*       c»  * 


Les  rayons  vecteurs  conservent  des  rapports  constants,  et 
les  trajectoires  sont  des  courbes  homothétiques.  Les  vitesses 
seront  toujours  parallèles  et  leurs  rapports  seront  les  mêmes 
que  ceux  des  distances  des  points  au  centre  de  gravité  O, 
c'est-à-dire  qu'ils  seront  invariables.  Il  faut  donc  que,  à 
l'origine,  A,  B,  C  soient  en  ligne  droite,  animés  de  vitesses 
parallèles  et  proportionnelles  à  OA,  OB,  OC  ;  il  s'agit,  bien 
entendu,  des  vitesses  par  rapport  au  centre  de  gravité. 

Mais  ce  n'est  pas  tout  :  si  je  désigne  par  u^  la  valeur 
commune  des  rapports  (i),  on  aura,  a,  t,  c,  u  étant  po- 
sitifs, 

r  =  zh  aUf     ri  =  àz  bu,     rj  =  ziz  eu. 

Pour  que  le  point  O  soit  le  centre  de  gravité,  il  faut  que  les 
trois  points  ne  soient  pas  d'un  même  côté  par  rapport  à  O. 
Supposons  que  A  et  B  soient  d'un  certain  côté,  C  de  côté 
opposé;  on  prendra  -H  pour  les  deux  premiers  signes  et 
—  pour  le  troisième;  on  pourrait  aussi  prendre  r2=  cw, 
à  condition  d'adopter  6  -j-itpour  angle  polaire  de  C.  Pour 
que  O  soit  centre  de  gravité,  il  faut 

(2)  Xa-H  {jl6  — vc  =  o. 
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L'équation  des  aires  se  réduit,  pour  les  trois  corps,  à 

aî  d)  =  dt. 

Cherchonsles  composantes  de  l'accélération  des  trois  points 
suivant  leurs  rayons  vecteurs  :  en  appelant  /  l'attraction 
des  unités  de  masse  à  l'unité  de  distance,  on  a  pour  le 
point  A 

d^r         c?0«  _  fix /y 

dr^        ^dt^~       (r—ri)^  ~~  {r-^-r^)^^ 

ou 

On  aurait  de  même  pour  B  et  C,  B  étant  entre  A  et  C 
/d'-u  _     ^On  ^  _  /r       y X        ] 

^l^^u^\      -  /[       ^        -^         ^       1 
it^  dV^j  w2[(aH-c)2  "^  (6-f-c)2j' 


Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  on  doit  avoir 

fx  y  V  X  X  Lt 

!_ j 1 LZ 

{a  —  by^       (a-f-c)-*       (6-f-c)2       (a  —  b)i       (a-f-c)^       (6-f-c)^ 

(i  ; = 7 = • 

a  b  c 

L'équation  (a)  est  une  conséquence  de  celles-ci;  car,  si 
l'on  y  remplace  a,  b,  c  par  les  quantités  proportion- 
nelles (3),  elle  est  identiquement  satisfaite.  D'ailleurs,  en 
tenant  compte  de  cette  équation  (2),  on  trouve  que  le  sys- 
tème (3)  se  réduit  à  une  seule  équation,  où  n'entrent  pas 
les  masses, 

//v  et b  c        _ 

^^>  {b-i-cy       (a-i-c)2  ■*"  (a  — 6)»  ""^* 

Etant  données  les  positions  initiales  des  trois  corps,  l'é- 
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quation  (2)  permet  d'en  trouver  le  centre  de  gravité,  et  l'on 
peut  s'assurer  si  la  condition  (4)  est  remplie.  Dans  ce  cas, 
les  trois  mobiles  décrivent  des  coniques  homothétiques 
ayant  O  pour  fojer  commun,  et  les  lois  de  leurs  mouve- 
ments relatifs  sont  tout  à  fait  analogues. à  celles  du  mouve- 
ment des  planètes.  Quant  aux  trajectoires  absolues,  ce 
sont  des  sortes  d'hélices  tracées  sur  des  cylindres  à  base  du 
second  degré,  courbes  que  M.  Léopold  Hugo  a  proposé  de 
nommer  oi^  hé  lues, 

195.  Une  barre  AB,  de  poids  P,  de  longueur  a  a,  ho- 
mogène,  s'appuie  par  ses  deux  extrémités  contre  un  plan 
horizontal  et  un  plan  vertical  parfaitement  polis  ;  elle 
est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  leur  intersection  en  O, 
et  primitivement  m,aintenue  en  repos.  Un  animal  M ^  de 
poids  Q,  peut  se  mouvoir  le  long  de  cette  tige,  qui  lui 
fournira  une  réaction  longitudinale  pour  accélérer  son 
m,ouvement.  Quelle  doit  être  la  loi  de  ce  mouK'ement pour 
que  AB^  abandonnée  à  elle-même,  ne  glisse  pas  le  long  des 
plans  qui  la  soutiennent?  L' animal  est  d'abord  immobile 
à  l 'extrémité  supérieure  B  de  la  perche.    (  W.  Walton.) 

On  suppose  que  l'animal  puisse  se  donner  un  mouve- 
ment continu.  Soit  x  le  chemin  BM  qu'il  a  parcouru,  à 
l'époque  i,  sur  la  perche,  l'angle  de  AB  avec  l'horizon 
étant  a.  Les  réactions  des  plans  d'appui  se  rencontrent  en 
un  point  C,  quatrième  sommet  du  rectangle  formé  sur  AOB. 
La  dérivée  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de 
l'animal  et  de  la  barre  par  rapport  au  point  G  est  égale  à 
la  somme  des  moments  des  forces  agissant  sur  le  système. 
Le  seul  point  en  mouvement  est  M;  les  réactions  des  plans 
ont  un  moment  nul;  l'action  que  M  reçoit  de  AB  est  une 
force  intérieure,  et  Ton  a 

Q       .        d^x 

—  asinsa  -7—  =  aP  cosa  -{-('la  —  ip)Q  cosa 
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OU 

d>x  gx  Ph-2Q 

dt^        2asina  aQsina 

[ntégrons  en  tenant  compte  de  ce  que,  pour  ^  :=  o,  a:  et  dx 
sont  nuls, 


P-h 

-=— Q 
dt  "^       O 


:iQ«f,_cosM/IXIV 

i/    '^F    smtj/      ^.      • 
\    2sina         y    aasina' 


nM  s  '  P-t-aQ 

M  aura  a  parcourir  un  espace  2a — tt^'  ^^  V^^  ^^  peut 

s'interpréter  qu'en  supposant  à  AB  un  prolongement  ri- 
gide, mais  sans  masse,  au  delà  de  A.  Si  P  est  négligeable 
par  rapport  à  Q,  le  maximum   de  la   vitesse  est  environ 

-7-^  :  pour  a  =  2™,  a=  60°,  c'est  près  de  7  mètres  par 


1/^ 

y    sin 


sina 
seconde. 

La  réaction  longitudinale  de  la  barre  sur  M  se  calcule 
en  écrivant  que  celle  force  avec  la  composante  de  Q  produit 
l'accélération  du  mobile^  il  en  résulte 


F  =  —  -  v-r  -—  Q  sin  a  = -. — -^  cos  «  4  /  — -. Q  sm  a. 

g    di^  2  sin  a  y    asm  a 

Cette  force,  d'abord  positive,  devient  bientôt  négative  ;  le 
travail  correspondant  à  la  descente  de  M  est  d'ailleurs  né- 
gatif. Puisque  la  force  vive  est  nulle  au  commencement  et 
à  la  fin,  il  faut  que  le  travail  de  F  soit  égal  et  de  signe  con- 
traire au  travail  du  poids  Q;  ce  travail  est  donc 

—  2a(P  -h  aQ)  sina  =  f  F  dx. 

Pour  avoir  la  réaction  verticale  exercée  par  le  plan  hori- 
zontal, il  suffit  de  prendre  les  moments  des  forces  exté- 
rieures et  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  au 
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point  B;  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  est  nul 
ainsi  que  sa  dérivée  par  rapport  à  t^  et  Ton  a 

Pa-hQir 


(Pa-+- Qa?)  cosa  —  2aNcosa  =  o,     N  = 


ia 


La  réaction  du  plan  vertical  se  trouve  d'une  manière  ana- 
logue : 


Ni=  -^^^ ^  cota  = -^  cos* 


7.a  2tanga 


\    asina 


196.  Une  tige  homogène  AB,  de  masse  [jl,  de  longueur 
sa,  est  assujettie  à  tourner  autour  de  son  milieu  O  dans 
un  plan  horizontal;  sur  cette  tige  peut  glisser  un  an- 
neau M,  de  masse  m,  attiré  vers  O  par  une  force  pro- 
portionnelle à  la  dislance.  Déterminer  le  mouvement  du 
système,  connaissant,  à  l'origine  du  temps,  la  vitesse  an- 
gulaire (ù  de  la  barre ^  la  distance  c  de  M  à  O  et  la  vi- 
tesse u  de  glissement  de  M  sur  AB.  Cas  où  [jl  =  3  m, 
c  =  a,  a  =  o.  (Paris,  1870.) 

La  position  de  la  barre  est  déterminée  à  chaque  instant 
par  l'angle  8  qu'elle  fait  avec  sa  direction  initiale,  et  la 
position  de  M  sera  connue  si  l'on  donne  sa  distance  r  au 
point  O.  Les  forces.extérieures  sont  l'attraction  du  point  O 
sur  l'anneau  et  sa  réaction  sur  la  barre;  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  ce  point 
est  constante,  ou,  si  l'on  veut,  la  conservation  des  aires  a 
lieu.  Le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  AB  est 


d^   r  ^  ^         1        <,d^ 


le  principe  des  aires  donne 


(i)  (mr^-\-  i  {jLa2  j  ^  =  (mc^-h  ^  fi.«M  w. 

L'équation  des  forces  vives  est  aussi  applicable;  si  l'attrac- 
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lion  de  O  sur  M  est  représentée  par  k^mr^  son  travail  est 
-k^m{c^ — r-),  et  Ton  trouve 


dt 


r2  /  I  \  rf6«  /  I  \ 


Éliminant  -3-  entre  les  deux  équations  et  séparant  les 
variables,  on  trouve 

(2)dr= ^^ ^-^-— ^ 

-JpLa^(a"H-^'c»)— w='c'(/nc='+JiJU2")+[m(a»+c*w»+c*^»)+iiJU2^ 

On  ne  pourra  pas  eflFectuer  l'intégration,  mais  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  donnent  une  idée  très  complète  du  mouve- 
ment; la  première  montre  que  <iô  ne  peut  s'annuler  ni 
changer  de  signe  :  la  tige  tourne  donc  toujours  dans  le 
même  sens  et  d'autant  moins  vite  que  r^  est  plus  grand.  Le 
dénominateur  de  la  seconde  doit  rester  positif,  et  pour  cela 
r  ne  doit  pas  devenir  infini.  Il  y  a  deux  cas  à  distinguer 
selon  le  signe  de  la  partie  indépendante  de  r  : 

H  =  -  fia2(a*-f-  A:«c2)  — to*c*  (mc*-+-  -fxaM. 

Pour  r  =  c,  le  dénominateur  f{r)  est  égal  à 


f  mc'-H  \^<^A  ^'»     >o; 


pour  r  =  00,  il  est  <  o;  il  y  a  toujours  une  racine  r'  com- 
prise entre  c  et  00,  mais,  pour  r  =  o,  /(r)  =  H.  Si  donc 
H<Co,  il  y  aura  une  racine  r^'<Cc\  le  mobile  M  restera 
compris  entre  deux  cercles,  dont  le  centre  est  en  O,  et  dont 
les  rayons  sont  r',  t^\  la  trajectoire  isera  formée  d'une  suite 
de  branches  superposables,  allant  d'un  cercle  à  l'autre  en 
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les  touchant  aux  points  communs.  Si  H  >  o,  i]  n'y  a  pas 
de  racine  entre  c  et  o;  r  à  partir  de  r'  pourra  décroître 
jusqu'à  zéro,  et  même  prendre  des  valeurs  négatives  jus- 
qu'à —  r'  ]  les  branches  dont  se  compose  la  trajectoire  sont 
limitées  au  cercle  de  rayon  r',  et  elles  passent  toutes  à 
l'origine  pour  revenir  toucher  le  cercle.  Enfin,  quand 
H  =  o,  r  pourra  croître  jusqu'à  r',  et  diminuer  ensuite 
jusqu'à  zéro,  mais  il  n'y  arrivera  qu'après  un  temps  infini, 
parce  que  le  coefficient  de  dr  contient  r  en  facteur  commun 
au  dénominateur,  ce  qui  rend  infinie  l'intégrale  qui  a  zéro 

pour  limite.  D'ailleurs  -r  tend  vers  (  i  H j  to  ;  la  courbe 

décrite  est  une  spirale  asymptote  au  pôle. 

Un  cas  très  simple  est  celui  où  f^=zi^^;  et,  comme  ils 
sont  séparés  par  c,  leur  valeur  commune  est  nécessaire- 
ment c;  /{c)  doit  être  nul,  ce  qui  exige  u  =  o;  ensuite  le 
produit  des  racines  de/(/')  =  o  doit  être  c*  ;  donc 


(1)2 


c^lmc^-^  i  (xa«)  —  ^[ia^k^c^=  mk^c'^y     k^=ti)^; 


dans  ce  cas,  l'anneau  décrit  un  cercle  d'un   mouvement 
uniforme. 

Cette  discussion  s'applique  sans  modification  au  cas  par- 
ticulier proposé;  seulement  une  des  racines  de  /(r)  =  o 
est  c,  ou  a  :  nous  n'avons  qu'à  récrire  les  équations  (i) 
et  (2)  avec  les  simplifications  de  forme  qui  résultent  des 
valeurs  numériques  adoptées;  on  a 


^6  la^di  ,  -^  ^r\/a^-^  r^ 


,      dt 


Quand  (o= A",  la  quantité  sousle  radical  est  —  k\r'^ — a-)'- ; 
on  voit  que  r  doit  toujours  rester  égal  à  a,  et  le  lieu  de  M 

est  un  cercle.  Si  ^<^a)y^2,  le  lieu  est  une  courbe  lobée 
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comprise  entre  deux  cercles  concentriques  de  rayons  a 

et  a  1/ -T^ !•  Les  branches  passent  à  Torigine  lorsque 

A>(oy/2.  Enfin,  pour  A' =  0)^/2,  la  trajectoire  est  une 
spirale  dont  Téquation  s'obtient  en  éliminant  dt  entre  les 
deux  équations  du  mouvement  : 

--.  __  dz  a*  <f  r  /a  __  ,     1    à^  dr  f  a^        \    * 

Il  faut  prendre  le  signe  — ,  parce  que  r  ne  peut  que  dé- 
croître à  partir  de  a;  on  peut  mettre  l'intégrale  sous  l'une 
ou  l'autre  forme 

Cherchons  la  pression  N  de  l'anneau  sur  la  barre  dans 
le  cas  particulier,  qui  du  reste  ne  diffère  pas  essentielle- 
ment du  cas  général.  L'accélération  du  mouvement  angu- 
laire de  AB  est  due  à  cette  pression.  Si  donc  on  prend  par 
\  rapport  à  O  le  moment  de  cette  force  et  la  dérivée  du  mo- 
ment des  quantités  de  mouvement,  on  a 

Mais 
^20  _  ^a^oir      dr  __  ^a'^tar  \/{A'^—  9.tjj'^)a^  -^  9.a^w^r^— k^ ^ 

donc 

(uomme  la  tige  a   son  centre  de  gravité  immobile  et 
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qu'elle  est  uniquement  sollicitée  par  la  pression  N  et  la 
réaction  du  point  O,  cette  réaction  est  égale  et  parallèle 
à  N,  mais  de  sens  contraire. 

197.  On  donne  un  cône  droit  dont  Vaxe  est  vertical 
et  le  sommet  en  haut;  un  point  pesant  M  assujetti  à 
rester  sur  la  surface  convexe  est  attaché  à  un  fil  flexible, 
inextensible  et  sans  masse  qui  passe  dans  un  très  petit 
trou  O  au  sommet  du  cône,  pour  s^enrouler  sur  une 
poulie  G  et  se  terminer  par  un  poids  M';  trouver  le  mou- 
vement du  système  en  supposant  que  W  soit  d'abord 
immobile,  et  que,  par  suite,  M  ait  une  vitesse  horizon- 
tale c.  (Paris,  i 87a.) 

Soient  r  la  distance  OM,  0  l'angle  dont  a  tourné  le  plan 
méridien  qui  contient  cette  droite,  cp  le  demi  angle  du  cône, 
/w,  m' ^  2  [JL  les  masses  de  M,  M'  et  de  G.  Le  point  M  est  sol- 
licité par  la  pesanteur,  la  réaction  du  cône  et  la  traction 
du  fil;  ces  trois  forces  étant  dans  le  plan  méridien  de  M, 
leur  moment  par  rapport  à  l'axe  est  nul,  et  l'intégrale  des 
aires  est  applicable  au  mouvement  de  la  projection  de  M 
sur  un  plan  horizontal;  a  étant  la  valeur  initiale  de  r, 
on  a 

Appliquons  à  tout  le  système  le  théorème  des  forces  vives 
la  pesanteur  est  la  seule  force  extérieure  ou  intérieure  qui 
donne  un  travail;  la  force  vive  de  M  est 


mp'  ou  m 


[dr^         ,    .  ,    d^^\ 


celle  de  M'  est  /n'-i-j>  et  celle  de  la  poulie  est  le  produit 
de  son  moment  d'inertie  par  le  carré  de  sa  vitesse  angulaire 
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(i>;  R  étant  le  rayon  de  la  poulie,  on  a  ainsi  -R^  x  2[jl(*)2; 


mais  Ro)  est  la  vitesse  d'un  point  de  la  circonférence  sur 

dr 
dt 


dr 
laquelle  s'enroule  le  fil,  ou  -j-  et  l'on  a  en  définitive 


(m  4-  m  -4-  fx;  ^-y  4-  mr*  sin*<p  -vy  —  mc^=  '^g\Tn  cos©  —  m  )  (r  —  a). 

En  éliminant  tour  à  tour  dt  et  û?6  entre  celte  équation 
et  (i),  on  obtient  deux  équations  propres  à  déterminer, 
Tune  la  trajectoire  de  m,  l'autre  la  loi  du  mouvement  : 

,    ^        .         ,^  -^-.acdr  \lm  -f-  m'  -4-  \x 

(2)      sin«paO  = 


(3)      dt  = 


r  ^mc^i^r'^  —  a^ ) h-  2 gr* ( m  cos c^  —  m' )  ( r  —  a ) 

dzr  dr  s/ m  -+-  m'  -h  |a 
^mc^{r^ —  «2)  _l_  'xgi^m  coscp  —  ni){r  —  a)r* 


Quand  m!  est  égal  à  m  coscp,  on  peut  intégrer  ces  équa- 
tions :  la  première  donne 


=  aséc  (6  sincp4  / 


m 


m  -hm  -h  fx 


Il  suffit  de  multiplier  r  par  sincp  pour  avoir  en  fonction 
de  8  le  rayon  vecteur  d'un  point  de  la  projection  horizon- 
tale de  la  trajectoire  du  point  M;  c'est  une  courbe  dont 
le  rayon  vecteur  est  asinç  pour  6  =  o,  et  devient  infini 
pour 


2Sin(p|/  m 


ce  lieu  se  déduit  d'une  ligne  droite  en  augmentant  les 
angles  polaires  de  ses  divers  points  dans  un  rapport  con- 
stant; il  y  a  une  asymptote  à  distance  finie  du  pôle. 

Dans  le  cas  particulier  considéré,  l'équation  (3)  donne, 
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pour  la  loi  du  mouvement, 


'T  ,     /m  -4-  m'-h  UL      y— ■ 


il  faut  un  temps  infini  à  M  pour  parcourir  sa  trajectoire; 
il  est  bien  entendu  qu'il  sera  arrêté  si  la  longueur  du  fil  est 
finie;  mais  cette  impossibilité  ne  peut  être  prévue  par  nos 
équations,  qui  nous  indiquent  du  moins  l'époque  où  elle 
vient  à  se  produire. 

Revenons  au  cas  général,  et  posons  rsin(p=:  p,asin'^  =  a, 
/n  4-  m' -h  [JL  =  X ;  l'équation  (2)  deviendra  l'équation  de 
la  projection  horizontale  de  la  trajectoire  : 

(4)     ^ev/sincp=        ■  "^       ^^  _ 

Pv(p  —  ^)\.'^SK^^  cos  cp  —  m'  )  p2  -h  me'-  sin  cp  (  p  -4-  a  )j 

Quand  mcosç>  —  m!<C.o,  la  quantité  entre  crochets 
s'annule  pour  une  valeur  positive,  p,  de  p  et  pour  une  va- 
leur négative;  rf8  n'est  réel  que  si  p  est  compris  entre  a  et 
P  ;  la  projection  est  donc  comprise  entre  deux  cercles  de 
rayons  a  et  p,  qu'elle  vient  toucher  alternativement.  Ces 
deux  cercles  se  confondent  et  le  mouvement  de  M  est  uni- 
forme quand  g{m!  —  /ncoscp)=  mc^oL,  Si  de  l'identité 

2^(/ncos«p  —  /w')  p2_j_  jYic^  sincp(p  n-  a)=  o 

^011  tire  2^(m  cos^p  —  m')  pour  le  substituer  dans  (4),  elle 
prend  la  forme 


sin  cp  É^Ô  =  zt  1  /  — 
y    m 


a^dp 


qu'il  est  aisé  de  ramener  à  la  forme  type  des  intégrales 
elliptiques  de  troisième  espèce,  en  posant 
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Dans  le  cas  où  m  cos'^  —  m'^  o,  la  quantité  entre  cro- 
chets sous  le  radical  (4)  est  positive  pour  toutes  les  valeurs 
positives  de  p;  ce  rajon  vecteur  doit  donc  être  toujours 
>-  a,  et  il  grandit  indéfiniment,  mais  cela  exige  un  temps 
infini.  Comme  le  coefficient  de  rfp  a  un  dénominateur  de 

5 

Tordre  de  p^,  l'intégrale  prise  dep  =  aàp  =  oo  sera  finie, 
et  à  p  infini  répond  une  valeur  finie  9^  de  0;  j'ajoute  que 
l'asjmptote  correspondante  passe  au  pôle,  car  la  distance 
de  ce  point  à  l'asymptote  peut  s'écrire 

limp(6i —  0  )  =  lim =  lim  -r-  =  Iimp*-7-. 

P  F 

//A 

Oi*  ?2  -j-  est  nul  pour  p  infini,  puisque  le  numérateur  est 

de  degré  inférieur  au  dénominateur. 

Dans  ce  dernier  cas,  il  peut  se  faire  que  la  quantité  entre 
crochets  soit  un  carré  parfait;  on  trouve  alors 


c?Q  sin  cp  =  2  a^  â  /  — 


do 


p(2a-H  p)v^p  —  a 
On  peut  intégrer  : 

-  64  /  —  sin ç  =  arc  tanff  i  / —  arc  tane  |  /  ^ —  ; 

mais  cette  intégrale,  tout  en  précisant  la  valeur  de  6  qui 
répond  à  une  valeur  donnée  de  p,  ne  nous  montre  pas  les 
propriétés  de  la  courbe  plus  nettement  que  son  équation 
différentielle. 

La  tension  du  fil  ne  varie  pas  depuis  le  point  M  jusqu'à 
la  poulie,  elle  serait  donnée  par  l'expression  de  l'accéléra- 
tion de  M  suivant  le  rayon  vecteur  ;  mais  il  est  plus  facile 
de  la  calculer  en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives  à 
un  petit  déplacement  du  système  formé  de  C  et  du  poids 
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M'.  Les  forces  extérieures  qui  sollicitent  ce  système  sont  la 
tension  T  du  fil  GOM  et  le  poids  de  M'  ;  le  déplacement  du 
point  d'application  est  pour  toutes  deux  rfr;  donc 

d{m'-^  jx)  ^  =  2(T  —  m' g)  dr. 

Mais  Féquation  (3)  donne 

{m  -i-  m'-\-  fx)  -r-^  =  mc'^ —  mc'^  —  H-  2^(771  coscp  —  m'){r  —  a). 

m 

On  n'a  qu'à  difTérentier,  substituer  et  diviser  par  2  dr  : 

(m -h  m' -h  [x)T  =  FngUm'-h  fJi)coso  -+■  /n']-+-  m(m'-{-  u.)  — 7— • 

La  tension  du  fil  CM'  est  égale  à  T ^  [^  wlf  '  Quant 

à  la  pression  N  exercée  par  M  sur  le  cône,  on  l'obtient  en 
calculant  la  composante  de  la  force  qui  sollicite  M,  estimée 
suivant  la  normale  extérieure  au  cône; 

—  mr  sin  cp  cos  cp  -7-^  =  N  —  mg^  sm  <p, 

_,  .       /  a*  c'  cos  © 

N  =  msinœLç' ,    .        ' 

'  \  r*  sin'cp 

Ces  calculs  s'appliquent  au  cas  où  (f  sera  égal  à  90  degrés, 
c'est-à-dire  où  le  point  M  sera  posé  sur  un  plan  hori- 
zontal. 

198.  Mouvement  d'une  barre  pesante  et  homogène 
AB,  dont  une  extrémité  A  reste  sur  un  plan  horizontal, 
tandis  que  V extrémité  B  suit  une  verticale.  Il  n'y  a  pas 
de  frottement,  et,  à  V origine ^  la  vitesse  du  point  B  est 
nulle.  Cas  particuliers. 

Prenons  la  verticale  donnée  pour  axe  des  z,  le  sens  po- 
sitif étant  de  haut  en  bas,  le  plan  horizontal  pour  plan 
XOY,  et  supposons  l'axe  des  x  dirigé  vers  la  position  ini- 

Db  S.-G.  —  Rec,  27 
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tiale  de  A.  Soient  2  a  la  longueur  de  la  barre,  C  son  point 
milieu,  8  l'angle  GOZ,  ^  Tangle  du  plan  COZ  avec  ZOX  ou 
Tazimut  du  plan  qui  contient  AB.  Le  triangle  AOB  étant 
rectangle,  la  médiane  GO  est  égale  à  a,  et  Tangle  de  AB 
avec  la  verticale  à  8. 

Le  théorème  des  aires  s'applique  à  la  projection  du  mou- 
vement sur  OXY.  Si  l'on  désigne  par  dm  la  masse  d'un 
élément  M  pris  sur  AB,  par  r  la  distance  BM,  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  OZ  est 


X, 


r^sin^ô  -5-^  dm  :=  ^  a'^m  siii*6  -~  ; 
^g  at  i  at 


d^ 


w  étant  la  valeur  initiale  de  —  et  a  celle  de  6;  on  a  donc 

at 

(i)  sin*6 -~  =a)sin*a. 

Le  théorème  des  forces  vives  nous  donne  une  seconde 
équation;  le  travail  des  réactions  est  nul,  et  il  ne  reste  que 
celui  du  poids  mg  appliqué  en  C.  Quant  à  la  force  vive, 
on  peut  la  décomposer  en  deux  parties  :  i°la  force  vive 
d'un  point  de  masse  m  animé  du  même  mouvement  que 
le  centre  de  gravité  G;  2®  la  force  vive  qui  correspond  au 
mouvement  de  la  barre  relativement  à  des  axes  menés 
par  G  dans  des  directions  fixes.  Or,  la  vitesse  absolue  de  G 
et  la  vitesse  relative  d'un  point  de  la  barre  situé  à  la  dis- 
tance p  de  G  sont  égales  au  produit  de  a  ou  de  p  par 

\/   ^  +  sin^O  ^;  et  comme,  pour  t  =  Oj  O'est  nul  et  i' . 
égal  à  (0,  on  trouve  pour  l'équation  des  forces  vives 

ma^^  \ma^^  (^^  +  sin^ô  g) -|  ma«a>«  sin^a 
=  2m^a(cos6  —  cosa). 
Éliminant  dty  puis  d^  entre  celte  équation  et  l'équation  (i), 
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on  a  tour  à  tour  une  équation  de  la  trajectoire  du  point  C 
et  la  loi  du  mouvement. 


,  2aw>siD*a-Trj  ==  sin*6(cos6  —  cosa)[3^(i  —  cos'6) 

—  2 a co' sin* a ( cos a  -h  cos6)], 

.  2a  sin*6 -y-j  =(cos6  —  cosa)[3^(i  —  cos*6) 

—  2a(û*  sin*a(cosa  -h  cos6)]. 


Le  second  membre  de  l'équation  (3)  est  un  polynôme  du 
troisième  degré  en  cos8,  négatif  pour  cos  6  =  dz  i  ;  comme 
il  s'annule  pour  la  valeurcosa,  il  s'annulera,  engénéral,  pour 
une  autre  valeur  cos|3  aussi  comprise  entre  4-  i  et  —  i .  Pour 

que  --r  soit  réel,  il  faut  que  6  reste  compris  entre  a  et  ^3  ; 

quand  il  variera  de  l'une  de  ces  limites  à  l'antre,  t  eX,  if 
croîtront  de  quantités  constantes  t^  et  ^|.  Il  est  facile  de 
voir  si  P  est^a  :  désignons  par  y(8)  la  quantité  entre  cro- 
chets dans  les  équations  (a)  et  (3);  on  a 

y(a)  =  (3^  —  4^^*cosa)  sin'a; 

suivant  que  /(a)  est  ^o,  on  doit  donner  à  8  des  valeurs 
^  a  et  p  sera  lui-même  ^  a. 

Nous  pouvons  supposer  que  a  représente  la  plus  petite 
des  limites  entre  lesquelles  doit  varier  6;  elle  est  né- 
cessairement <[  -  »  et  p  <^  Il  —  a.  Je  dis  que  if^  est  >  -  • 

2  2 

Si,  dans  Féquation  (a),  je  remplace  Zg  par  sa  valeur 
tirée  de  l'identité /(P)  =  o,  j'en  déduirai  pour  dif  la 
valeur 


,,  _^  sîna  sinP  fl?0 


sin6/(cosô  —  cos  a)  (cos  p  —  cos  6  ) /cos  6  (cos  a -f- cos  p) -h  i -H  cos  a  cos  ^ 
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Mais  on  a 
cosO(cosa  -+■  cosP)-f- 1 -♦-  cosa  cosp  <  iH-  2  cosa  cosp  H-  cos*at, 


4'i>-7 


V  I-h  2COS0'  cos  p  H-  cos*a 

^  sin  a  sin  p  <f6 


X 


JoL     si 


sin6/(cosa —  cosô)(cos6 — cosP) 


Pour  calculer  cette  intégrale  S,  posons 

cos  6  =  cos  a  cos'  u  ■+■  cos  p  sin*  u  ; 


il  vient 

7C 


^         I  2  sin  a  sin  3  c?a  S  —  a 

S  =      /         ; r r.     .     . T.    =  Tt  COS  ^- 


"/■t- 


(  COS  a  cos*  u  -h  cos  p  sin'  u  )* 

ir  cos  -(P  —  a) 


-i'i>  '' 


v/i  ■+•  2  cos  a  cos  p  -+-  cos' a 


.         11      /2  -H  2  cos  a  cos  p  -h  2  sin  a  sin  p 
^*       2  y         i-t- 2Cosa  cosp -i- cos'a 

et  la  quantité  soumise  au  dernier  radical  est  ^  i .  Le  calcul 
est  tout  semblable  à  celui  de  M.  Puiseux  pour  la  diffé- 
rence d^azimut  de  deux  plans  dans  lesquels  l'angle  du  pen- 
dule sphérique  avec  la  verticale  est  maximum  pour  l'un, 
minimum  pour  l'autre. 

Le  point  Â  décrit,  sur  le  plan  horizontal,  une  courbe 
qui  vient  toucher  alternativement  les  cercles  de  rayons 
ii<2  sina  et  2<2  sin  ^  ;  mais,  si  ^  est  obtus,  la  courbe,  en  pas- 
sant d'un  cercle  à  l'autre,  va  encore  toucher  le  cercle  de 
rayon  2 a  qui  enveloppe  les  deux  premiers. 

Lorsque /(a)  est  nul,  c'est-à-dire  lorsque 

3^=  4ûfWcosa, 
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6  ne  peut  prendre  d'autre  valeur  que  a  :  AB  tourne  d'un 
mouvement  uniforme  autour  de  OZ  en  décrivant  un  cône 
droit. 

Les  réactions  de  l'axe  des  z  et  du  plan  des  xy  se  calcule- 
ront en  exprimant  que  ces  forces,  appliquées  en  G  avec  le 
poids  mgy  sont  égales  à  la  masse  multipliée  par  l'ac- 
célération du  point  C  ;  mais  les  résultats  sont  bien  com- 
pliqués. 

Cas  particuliers.  —  Supposons  w  =  o:  la  barre  ne  sort 
pas  du  plan  vertical  XOZ  ;  le  point  G  reste  sur  un  cercle 
vertical,  et  la  loi  de  son  mouvement,  aussi  bien  que  celle 
du  mouvement  de  AB,  est  donnée  par  l'équation  (3),  qui 
prend  la  forme 


=±:dt 


/cosô  —  cosa 


V  2a' 


9  diminue  de  a  à  — a  pour  revenir  à  a,  et  ainsi  de  suite; 

OG  oscille  comme  un  pendule  de  longueur  |a.  Soient  Z 

et  X  les  réactions  du  plan  horizontal. fixe  et  de  l'axe  OZ, 
X  et  z  les  coordonnées  de  G;  on  aura,  par  le  théorème  du 
mouvement  du  centre  de  gravité, 


mais  ^  =  asinO,  z  =  acosO,  et  l'équation  du  mouvement 
donne 


-7-T  = -^-(cos6— -cosa),     -5— ==  —  7^  smO. 
dt^       ia^  '^      dt^  4a 

Ces  expressions  permettent  de  calculer  X  et  Z,  et  Ton 
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trouve 

X  =  — -^sin6(6cosa  —  gcosô), 

Z  =  -—■  (6cosacos6  —  gcos^ô  —  i). 
4 

X  est  toujours  de  signe  contraire  à  6  et  Z  toujours  né- 
gatif. 

Un  autre  cas  simple  est  celui  où  l'on  suppose  la  barre 
non  pesante  :  en  faisant  g  =  o  dans  l'équation  (2),  on  en 
tire 

=  cl^j      tangacotO  =  cos4^. 


sin*6  y/cos*^ a  —  sin* a cot* 6 

La  surface  engendrée  par  la  droite  AB  a  pour  équation 
(a?*  +  y*  sin*a)(^-+-a7COta)2  =  4 «2 /pi  cos^a. 

199.  Deux  masses  m,  ml  ^posées  sur  un  plan  horizon- 
tal, sont  réunies  par  un  fil  flexible,  de  longueur  inva- 
riable l,  et  guipasse  dans  un  très  petit  anneau  fixe  O  ;  la 
masse  m  est  attirée  vers  O  avec  une  intensité  inverse- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  distance;  on  im- 
prime à  m,  m!  des  vitesses  connues,  et  Von  demande  le 
mouvement  qui  en  résultera;  cas  où  la  vitesse  initiale 
de  m'  est  nulle.  (Paris,  1878.) 

Soient  r,  r'  les  distances  O  m,  O  m' ;  9,  8' les  angles  de  ces 
droites  avec  un  axe  fixe;  a,  a'  les  valeurs  initiales  de  r,  r'] 

w,  0)'  celles  de  -r  >  rn  j  ^  la  vitesse  initiale  de  glissement  du 
'  dt     dt  ^ 

fil  sur  le  point  fixe  O.  Le  théorème  des  aires  est  applicable 
au  mouvement  de  chaque  point  en  particulier  : 

.  û?6         _  ,_  dW        ,,    , 

dt  '  dt  ' 
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on  appliquera,  au  contraire,  l'équation  des  forces  vives  au 
système  entier,  parce  que  le  travail  de  la  tension  du  fil  dis- 
paraîtra, et,  si  l'on  appelle  A: ^  m  l'attraction  exercée  sur  m 
à  l'unité  de  distance,  on  aura 

\dt^  dt^  J  \r        a) 

Remplaçons  —-5  —  par  leurs  valeurs,  et  r'  par  / —  r\  nous 
aurons 

dr^  7*2  —  (i^ 

[m-\-m']  -—  =  [m  4-  m!  j  u}  -h  ma}tù^  — ■. — 

[l  —  rj^  \r       a^ 

Le  second  membre  est  positif  pour  r  =  a,  et,  si  w  et  w' 
ne  sont  pas  nuls,  il  est  négatif  quand  r  est  suffisamment 
voisin  de  o  ou  de  l\  il  y  a  donc  toujours  deux  valeurs,  a 
et  (3,  comprises  entre  o  et  /,  et  entre  lesquelles  /'  oscille, 
allant  de  Tune  à  Taulre  dans  un  temps  constant.  La  tra- 
jectoire de  m  sera  formée  d'arcs  égaux  compris  entre  les 
cercles  de  rayons  a  et  j3,  qu'elle  touche  alternativement; 
celle  de  m  a  une  forme  analogue  entre  les  cercles  de  rayons 
/  —  a  et  / — j3.  Pour  que  a  soit  égal  à  j3,  il  faut  que  leur 
valeur  commune  soit  a,  ce  qui  suppose  w  =  o,  et  exige 
que  r=  a  annule  la  dérivée  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (i);  en  observant  que  a'=  / — a,  cette  condition 
donne 

mcD'a  —  /n'(ii'2(/  —  a) — A:'  — ;  =0. 
On  pourra  d'une  infinité  de  manières  satisfaire  à  cette  rela- 
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tion,  et  alors  les  deux  points  se  mouvront  uniformément 
sur  deux  cercles. 

Si  l'on  suppose  <*>  =  o,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (i)  est  ^  o  pour  les  valeurs  de  r  entre  o  et  a;  r  aura 
une  limite  supérieure  moindre  que  /;  mais,  après  l'avoir 
atteinte,  il  décroîtra  jusqu'à  zéro,  et,  si/n  peut  dépasser  le 
point  O,  il  s'échappera,  et  Ton  aurait  à  étudier  le  mouve- 
ment de  deux  points  liés  par  un  fil  et  dont  l'un  est  attiré 
vers  O,  problème  plus  difficile  que  celui  qui  vient  d'être 
résolu. 

Dans  le  cas  particulier  proposé,  u  et  w'  sont  nuls.  Je 
reprends  l'équation  (i),  en  j  remplaçant  dt  par  — ^  : 


(2)  d%i/  ""  "'""^'' 


4 /a^wî — 2  ~  -f 


7-2  4  /  a2a)2—  2 h  2 


r  r^ 


T          T     1    î           1                                                                     a^w* 
Le  radical  s  annule  pour  r  =  a  et  pour  r  =  ri=  —r: z — ;• 

Si  Fi  >>  o,  r  restera  compris  entre  a  et  Tj  ,  sinon  il  ira  de  a 
jusqu'à  l'infini.  On  peut,  du  reste,  intégrer  la  valeur  de  8, 
et,  en  prenant  les  cosinus  des  deux  membres,  on  trouve, 
pour  la  trajectoire  de  m, 

i  =  4^U  ^,=^cos(e./IK:)1 . 

r       a*  to2  L  A:*  \^    y   jn-\-  m  /  j 

Cette  courbe  est  la  transformée  d'une  conique  ayant  son 
fojer  au  pôle  et  où  l'on  aurait  augmenté  les  angles  polaires 

de  tous  les  points  dans  le  rapport  de  \/m  -}-  m'  à  y//?i.  On 
trouvera  la  position  de  m  en  fonction  du  temps  delà  même 
façon  que  pour  le  mouvement  des  planètes  ;  en  général,  cela 
revient  à  mettre   dt  dans  l'équation  (2)  et  à  intégrer  sa 
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valeur 


/ 


dt(  '    ""  '■'''• 


m  -T-  m 


i  /  (  a*(o'  —  2  —  j  r*-i-  2Â:*r  —  a*a)' 


Il  est  entendu  que,  si  r  dépasse  /,  m'  traversera  l'an- 
neau O,  et  les  conditions  du  problème  seront  tout 
autres. 

200.  Mouvement  d'une  droite  pesante  assujettie  à 
rester  sur  la  sur/ace,  parfaitement  polie,  d'un  hyper- 
boloïde  de  révolution  dont  Vaxe  est  vertical. 

Notre  droite  coïncidera  successivement  avec  les  diverses 
génératrices  d'un  système,  et  sa  position  sera  connue  si 
l'on  donne  l'angle  i(  de  sa  projection  sur  le  plan  du  cercle 
dégorge  avec  un  diamètre  OXdece  cercle,  et  la  distance  r 
comprise  entre  le  milieu  M  de  la  droite  et  le  point  G,  oii  sa 
direction  perce  le  plan.  Soient  a  le  rayon  du  cercle  de  gorge, 
B  l'angle  des  génératrices  avec  l'axe  de  la  surface,  qu'on 
prend  pour  axe  des^;  l'angle  de  OC  avec  OX  est,  en  comp- 
tant ij;  dans  un  sens  convenable,  — h  ^,  et  les  coordonnées 
rectangulaires  de  M  seront 

IX  =  r  sin6  cost);  —  a  sini}', 
y  =^  r  sin6  sinij'  -+-  acostj', 
z  =  rcosO; 

z  et  r  sont  positifs  au-dessous  du  cercle  de  gorge. 

Comme  les  réactions  que  la  barre  reçoit  aux  divers  points 
où  elle  touche  la  surface  sont  dirigées  suivant  les  normales 
correspondantes,  leur  moment  par  rapport  à  OZ  est  nul, 
et  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  est 
constante.  Cette  somme  est  égale  au  moment  donné  par  la 
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masse  totale  concentrée  en  M,  plus  celui  qui  correspond 
au  mouvement  relatif  autour  d'une  verticale  qui  serait  en- 
traînée avec  M;  la  première  partie  est 


m 


(^S-^S)='"[(*'-^'-**''"^)â-«^'"«§} 


la  seconde  est,  en  appelant  mk^  le  moment  d'inertie  de  la 
barre  par  rapport  à  son  milieu,  mk^  sin^O-j-;  donc 

(2)  (a«H-  k^  sin«e  -f-  r« sin^O)  ^  —  a  sinO  ^  =  a. 

dt  dt      ^ 

La  force  vive  s'évalue  comme  il  a  déjà  été  fait,  en  deux 
parties  :  l'équation  du  travail  est 

dt^       ^  ^  dt^ 

dr  d\  û        F 

dt  dt  ° 

Multiplions  par  a'^-^  {r^-\- k^)s\ïi^^,  élevons   l'équation 

(2)  au  carré  et  retranchons  membre  à  membre  :  on  élimine 
di^^  et  il  reste 

dr^ 

(3)  (r2-F^«)sin*e-— =n(a2-hA:îsin8e4-rîsin2e)(AH-2^rcose)— {JL«. 

Le  second  membre,  étant  du  troisième  degré,  s'annule 
au  moins  pour  une  valeur  de  r;  supposons  que  cela  se 
présente   à  l'instant   initial.    Désignons   par  To  et  o)   les 

valeurs   correspondantes  de  r  et  de --^>  et  posons,  pour 

abréger, 

les  équations  (2)  et  (3)  prennent  une  forme   simple,  en 
donnant  à  A  et  à  [x  les  valeurs  qui  rendent  les  deux  membres 
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identiques  pour  f  =  o  : 

f5>       (r«-f-X:«)^—  =(r-ro)[Y(r«-+-c«  +  A:î)-i-(r5-r-c«-4-A:«)a>«(r-f-ro)]. 

Si  To^  o,  le  trinôme  entre  crochets,  /{r),  est^  o  pour 
toute  valeur  positive  de  r;  on  en  conclut  que  r  ne  peut 
varier  que  de  To  à  oo;  mais,  quand  ro<!  o,  il  peut  arriver 
que/(r)  s'annule  pour  une  ou  deux  valeurs  de  r  plus 
grandes  que  Fq  ',  dans  le  premier  cas,  qui  répond  à/(ro)<!  o, 
ou  Y  -+-  2(i)2ro<!  o,  r  devra  varier  entre  r©  et  la  racine  de 
f[r)=zo  qui  est  inférieure  à  /'o.  Si  les  deux  racines  sont 
réelles  et  >  To,  r  variera  encore  de  r©  à  la  plus  petite,  et 
la  droite  ne  sortira  pas  d'une  certaine  zone  comprise  entre 
deux  parallèles  de  Thyperboloïde.  Dans  le  cas  où  l'une 
des  racines  de/(r)  =  o  est  Tq,  et  quelle  que  soit  la  gran- 
deur de  l'autre  racine,  on  a 


tr^  — 


Y  -I-  2  w^  To  =  O  ; 

M  et  tous  les  points  de  AB  décrivent  uniformément  des 
parallèles.  Quand y(r)  ne  s'annule  pas  pour  r^ro,  r  va 

de  7*0  à  00.  ~  s'obtient  en  remplaçant,  dans  {^),  -n  par  sa 

valeur  tirée  de  (5)  ;  mais,  quand  r  est  très  grand,  on  a  sen- 
siblement dr  =  dt  \/ry^  r^  dif  -=cdr]  donc  i(  tend  vers 
une  limite  finie,  et  le  mouvement  de  M  devient  à  peu  près 
uniformément  accéléré. 

Quant  (I)  =  o,  ou  quand  la  barre  part  du  repos,  on  peut 
intégrer  (4)  ; 

—  vk^  -+-  c'  =  arc  tang    , arc  taner    , 

on  en  déduit  la  forme  de  la  trajectoire  de  M. 


-.--  y 
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201 .  Mouvement  de  deux  points  A,  A',  de  masses  m, 
m' j  assujettis  à  rester  sur  une  circonférence  dont  le 
diamètre  est  égal  à  a  et  se  repoussant  avec  une  force 

égale  à —      ^    «  (Caen,  1880.) 

AA' 

Soient  28,  2O'  les  angles  des  rayons  OA,  OA'  avec  une 
droite  fixe  OX;    a,  w,  w'  les  valeurs  initiales  de   6' — 8, 

-=-  >  ^-  •  Les  réactions  du  cercle  sont  les  seules  forces  exté-" 
at     dt 

rieures  agissant  sur  le  système  m,  m!  et  leurs  moments 
relatifs  à  O  sont  nuls  :  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  O  est  constante  : 


rfe         ,  dW 


'  ..v'  . 


dt  dt 

intégrant,  on  a,  pour  une  direction  convenable  de  OX, 
(i)  m6 -t- /n'6'  =  (ma)-i-7n'a)')f. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  encore 

(2)     m  -,"  -\-  m  —j-r;  —  mw2-H  m  w'*H r-- 


df^  dt^  sin^a         sin2(6'— 0) 

Si  nous  posons  6'  —  0  ==  m,  nous  aurons,  eu  égard  à  l'é- 
quation (i), 


(3) 


e  = 

rrnù  -h  m!  ui'             m!  u 

m-^  m'             m-\-m! 

mw  -f-  /n'w'              mu 
t  \ 

*/  — — 

m->r  m'              m-\-  m' 

En  substituant  ces  valeurs  et  leurs  dérivées  dans  l'équa- 
tion (2),  celle-ci  donne,  après  quelques  réductions  sim- 
ples, 

^"^^     ~di^  ~  sin2asin2a 
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Posons  encore 

(o)'— (»))«sin«aH-A*(/?n-m  )=  —^ ^-~ : 

l'ëquation  (4)  nous  donnera 

X  dt  y  m  -h  m'  sin  u  du  '  sinudu 


si"  P  /sin»  u  —  sin»  p  /cos^  p  —  cos»  i^  ' 

X \/m  -h  rn' ( t  -^  h)  • 


cosM  =  cosp  cos 


sin^ 


l'angle  m,  ou  0' — 9,  oscille  entre  p  et  ic — p  ;  sa  valeur 
étant  déterminée,  les  équations  (3)  font  connaître  complè- 
tement la  loi  du  mouvement.  Quant  à  la  pression  de  m  sur 
le  cercle,  elle  est  égale  à  la  force  centripète  augmentée  de 
la  con^posante  normale  de  la  force  répulsive  : 


N  =  2ma  ( 


mtii  -\-  m'tïi'  m'       du\^       X^amm' 

m  -^  m'  m  -h  m'  dt  /  sin»  u 


202.  Un  point  M,  de  masse  m,  peut  se  mouvoir  dans 
un  tube  rectiligne  de  masse  égale  posé  sur  un  plan  ho- 
rizontal :  on  imprime  au  système  un  mouvement  ini- 
tial et  on  demande  le  mouvement  ultérieur  et  la  pres- 
sion N  rfe  M  sur  le  tube;  il  n'y  a  pas  de  résistances 
passives.  (Paris,  1887.) 

Soient  6  Tangle  du  tube  avec  une  direction  fixe,  r  la 
distance  du  centre  de  gravité  C  du  système  au  point  M 
ainsi  qu'au  centre  O  du  tube,  2//2Â:- le  moment  d'inertie 
du  tube  autour  d'une  perpendiculaire  menée  par  le  point 
O.  Le  centre  de  gravité  C  prend  un  mouvement  rectiligne 
et  uniforme.  Considérons  ensuite  le  mouvement  du  sys- 
tème par  rapport  à  des  axes  menés  par  C  dans  des  direc- 
tions fixes  :  la  force  vive  du  système  et  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  G  restent 
constantes;  on  en  conclut  facilement  deux  relations  de  la 
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forme 


d'où 


dt=±L  j 


V^(r* -h  A:*  )  (  fxV* -i- [jlU*  —  X»  ) 


La  dernière  équation  représente  la  trajectoire  relative 
et  se  discutera  sans  peine  :  ce  serait  la  trajectoire  absolue 
si  C  était  d'abord  immobile.  Enfin,  en  considérant  le  mo- 
ment  de  la  quantité  de  mouvement  du  tube  autour  du 
point  O,  on  a 


~     r     dt^~      {r^-^-k^ydi"  ,,       ,,4 

^  ^  (r'-i-Â:*)* 


EXERCICES. 

1.  Sur  une  table  horizontale  dépolie  est  étendu  en  ligne  droite 
lin  bout  d'une  chaîne  minces  homogène  et  parfaitement  flexible, 
dont  Tautre  bout  pend  librement  en  dehors  de  la  table  :  mouve- 
ment de  la  chaîne  quand  on  l'abandonne  à  l'action  de  la  pesan- 
teur; tension. 

La  position  de  la  chaîne  peut  être  définie  par  la  longueur  x  qui 
est  en  dehors  delà  table;  l'équation  des  forces  vives  donne 

%  Un  fil  sans  masse  porte  à  une  de  ses  extrémités  un  poids  P; 
il  s'enroule  sur  un  cylindre  horizontal  de  poids  2fi,  puis  traîne  à 
son  autre  extrémité  un  poids  Q  posé  sur  un  plan  horizontal  dé- 
poli :  mouvement  du  système  en  admettant  que  Tair  oppose  une 
résistance  égale  à  kv^  et  qu'entre  le  cylindre  et  le  poids  Q  le  G\ 
est  horizontal;  tension  du  fil.  (Toulouse,  1880.) 


SUR    LA    MÉCANIQUE    RATIONNELLE.  43 1 

Soit  X  la  quantité  dont  a  marché  le  chariot;  forces  vives 

tension  du  fil  attaché  au  chariot  —  -7^  +/0  -^  k'v^, 

g  dt^       "^  ^ 

3.  Mouvement  d'une  barre  pesante  et  homogène  dont  les  ex- 
trémités A,  B  glissent  sur  deux  droites  situées  dans  un  même  plan 
vertical  et  inclinées  à  45°  sur  Thorizon;  pressions  en  A  et  B.{Voir 
la  fin  du  n*  198.) 

4.  Une  droite  pesante  et  homogène  peut  tourner  autour  d'une 
de  ses  extrémités  0  dans  un  plan  vertical  F;  l'autre  extrémité  A 
appuie  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ABC  qui  est  mo- 
bile dans  le  plan  F  et  dont  un  côté  AB  peut  glisser  sur  une  ho- 
rizontale OX;  il  n'y  a  pas  de  résistances  passives.  Mouvement  du 
système. 

Il  suffit  de  connaître  l'angle  AOX;  théorème  des  forces  vives. 

5.  Une  tige  homogène  OA,  mobile  autour  de  O,  est  soutenue  à 
l'autre  extrémité  A  par  un  fil  qui  va  passer  sur  une  très  petite 
poulie  B  et  se  termine  par  un  poids  Q  qui  pend  librement;  la 
droite  OB  est  horizontale  et  égale  à  OA;  mouvement  du  système 
abandonné  à  l'action  de  la  pesanteur.  (Nancy,  1884.) 

P  poids  de  OA,  a  a  sa  longueur,  9  son  angle  avec  l'horizon,  / 

longueur  du  fil,  BQ  =  x:  /  =  a7-H4^sin-6;  intégrale  des  forces 
vives  : 

î^  gdf^'^gdt^  =aQ(a7  — a?o)-i-2Pa(sine~.sin6o). 

6.  Un  cylindre  droit  homogène  est  posé  sur  un  plan  incliné  P 
sur  lequel  il  ne  peut  que  rouler  sans  glisser,  ses  génératrices  res- 
tant horizontales;  chercher  le  mouvement  qu'il  prendra  sous  Tin- 
fiuence  de  la  pesanteur  et  d'une  attraction  exercée  par  un  point 
O  de  P,  proportionnelle  aux  masses  et  aux  distances;  réaction  du 
plan.  Position  d'équilibre.  (Paris,  1884.) 

Soit  X  la  distance  de  O  à  la  génératrice  de  contact  ;  force  vive 

•^(-£2  —  ^i*)  =  îi^(a?  — ^o)siniH-X«(a:ÎS~a?>). 


(■ 
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Composante  tangentielle  de  la  réaction 

X  =  (  ^sint  — A»a7—  -^  1  /n=  —  (^sint—  J<^x), 

7.  Oscillations  d'un  cylindre  elliptique  homogène  posé  sur  un 
plan  horizontal  assez  rugueux  pour  empêcher  tout  glissement. 
(Gaen,  i88i.) 

Le  moment  d'inertie  du  cylindre  autour  de  Taxe  est  m ; —  ; 

si  le  grand  axe  de  Tune  des  sections  droites   fait   l'angle  cp  avec 
l'horizon, 

a^-\-b^       a*  sin*cp -h  6*  cos'tp  Wcp* 
4  a*  sin*cp  H- ^*  cos^cp/ <a?f* 

=  ig{h  —  /a^  sin2  cp  -i-  6*  cos- o)  ; 
quand  ©  est  très  petit,  -^^  diffère  peu  de  ^,^_^^^^.  (?o  —  ?*)• 

8.  En  deux  points  A,  B  d'une  horizontale  sont  attachés  deux 
fils  de  longueur  l  qui  soutiennent  les  extrémités  d'une  droite  pe- 
sante et  homogène  PQ;  on  écarte  cette  droite  de  sa  position 
d'équilibre  en  ayant  soin  que  son  milieu  reste  sur  la  verticale  qui 
passe  par  le  milieu  de  AB  ;  calculer  le  moment  d'un  couple  capable 
de  tenir  la  droite  en  équilibre  et  déterminer  le  mouvement  qu'elle 
prendra  si  on  l'abandonne  à  l'action  de  la  pesanteur.  (Poitiers, 
1884.) 

Soient  AB  =  aa,  PQ  =  2c,  6  l'angle  de  AB  avec  PQ  qui  reste 
horizontale  à  la  distance  z  au-dessous  de  AB  : 

/2=  a«-f-c2— 2accos6-t-^*;      ^  "^  3  ^  ^7?  =  2^(-5  — -«o); 

1             1               iw      .,..           .1      .           1                     w^'acsinô 
le  couple  pour  1  équilibre  est  horizontal  :  moment  — • 

z 

9.  Déterminer  le  mouvement  relatif  d'une  droite  pesante  et  ho- 
mogène dont  les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  une  cir- 
conférence qui  tourne  avec  une  vitesse  constante  w  autour  de  l'un 
de  ses  diamètres  supposé  vertical.  (Paris,  1886.) 

A  la  pesanteur  on  adjoint  la  force  centrifuge;  le  travail  de  cette 

force  pour  une  masse  dm  est  -  a>'(a7* — x\^dm\    si  la  barre   de 
longueur  2 a  fait  Tangle  6  avec  l'horizon,  l'intégrale  des  forces 
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vives  donne 


('Rî_|a2)^'=2^/ïïnr^cosO 


U)' 


r(R2_  a2)  sin^e  -+-  y  cos«el  -4-  h 


10-  Mouvement  de  deux  points  pesants  qui  se  repoussent  avec 
une  intensité  réciproque  au  carré  de  la  distance,  les  vitesses  ini- 
tiales étant  nulles. 

Le  centre  de  gravité  se  meut  verticalement  et  la  droite  qui  joint 
les  mobiles  conserve  une  direction  constante. 

il.  Sur  un  plan  horizontal  parfaitement  poli  est  posé  un  prisme 
triangulaire  qui  ne  peut  prendre  qu'un  mouvement  de  translation 
dont  la  vitesse  est  perpendiculaire  aux  arêtes;  deux  poids,  posés 
sur  les  faces  obliques  du  prisme,  sont  réunis  par  un  fil  tout  entier 
dans  une  section  droite  :  mouvenient  du  système;  tension  du  fil. 

On  écrit  que  la  vitesse  horizontale  du  centre  de  gravité  est 
constante,  puis  Ton  applique  le  théorème  des  forces  vives;  le  mou- 
vement du  prisme  et  les  mouvements  de  glissement  des  poids 
sont  uniformément  variés. 

12.  Mouvement  de  trois  points  assujettis  à  rester  sur  un  plan 
donné  et  s'attirant  avec  des  intensités  proportionnelles  aux  masses 
et  aux  distances.  En  supposant  que  les  trois  masses  soient  égales 
et  qu'à  l'instant  initial  les  normales  aux  vitesses  aillent  passer  au 
centre  de  gravité  G,  chercher  les  conditions  pour  que  les  trois 
trajectoires  soient  des  ellipses  égales.  (Paris,  1884.) 

G  a  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  et  les  trajectoires 
autour  de  ce  point  sont  des  ellipses;  pour  que  les  trajectoires 
absolues  soient  aussi  des  ellipses,  il  faut  que  G  soit  immobile  et, 
dans  le  cas  particulier  proposé,  les  mobiles  seront  aux  sommets 
d'un  triangle  équilatéral  dont  G  est  le  centre,  et  leurs  vitesses 
seront  égales. 

13.  Galculer  la  perte  de  force  vive  dans  le  choc  direct  de  deux 
sphères  imparfaitement  élastiques.  (Navier.) 

Soient  m,  m!  les  masses;  u^  u\  v,  v'  les  vitesses  initiales  et  fi- 
nales, V  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  e  le  coefficient  d'élasti- 
cité; on  a 

^  '  ^  '  1*1  + m 

Db  S.-G.  —  Rec,  28 
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perte  de  force  vive 

=:=m[(u  —  V)«--  (p  —  V)« J  -f-  m'[(u' -  V)'  —  (v'~  V)«] 

I    I    c 

14.  Une  barre  pesante  et  homogène  OA,  mobile  autour  de  son 
extrémité  O,  qui  est  fixe,  est  d'abord  en  repos;  on  lui  imprime 
une  vitesse  angulaire  o)  et,  quand  elle  est  dans  le  prolongement 
de  sa  position  primitive,  on  rend  le  point  O  libre.  Quel  mouve- 
ment la  barre  va-t-elle  prendre  et  que  doit  être  lo  pour  que,  à 
une  certaine  époque,  la  barre  soit  tout  entière  dans  le  plan  ho- 
rizontal qui  passe  par  le  point  Ao?  (Paris,  1884.) 

A  l'instant  où  la  barre  est  rendue  libre,  sa  vitesse  angulaire  est 

/          6^ 
to'  ou  4  /  a>' J-;  le  milieu  va  décrire  une  parabole  et  la  droite 

tournera  avec  la  vitesse  to';  pour  satisfaire  à  la  condition  proposée 


ta' 


-ib-'-^^-l 


lo.  Mouvement  de  deux  points  qui  s'attirent  proportionnelle- 
ment à  leur  distance  et  qui  doivent  rester  sur  deux  cercles  con- 
centriques situés  dans  un  même  plan  horizontal.  (Paris,  1877.) 

Suivre  une  marche  analogue  à  celle  du  n°  201. 

16.  Une  aiguille  OA,  de  masse  m,  de  longueur  2a,  peut  tourner 
dans  un  plan  vertical  autour  de  son  extrémité  0  :  on  demande 
suivant  quelle  loi  doit  se  déplacer  un  insecte  de  masse  m  qui  glisse 
le  long  de  l'aiguille  pour  que  celle-ci  tourne  avec  une  vitesse 
constante  u)  sous  Faction  de  la  pesanteur.  Pour  f  =  o,  l'insecte 
est  en  O,  l'aiguille  horizontale  et  animée  de  la  vitesse  angulaire  co. 
(W.  Walton.) 

Théorème  sur  la  dérivée  de  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  :  si  r  est  le  chemin  parcouru  à  Tépoque  t. 


^smo)^  =  ato'i  r 


—  aL )• 

a     I 


17.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  déterminer 
le  mouvement  d'une  barre  homogène  AB  de  longueur  6a,  as- 
sujettie à  se  mouvoir  dans  le  plan  OXY,  l'extrémité  A  restant  sur 
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OX,  et  chacun  des  éléments  de  la  barre  étant  attiré  vers  0  par 
une  force  égale  au  produit  de  sa  masse  par  sa  distance  au  centre 
d'action  :  à  l'instant  initial,  les  abscisses  de  A  et  de  B  sont  —  2.  a 
et  o,  la  vitesse  de  A  nulle,  celle  de  B  égale  à  3a.  (Gaen,  i883.) 
On  cherchera  Va  du  centre  de  gravité  et  Ton  appliquera  le 
théorème  des  forces  vives;  0  étant  Tangle  de  AB  avec  la  direction 
OY,  on  a 

/-  .    ^       e/e«  3sin2  6 

a?=—  acos^  +  a/2sin^,     -j-  =  — ,   ,    .  -^, 

dt^        iH-  3  sin* 0 

I    -      (/s -hv/T^)sin8                       /6cose-+-i/n-3sin«0 
^  =  -7=  L  — ^^!^ 7 — ^  -h  arc  cos ï— : . 

v/3     cosÔ-i-v/i-+-3sin2ô  2/3 

J8.  Quatre  points  ayant  des  masses  égales  forment  les  sommets 
d'un  losange  articulé  dont  les  côtés  sont  rigides  et  sans  masse;  le 
système,  soustrait  à  l'action  de  toute  force  extérieure,  est  assujetti 
à  rester  sur  un  plan  fixe;  on  donne  son  mouvement  initial  e'v^ 
Ton  demande  son  mouvement  ultérieur.  Si  deux  sommets  se  cho- 
quent, on  les  supposera  dénués  d'élasticité.  Cas  où  les  vitesses 
initiales  des  milieux  de  deux  côtés  opposés  du  losange  sont  nulles. 
(Gaen,  1884.) 

Le  centre  de  gravité  a  une  vitesse  constante  v  :  les  diagonales 
tournent  autour  avec  une  vitesse  constante  tu;  r  =  acosc^, 
/•j  =  a  sinc^.  Dans  le  cas  particulier,  v  =  o,  c  =  a>. 

19.  Un  tube  circulaire  de  masse  [i,  mobile  autour  d'un  de  ses 
diamètres  qui  est  vertical,  renferme  une  petite  masse  pesante  m  : 
on  imprime  au  système  un  mouvement  connu  et  l'on  demande  le 
mouvement  ultérieur. 

Soient  0  Tangle  du  rayon  Om  avec  la  verticale,  <]/  l'azimut  du 
tube,  a,  2^,  m  les  valeurs  initiales  de  6, 6',  ^  ;  les  théorèmes  des  forces 
vives  et  des  moments  des  mv  donnent  sin^O  d^=z  ui  sin^  <xdt  et 

c?B»       ^.         ...    sîn'Ô  —  sîn'a 
di*  sm*  0 

.  sin*6  —  sin*a  cos6  —  cosa 

^         awsm^e  R 

20.  Un  tube  rectiligne,  mobile  autour  d'une  verticale  qu'il  ren- 
contre sous  un  angle  donné,  renferme  une  petite  bille  pesante;  à 
l'instant  initial,  le  tube  est  animé  d'une  vitesse  de  rotation  donnée 
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et  la  vitesse  relative  de  la  bille  est  nulle;   mouvement  ultérieur 
du  système.  (Poitiers,  i885.) 

21.  Deux  points  A,  B,  de  même  masse,  réunis  par  une  tige  ri- 
gide et  de  masse  négligeable,  sont  assujettis  à  rester  chacun  dans 
un  plan  horizontal  donné  et  attirés  par  un  centre  0  avec  une  in- 
tensité proportionnelle  à  la  distance.  Mouvement  du  système; 
condition  pour  que  A  et  B  se  meuvent  comme  si  la  tige  AB  n'exis- 
tait pas.  (Paris,  1878.) 

Le  milieu  G  de  AB  décrit  une  ellipse  et  AB  tourne  avec  une 
vitesse  constante  autour  de  la  verticale  passant  par  G. 

22.  Deux  points  A,  B  de  masse  m  sont  réunis  par  une  tige  ri- 
gide et  sans  masse;  A  est  attiré  vers  un  point  P  par  une  force 
mX^AP,  B  vers  un  point  Q  par  une  force  mX*BQ;  étudier  le 
mouvement  du  système  AB;  tension  de  la  tige.  (Paris,  i885.) 

Le  milieu  G  de  AB  se  meut  comme  s'il  était  attiré  proportion- 
nellement à  la  distance  par  le  milieu  de  PQ;  cherchant  alors  les 
moments  des  attractions  par  rapport  à  trois  axes  passant  par  G, 
on  voit  qu'elles  forment  un  couple  situé  dans  le  plan  mené  par  AB 
et  par  GX  parallèle  à  PQ  ;  le  moment  du  couple  est 

mX'PQx  GAsinAGX; 

le  mouvement  relatif  est  celui  de  la  tige  d'un  pendule  sphérique. 

23.  Deux  points  A,  B,  soustraits  à  l'action  de  toute  force  exté- 
rieure, sont  liés  par  un  fil  sans  masse  qui  passe  dans  un  petit 
anneau  0  :  A  est  assujetti  à  rester  sur  une  droite  donnée,  B  sur  un 
plan  qui  passe  parle  point  O;  mouvement  du  système.  (Marseille, 
1880.) 

21.  Deux  points  A,  B,  réunis  par  un  fil  sans  masse  qui  passe 
dans  un  très  petit  anneau  O,  se  repoussent  avec  une  intensité  pro- 
portionnelle à  la  distance;  A  est  assujetti  à  rester  sur  un  plan  P 
qui  passe  en  0,  B  sur  une  droite  OZ  normale  à  P;  mouvement 
du  système.  (Paris,  1881.) 

Soient  a,  p  les  masses,  OA  =  r,  AO  -h  OB  =  /;  on  a 

^._  =  G,     (,+  p)_+«r'3^=H-aX.«pr(/-r). 

25.  Deux  points  pesants  A,  B  sont  réunis  par  un  fil  sans  masse 
qui  passe  dans  un  petit  anneau  0;  B  est  attiré,  proportionnelle- 
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ment  à  la  distance,  par  le  point  0  et  assujetti  à  rester  sur  un 
cylindre  droit  dont  l'axe  est  la  verticale  du  point  0.  On  suppose 
A  d'abord  en  repos,  B  animé  d'une  vitesse  horizontale  donnée  et 
l'on  demande  le  mouvement  du  système.  (Grenoble,  i885.) 

26.  Sur  un  cylindre  droit,  homogène,  vertical,  de  masse  6m, 
s'enroule  un  fil  qui,  restant  dans  un  plan  horizontal,  passe  dans 
un  petit  anneau  O,  et  se  termine  par  une  masse  m  attirée  vers  le 

point  0  par  une  force  m  —  ;  la  masse  m  étant  lancée  normale- 
ment à  ro  avec  la  vitesse  —r-=^  >  trouver  le  mouvement  du  système. 
(Paris,  i865.) 

27.  Un  tube  rectiligne,  mobile  dans  un  plan  horizontal  autour 
de  son  milieu,  contient  de  petites  billes  qui  peuvent  y  glisser  li- 
brement; le  tube  étant  mis  en  mouvement,  mais  les  vitesses  re- 
latives initiales  des  billes  étant  nulles,  trouver  le  mouvement  du 
système.  (W.  Walton.) 

Les  distances  des  billes  au  point  fixe  restent  dans  des  rapports 
constants. 

28.  Mouvement  de  deux  masses  égales  A,  B,  attirées  vers  un 
point  G  avec  une  intensité  inversement  proportionnelle  au  cube 
de  la  distance  et  fixées  aux  extrémités  d'une  droite  de  masse  né- 
gligeable mobile  autour  de  son  milieu  O;  on  suppose  OG  =  OA. 

AB  étant  égal  à  a  a,  l'attraction  à Ç — ?  on  trouve 

/•* 


sin6  /(  jji  —  0)2  sin*a)(sin2a  —  sin^O)  -+-  Ç2  sin^asin^ô 

A   discuter.   Pour    jx  =  Ç*2  sin*a  H-a>*  sin*a.  A,  B  décrivent    des 
loxodromes. 

29.  Mouvement  de  deux  points  pesants  A,  B  réunis  par  une 
tige  sans  masse  de  longueur  /;  A  est  assujetti  à  rester  sur  une 
sphère  de  rayon  /,  B  sur  le  diamètre  vertical  de  cette  sphère. 
(Nancy,  i883.) 

30.  Mouvement  de  deux  tiges  OA,  AB  articulées  en  A  et  mo- 
biles dans  un  plan  horizontal,  l'extrémité  0  de  OA  restant  fixe  ; 
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les  masses  des  tiges  sont  égales  ;  AB  a  une  longueur  double  de 
OA  et  son  milieu  G  est  attiré  vers  O  par  une  force  réciproque  au 
cube  de  la  distance;  enfin,  à  l'instant  initial,  les  tiges  sont  en  repos 
et  l'angle  OAB  =  45^  (Paris,  i885.) 

Équation  des  forces  vives  et  conservation  de  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  autour  de  O. 


aay  —    — . 
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MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE. 


Des  moments  d'inertie. 

Étant  donnés  les  moments  principaux  d'inertie  A,  B,  G 
d'un  corps  quelconque  relativement  à  un  point  O  et  ses 
rayons  de  gyration  principaux  a,  è,  c,  oh  sait  que  le  moment 
d'inertie  I  autour  d'une  droite  OP  qui  fait  avec  les  axes 
principaux  d'inertie  les  angles  a,  p,  y  et  le  rayon  de  gyra- 
tion correspondant  k  ont  pour  valeurs 

I  =  A  cos'a  H-  B  cos>p  -h  Ccos'y» 
A:'  =  a*  cos'a  -h  6*  cos*p  -4-  c*  cos^y. 

On  peut  représenter  01  par  l'inverse  du  carré  du  demi- 
diamètre  de  l'ellipsoïde  central  dirigé  suivant  OP,  k  par  la 
distance  du  point  O  au  plan  perpendiculaire  sur  OP  et 
tangent  à  l'ellipsoïde  réciproque  ou  ellipsoïde  de  Mac- 
Cul  lagh. 

203.  Moments  d'inertie  de  l'aire  d'une  ellipse  autour 
de  ses  deux  axes  et  de  la  normale  à  son  plan,  menée  par 
le  centre  ;  cylindre  elliptique. 

Soient  a,  ^  les  demi-axes,  A,  B,  G  les  moments  de- 
mandés; on  a 

A  =  ffy^  dx  dy,    B  =  //a?»  dx  dy,    G  =  //(ar»  -h^«)  dx  dy. 

Pour  calculer  A,  j'intègre  d'abord  par  rapport  à  x^  et 
je  trouve 

r^„  

A  =  2j     ^y^dys/^^^y^. 


.4 

JL 
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Posons  j^=  ^coscp,  dy  =  —  P  sincpûfcp,  et  nous  aurons 

o  ^        Jo  4 

On  en  conclut  immédiatement 

B  =  i  ira»p,       C  =  A  H-  B  =  i  Trap  (a» 4-  p»). 

Les  rayons  principaux  de  gyration  sont -[3,  -a,-  y/a^-4-fi*. 

^  Jt  Ja 

Ce  dernier  serait  le  rayon  de  gyration  d'un  cylindre  ellip- 
tique droit  autour  de  son  axe;  quant  au  carré  du  rayon 
relatif  au  grand  axe  de  la  section  moyenne  du  cylindre, 
c'est,  en  désignant  la  hauteur  par  2/2, 


27ra 


204.  Moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde  homogène  par 
rapport  à  ses  axes  et  à  la  diagonale  du  parallélépipède 
rectangle  circonscrit. 

Je  désigne  par  «,  (3,  y  les  demi-axes  et  je  pose 

hc=  fjf  x^dxdj'dz^     h'  z=  fy^dm^     h"=zjz^dm. 

Dans  A,  si  on  laisse  x  constant,  l'intégrale  relative  à  j  et 
à  z  est  l'aire  de  l'ellipse  suivant  laquelle  Tellipsoïde  est 
coupé  par  le  plan  parallèle  au  plan  yz  à  la  distance  x\ 
donc 

On  trouverait  de  même  h'  et  h" \  et,  comme  les  moments 
principaux  d'inertie  sont   A'  +  A'', ...,  on   en   déduit  les 
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carrés  des  rayons  de  gyration 

aï  =        -       j      b^  =  -^ — T —  j      c»  =  — *- . 

â  3  5 

Le  carré  du  rayon  relatif  à  la  diagonale  du  parallélépipède 
circonscrit  est 

Le  rayon  de  gyration  d'une  sphère  autour  d'un  diamètre 

estR^f. 

205.  Moment  dHnertie  d'un  triangle  KRC par  rap- 
port à  diverses  droites  ;  conséquences  pour  un  polygone 
régulier,  une  pyramide  régulière,  un  polyèdre  régu- 
lier. 

Prenons  pour  origine  le  centre  de  gravité  O  du  triangle, 
pour  axe  des  x  la  médiane  OA,  dont  la  longueur  totale 
est  7W,  pour  axe  des  y  une  parallèle  à  BC;  soit  0  l'angle 
des  axes;  le  moment  d'inertie  relatif  à  la  médiane  est 


m. 


I  =    /        dxfy^  sin^  6  dy 


Jr"^          p\m                           ma'sin'O 
f      da^   I       ^«sin»6c?^= ; 

a,  p,Ysont  les  côtés  du  triangle;  sa  surface  estS  = -m a sinO; 
donc 

6  m» 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  OA,  et,  par  analogie, 
les  moments  relatifs  à  OB  et  OC  sont  inversement  propor- 
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tionnels  aux  carrés  de  ces  droites;  l'ellipsoïde  central  en  O 
coupe  le  plan  du  triangle  suivant  une  ellipse  E  homothé- 
tique  à  l'ellipse  E'  circonscrite  à  ABC  et  ayant  son  centre 

/B"    2  3     /"3~ 

en  O-,  le  rapport  de  similitude  est  m  1/  ~  :  ô  ''^  =  ô  V  "~;t  ; 


a 


le  demi-diamètre  de  E' parallèle  à  BC  est-r^;  celui  de  E 

3a  .         .  2S^ 

sera  — =9  et  le  moment  d'inertie  correspondant  I'  = 


a} 


8^28  9 

Le  moment  d'inertie  autour  d'une  perpendiculaire  en  O 
au  plan  du  triangle  sera 

^/y  ( j:* -f- 7' +  2.rjcosO)  Ûn^dxdy 

=  —. — -  =  -  /na  sinô     -7  +  -0     =  S ^^2: • 

Le  carré  du  rayon  de  gyratîon,  relatif  à  une  normale  au 
plan  menée  par  A,  est 

-7  +  -7T  -f--m^=-/w»-i-  -7  a^ 
24       10       9  2  24 

Considérons  un  polygone  régulier  de  n  côtés,  dont  l'apo- 
tlième  est  m,  l'aire  S,  le  côté  a  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit R;  par  le  centre  de  ce  cercle,  menons  deux  dia- 
mètres rectangulaires  OX,  OY  et  une  perpendiculaire  OZ; 
le  moment  d'inertie  autour  de  OZ  est  la  somme  des  mo- 
ments des  triangles  ayant  O  pour  sommet  : 

S  /m»       a^\       ^  /R^        «' 

/2    \   2  24/  \  2  12 

A  et  B  sont  évidemment  égaux  :  or,  d'après  une  propriété 
commune  à  toutes  les  figures  planes,  ils  ont  pour  somme  G  : 

chacun  d'eux  est  donc  égal  à  -G 
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Soit  maintenant  une  pyramide  régulière  dont  la  hau- 
teur est  h  et  dont  la  base  a  pour  côté  a,  pour  apothème  /w, 
pour  aire  S;  le  résultat  précédent  donne  le  moment  d*i~ 
nertie  autour  de  la  hauteur 


h*    \   1  ^4/  lo  \  I'2 


Le  moment  A  autour  d'une  perpendiculaire  quelconque 
à  la  hauteur  menée  par  le  sommet  sera 

On  reconnaît  facilement  que,  pour  un  polyèdre  régulier 
homogène,  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  figure  O 
est  une  sphère  :  les  moments  d'inertie  autour  d'une  droite 
quelconque  passant  en  O  ont  la  même  valeur  [jl. 

Soient  :  a  l'arête  du  polyèdre*,  h  le  rayon  de  la  sphère 
inscrite  ;  cp  le  nombre  des  faces  ;  S  Faire  d'une  de  ces  faces  ; 
m  son  apothème  :  on  a,  en  reprenant  les  valeurs  précé- 
dentes de  A  et  de  C, 

jA=-/(a72-f-^2^^2)<f/n=cp =1_-Um24- —  -4-4^2 

206.  Moments  d'inertie  d'un  tore  autour  de  son  axe 
et  d'un  diamètre  de  son  équateur. 

Soient  R  le  rayon  du  cercle  générateur,  a  la  dislance  de 
son  centre  à  l'axe;  x,  y^  ^  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  quelconque  M,  u  sa  distance  au  centre  P  du  cercle 
générateur  dans  le  plan  duquel  il  est  contenu,  i(  l'azimut 
de  ce  plan,  8  l'angle  de  PM  avec  l'axe  du  tore;  le  système 
de  coordonnées  a,  t{^  et  6  est  souvent  utile  quand  on  consi- 
dère un  tore,  et  donne 

a?  =  (a-h  Msin6)cos4',    ^  =  (a -+- Msin6)  siin];,     ^=mcos6. 
On  pourra  découper  le  plan  du  cercle  en  petites  surfaces 
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uduM  qui,  en  tournant  autour  de  OZ,  engendrent  des 
volumes  (a  -^  u  sw^)  u du d^d^;  on  a  pour  le  volume  du 
tore 

'        d-^  j        dB  j      udu{a'\-  usmO)z=i7s^aR\ 
o  «^  o  •/ o 

Le  moment  par  rapport  à  Taxe  du  tore  est,  en  intégrant 
entre  les  mêmes  limites, 

C  =fff{a  -f-  u  sïnO)'' ududOd^  =  2Tr'aR»  U^-hj  RM  • 

Les  moments  autour  de  OX  et  de  OY  sont 
A=fff{y-hz^)dxdjdz=B=fff{x^-hz^)d:cdfdz  =  ^~^^ 


V 


A  =  B  =  -///[{a  4-  u  sm0)*H-  2a^cos*ô](a  ■+-  u  sinô)  ududOd^ 

(  \  5 

\2  b 

207.  Déterminer,  en  l'un  des  sommets  O  d'un  parai" 
lélépipède  rectangle  homogène,  les  moments  principaux 
et  les  axes  principaux  d'inertie  :  double  méthode. 

Soient  2a,  2^,  i^  les  arêtes,  e  la  densité ^  on  peut  sup- 
poser que  la  masse  du  solide,  Sapye,  soit  égale  à  l'unité. 
Au  centre  de  gravité,  les  axes  principaux  sont  les  paral- 
lèles GX,  GY,  GZ  aux  arêtes  et  les  moments  principaux 

D'après  un  théorème  dû  à  Binet  et  très  élégamment  dé- 
montré dans  une  des  Notes  de  M.  Darboux  à  la  suite  du 
Cours  de  Mécanique  de  Despejrous,  les  axes  principaux 
d'inerlie  en  O  sont  les  normales  aux  trois  surfaces  homo- 
focales  à  l'ellipsoïde  de  Mac-CuUagh  C  relatif  à  G,  qui 
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■passent  par  le  point  O.  Une  surface  homofocale  à  C  a  une 
équation  de  la  forme 

,  .  a?'  r'  z^ 

pour  qu'elle  passe  au  point  O  dont  les  coordonnées  sont 
—  a,  —  p,  —  Y,  il  faut  qu'on  ait,  en  mettant  pour  a*,  è',  c^ 
leurs  valeurs 

^^)  pj-^Y'-SX  "*"  Y«-+-aî-.3X  "^  a«-Hp«— 3X  "*• 

Cette  équation  est  satisfaite  pour  trois  valeurs  réelles 
de  X  :  à  Tune  quelconque  d'entre  elles  correspond  une  sur- 
face (i)  dont  la  normale  ON  au  point  O  est  l'un  des  axes 
principaux  cherchés  ;  le  moment  d'inertie  correspondant  k^ 
est  égal  à  X  -f-  a^  -f-  P^  +  y^  et  l'on  peut  dire  que  les  trois 
moments  principaux  cherchés  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion 

.        3aî 3p« ^ 

^   ^      3a»-i-4p2-+-4Y2— 3w"^  3p2-+-4^2_i_4a2_3i^ -*-•••      '• 

Les  cosinus  directeurs  de  l'axe  ON  autour  duquel  le 
moment  d'inertie  est  u=  k^  sont  proportionnels  aux 
quantités 

'^^3a2-+-4ji*H-4Y«— 3A:«'     i^^-^  i-(^-^ia^—'ik^'     3Y>-+-4a''-H  4P*— 3A» 

et  le  problème  est  résolu  aussi  explicitement  qu'on  peut 

'  le  demander  dans  le  cas  général  où  l'équation  (3)  ne  peut 

être  résolue  que  parla  formule  peu  pratique  de  Cardan.  Si 

l'on  fait 

a«=i,    p«  =  3,    Y»==6, 

les  racines  de  l'équation  (3)  sont  12,  -^  ztzy/3Îet  l'on  peut 

se  rendre  compte  des  résultats  numériques. 

Nous  allons  résoudre  le  problème  en  considérant  l'ellip- 
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solde  d'inertie  P  relatif  au  point  O  :  si  l'on  prend  pour 
axes  les  trois  arêtes  qui  se  coupent  en  ce  point,  l'équation 
de  P  sera  de  la  forme 

Ax^-^  B^*-f-  Cz^ —  iT>yz  —  i^zx  —  i¥xy=:  i, 

en  posant 


/         /       {y^-^  z^)tdxdydz=^^^ — ^-^,      ••• 


A 

et 


f         /         /      yzzdx  dy  dz=z^-^^     .... 

Les  moments  principaux  d'inertie  sont  égaux  aux  in- 
verses des  carrés  des  axes  de  P,  c'est-à-dire  aux  racines 
de  l'équation  en  S  qui,  sous  la  forme  donnée  par  Jacobi, 
est  ici 


9, 


^__S)       E^/^Bh-—       -^       -''-      ^^      -^'       ^^^' 


D2(A-+-:;^--S)        EîfB-h^-S)        F2(G-H^  — SJ 


il  suffît  de  remplacer  A,  D  par  les  valeurs  données  il  n'y  a 
qu'un  instant,  B,  C,  E,  F  par  les  valeurs  analogues,  pour 
voir  que  cette  équation  ne  diffère  de  (3)  que  par  le  chan- 
gement de  u  en  S.  On  sait  aussi  que  les  cosinus  directeurs 
des  axes  de  P  sont  proportionnels  à 


et  cela  revient  à  dire  qu'ils  sont  proportionnels  aux  frac- 
tions (4). 

Si  l'on  suppose  ^=:z^^  C  devient  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution autour  de  GX  et  l'une  des  familles  de  surfaces 
orthogonales  se  réduit  au  système  des  plans  méridiens  : 
ce  sera  celle  des  hyperboloïdes  à  une  ou  à  deux  nappes 
suivant  que  ^  est  >>  a  ou  <[  a.  L'un  des  axes  principaux 
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en  O  est  normal  au  plan  OGX  et  le  moment  d'inertie  cor- 
respondant égal  à  - —  ;  les  deux  autres  moments 
principaux  sont  donnés  par  l'équation 

3a«  6  3* 


=  I 


3a*-T-8p«— 3X:»  "^  4»*^- 7p*— 3X:* 
d'où 

Quand  a,  p,  y  sont  égaux,  le  solide  devenant  un  cube, 
P  est  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  OG;  le  moment 

d'inertie  autour  de  cette  droite  est  r  a^  ;  les  autres  moments 
principaux  sont  égaux  k  -^ol^. 

208.  Condition  pour  qu  'une  droite  donnée  D  soit  axe 
principal dHnertie en  Vun  de  sespointsM  :  applications. 

Rapportons  le  corps  considéré  à  trois  axes  rectangulaires 
dont  l'un,  OX  par  exemple,  coïncide  avec  D  et  soient  x^^ 
y^ ,  Z\  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G,  h  l'abscisse 
du  point  M^  on  doit  avoir 

(i)    'Lmy{x  —  h)  =  'Zmxy  —  MA^i=o,     I,mzx  —  MAzi  =  o; 

ces  équations  donnent  pour  h  deux  valeurs 

Ytmxy       'S.mxz 

qui  doivent  être  égales  et  finies.  Quand  y^  et  z^  sont  dif- 
férents de  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

Zj 2 mxy  ^^y^'Lmzx 

pour  que  D  soit  axe  principal  en  un  de  ses  points  qui  sera 
bien  déterminé  ;  si  l'une  des  coordonnées,  y\  par  exemple, 
est  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  le  numérateur  correspon- 
dant ^mxy  soit  nul.  Enfin,  quand  y^  et  z^  sont  tous  deux 
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nuls,  la  droite  D  ne  sera  axe  principal  que  sî  Ytinxy  et 
'Lmxz  s'annulent  tous  deux;  mais  alors  elle  sera  axe  prin- 
cipal en  chacun  de  ses  points. 

Cherchons  la  condition  pour  qu'une  arête  AB  d'un 
tétraèdre  ABCD  soit  axe  principal  pour  le  solide  en  l'un 
de  ses  points.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AB,  pour 
axe  des  y  la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  P  de  CD 
sur  AB,  pour  axe  des  z  une  perpendiculaire  aux  deux 
autres  axes.  Le  plan  ABP,  étant  un  plan  diamétral,  con- 
tient G  et  Zs  est  nul  :  il  faut  donc  que  Yimxz  soit  aussi 
nul.  Mais  le  tétraèdre  peut  être  décomposé  en  éléments 
égaux,  deux  à  deux  situés  sur  une  parallèle  à  CD  à  la 
même  dislance  du  plan  diamétral  ABP;  leurs  z  sont  égaux 
et  de  signes  contraires;  mais  celui  doutiez  est  positif  aura 
une  abscisse  toujours  plus  grande  ou  toujours  plus  petite 
que  celui  dont  le  z  est  négatif  et  Y^mxz  ne  sera  pas  nul; 
on  n'échappera  à  cette  conclusion  que  si  la  direction  de  CD 
est  perpendiculaire  à  celle  de  AB,  et  c'est  précisément  la 
condition  demandée. 

Il  y  a  une  seconde  manière  de  décider  si  une  droite  D 
est  axe  principal  en  l'un  de  ses  points  M  :  si  on  lui  mène 
en  ce  point  un  plan  perpendiculaire,  ce  plan  sera  tangent, 
en  ce  point  même,  à  l'une  des  surfaces  homofocales  à  l'el- 
lipsoïde de  Mac-CuUagh  C  relatif  au  centre  de  gravité.  Or 
soient,  par  rapport  aux  axes  principaux  de  G, 


les  équations  de  C  et  de  D  :  on  trouve  aisément  que  le  lieu 
des  points  de  contact  des  surfaces  homofocales  à  C  avec 
des  plans  perpendiculaires  sur  D  peut  être  représenté  par 
les  équations 

(«a?  -h  ^y  -h  Y^)(Pa?  —  ay)  =  (a«—  6«)aP; 


x^        r»        z^ 
a«        6*        c* 

X  —  p        y  —  q        z  —  r 

a      -       p       -      Y 
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c'est  une  hyperbole  équilatère  H  siluée  dans  un  plan  P 
parallèle  à  D,  ayant  pour  centre  le  point  G  et  pour  asym- 
ptote une  parallèle  àD  :  donc,  pour  que  le  point  M  existe, 
il  faut  et  il  suffît  que  D  rencontre  H  et,  pour  cela,  qu'elle 
ait  un  de  ses  points,  par  exemple  le  point/?,  q^  r,  dans  le 
plan  P  : 

alors  D  rencontrera  l'hyperbole  en  un  point  unique  à  dis- 
tance finie,  à  moins  qu'elle  ne  passe  en  G,  et  nous  savons 
ce  qui  arrive  dans  ce  cas. 

Cherchons  enfin  le  cône  formé  par  les  droites  D  qui 
passent  par  un  point  donné  O  et  sont  des  axes  principaux 
en  un  de  leurs  points  M,  ce  qui  revient  à  dire  qu'elles  sont 
en  ce  point  normales  à  l'une  des  surfaces  homofocales  de  C  : 
une  telle  surface  a  pour  équation 

quand  on  prend  pour  origine  le  point  O  et  pour  axés  des 
parallèles  aux  axes  principaux  en  G.  Pour  que  la  normale 
en  un  point  (^,  y,  z)  passe  en  O,  il  faut  qu'on  ait 


^) 


Multipliant  haut  et  bas  la  première  fraction  par  x  —  ^^ , 
la  seconde  par  j'  —  j^i,  la  troisième  par  z  —  Zi  et  combi- 
nant, on  voit  que  chacune  des  fractions  est  égale,  en  vertu 

de  (i),  à  a:(x  —  ^0  "^/(j  — 7«)  + -^(^  — -OJ  o"  P^"^ 
aussi  mettre  les  fractions  (2)  sous  la  forme 


aï       X 

b^-       X              C2         X 

M 

y           - 

De  S,-G.  - 

-  Bec. 

29 
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et  voir  qu'elles  sont  égales  aux  fractions 


ai  — 

b^ 

Xi 
X 

a»      c« 

ri 

y 

Z             X 

Il  suffit  d'égaler  ces  valeurs  deux  à  deux  pour  trouver 
que  le  lieu  des  points  M  est  l'intersection  des  deux  sur- 
faces 

(6'—  ci)xiyz  -h  (c* —  ai)yizx  -+-  (a*—  bi)zixy  =  o, 
{x^-h yi^  z^—  xxi  —  yyf  zzi){xyi—yxi)  =  {a'i—  bi)xjr; 

la  première  est  un  cône  du  second  degré  dont  l'origine  est 
le  sommet  :  c'est  le  cône  demandé. 


Monvement  autour  d'un  axe  fixe. 

209.  Considérons  un  système  d'axes  coordonnés  rectan- 
gulaires  et  un  solide  dont  deux  points  A  et  B  sont  fixés 
sur  l'axe  des  z',  le  solide  ne  peut  que  tourner  autour  de 
OZ,  et  il  est  soumis  en  A  et  B  aux  réactions  des  appuis, 
dont  nous  désignerons  les  composantes  par  X|,  Y^,  Z«, 
X2,  Y2,  Zo.  Il  suffit  d'écrire  les  théorèmes  généraux  sur 
l'accroissement  des  projections  et  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  du  système,  pour  avoir  six  équations 
d'où  l'on  déduit  le  mouvement  du  corps  et  les  réactions 
aux  points  fixes. 

Soient  a,  b  les  z  des  points  A,  B;  X,  Y,  Z  les  compo- 
santes d'une  force  extérieure  appliquée  au  point  (^,  y,  z)  : 
6  l'angle  dont  le  corps  a  tourné  à  l'époque  ^;  to  la  vitesse 

angulaire  -,- >  et  10=^  -j-;  :r,,  jKi?  ^i  les  coordonnées   du 

centre  de  gravité  G,  M  la  masse  totale,  I  =  Mk^  le  moment 
d'inertie  autour  de  OZ,  ^myz  =  a,  Y^mxz  =  3.  On  a,  en 


(A) 
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observant  que  chaque  point  décrit  un  cercle  autour  de  OZ, 

et  les  équations  du  mouvement  deviennent 

Xi-f-Xj-h  i:X-+-M(w*.r,-4- w'^i)  =  o, 
Yi-f-  Yj-f-  2  Y  H-  M( 0)2^^1  -  a>':ri)  =  o, 
Zi-hZ,-f-2Z  =  o, 

aYi-+-ôYî—  S(7Z  — zY)-h(«>2a  — a)'P  =  o, 
aXiH-ôXg —  S(arZ  —  ^X)  4-0)2^-1-0)' a  =o, 
MX:2o)'=r  2(a:Y— j^X). 

La  dernière  fait  connaître  la  loi  du  mouvement;  les  pre- 
mière, deuxième,  quatrième  et  cinquième,  X<,X2,  ¥<;  Yj; 
la  troisième  donne  la  somme  Z|  -f-  Zo,  mais  Tj^  et  Z2  ne 
peuvent  être  déterminés  isolément,  ce  qui  tient  à  l'hvpo- 
thèse  d'une  rigidité  absolue  du  corps  mobile. 

Supposons  que  les  forces  extérieures  soient  nulles  ou  se 
réduisent  à  un  couple  dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur 
AB  :  si  cette  droite  est  un  axe  principal  d'inertie  pour  le 
centre  de  gravité,  le  solide  tournera  spontanément  autour 
de  AB  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  fixer  les  deux  points  A 
et  B.  Si  AB  ne  passe  plus  au  centre  de  gravité,  mais  est 
axe  principal  d'inertie  par  rapport  au  point  A,  il  suffira 
de  fixer  ce  point,  B  restant  libre,  pour  que  le  solide  tourne 
indéfiniment  autour  de  AB.  Prenons  dans  ce  cas  le  point 
A  pour  origine  et  faisons  passer  le  plan  des  xz  par  le 
centre  de  gravité.  La  réaction  R  du  point  A  aura  pour  com- 
posantes —  Mto^^r,  et  ^iù'x^  :  le  couple  N  pourra  être 
réalisé  par  une  force  —  R  appliquée  en  A  et  par  une  force 

R  appliquée  en  un  point  Pde  coordonnées  —  ?   o,  o  :  c'est 

le  centre  de  percussion.  Si  le  solide  était  uniquement  sol- 
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licite  par  une  force  égale  à  R  et  appliquée  en  P,  il  pourrait 
tourner  autour  de  OZ  sans  qu'aucun  point  de  cet  axe  subît 
de  pression. 

210.  Un  parallélépipède  rectangle  homogène  pesant 
est  fixé  par  les  extrémités  P,  Q  d'aune  de  ses  arêtes ,  qui 
est  verticale  :  quelle  vitesse  faudrait-il  lui  donner  pour 
que  le  point  fixe  inférieur  Ç^n'  éprouvât  aucune  pression? 

Soient  2C  la  longueur  de  PQ  :  si  l'on  prend  cette  arête 
pour  axe  des  z  et  son  milieu  pour  origine,  a,  3  sont  tou- 
jours nuls  et  les  équations  (A)  deviennent 

Xi-+-X2-hM(u>2.r,  -h  w'^i)  =  o, 
Yi  -h  Y2  -h  M(a)2j^i  —  iii'xx  )  --=  o, 
Zi-+-  Z2—  M^  =  o, 
o(Yi-Y2)  +  M^'i^-  =  o, 
c(Xi — X2)-h  Ma?!^  =  o, 
oj'  =  o. 

La  vitesse  angulaire  conserve  la  valeur  constante  w,  et  si 
Ton  veut  que  X2  =  Y^.^  o,  on  déduit  des  équations  pré- 
cédentes 

Xi-i-Mj7iw2z=  YiH-Mjkiw2=  cYi-^-M/i^  =  cXi-h  ^Ix^g  =0. 

Pour  qu'elles  soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  que 

C{ù'^=  g\  la  réaction  en   P  a  pour  composantes ^* , 

^^,M.g\  sa  direction  prolongée  passe  au  centre  du 

parallélépipède. 

21 1 .  Déterminer  la  forme  dhtn  pendule  composé,  as- 
sujetti à  certaines  conditions,  de  façon  à  rendre  mini- 
mum la  longueur  du  pendule  simple  synchrone. 

Avec  une  quantité  de  matière  donnée,  on  peut  toujours 
former  un  pendule  composé  qui  oscille  aussi  vite  ou  aussi 
lentement  qu'on  voudra;  il  suffit  de  lui  donner  la  forme 
d'une  très  longue  aiguille  et  de  la  faire  osciller  autour  d'une 
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parallèle  à  son  axe  qui  en  soit  très  voisine,  ou  d'une  perpen- 
diculaire à  cet  axe.  Mais,  si  l'on  impose  certaines  condi- 
tions à  la  forme  du  pendule,  la  longueur  du  pendule  simple 
synchrone  ne  peut  être  inférieure  à  une  certaine  limite  finie. 
On  sait  que,  si  a  est  la  distance  du  centre  de  gravité  G  à 
l'axe  de  suspension  supposé  horizontal,  k  le  rayon  de  gyra- 
tion  autour  d'une  parallèle  à  cet  axe  menée  par  G,  la  Ion- 

gueur  du  pendule  simple  synchrone  est  /=aH ;  la 

forme  du  pendule  étant  donnée,  /  ne  peut  être  minimum 
que  si  a  =  A";  alors  /=  aAr,  et  l'on  est  ramené  à  former  un 
corps  de  masse  et  d'espèce  données,  tel  que  son  moment 
d'inertie,  par  rapport  à  un  axe  de  direction  donnée  passant 
au  centre  de  gravité,  soit  minimum.  11  faut  pour  cela  que, 
si  l'on  enlève  ou  qu'on  ajoute  une  masse  infiniment  petite 
en  des  points  quelconques  de  la  surface,  sans  que  cette 
surface  cesse  de  remplir  les  conditions  géométriques  qui 
lui  sont  imposées,  le  moment  d'inertie  autour  de  Taxe  donné 
éprouve  une  variation  qui  soit  indépendante  de  l'endroit  où 
l'on  a  retiré  ou  apporté  de  la  matière  :  sinon,  en  enlevant 
de  la  matière  aux  points  les  plus  sensibles  pour  la  rappor- 
ter en  d'autres  moins  sensibles,  on  diminuerait  le  moment 
d'inertie,  qui,  par  suite,  n'eût  pas  été  minimum. 

Supposons  que  le  pendule  cherché  doive  être  un  cy- 
lindre droit,  d'épaisseur  A  et  de  masse  m,  oscillant  autour 
d'une  parallèle  à  ses  génératrices,  et  menons  la  parallèle 
OX  par  le  centre  de  gravité  O.  Si  l'on  veut  retirer  une 
petite  quantité  de  matière  sans  changer  la  nature  du  pen- 
dule, il  faut  que  celte  petite  masse  soit  répartie  uniformé- 
ment le  long  d'une  génératrice  :  pour  que  la  diminution 
correspondante  du  moment  d'inertie  soit  constante,  il  faut 
que  toutes  les  génératrices  soient  équidislantes  de  l'axe; 
la  base  du  cylindre  sera  un  cercle,  et  l'axe  de  suspension 
passera  au  milieu  du  côté  du  carré  inscrit. 
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Demandons  que  le  pendule  soit  de  révolution  autour  d'un 
axe  qui  coupe  à  angle  droit  Taxe  de  suspension.  Soit  OXla 
parallèle  à  ce  second  axe  par  le  centre  de  gravité  :  la  masse 
dm  qu'on  enlève  doit  être  répartie  uniformément  le  long 
d'un  parallèle  de  la  surface;  si  r  est  le  rayon,  z  la  distance 
du  plan  du  parallèle  à  l'axe,  la  variation  du  moment  est 


(^'  -^  î  '•') 


dm 


Pour  que  ce  soit  une  constante,  il  faut  que  l'équation  de 
la  surface  soit 


2  -^ 


c'est  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  dont  le  volume,  égal 

8  /3 

au  volume  donné,  est  -izc^]  et  l'on  a  ^  =  ci  /  t- 

212.  Une  planche  rectangulaire  homogène  et  très 
mince  est  fixée  aux  extrémités  Ketl^  d^une  de  ses  arêtes 
qui  fait  un  angle  i  avec  la  verticale;  mouvement  de  la 
planche  quand  on  V écarte  de  sa  position  d' équilibre  ; 
réaction  des  deux  gonds. 

Je  prends  AB  pour  axe  des  z^  son  milieu  O  pour  origine, 
la  perpendiculaire  à  AB  contenue  dans  le  même  plan  ver- 
tical que  cette  droite  pour  axe  des  x  et  une  perpendiculaire 
à  ces  deux  droites  pour  axe  des  j^;  soient  2  a  la  longueur 
AB,  ic  la  largeur  de  la  planche.  Le  poids  mg  est  appliqué 
au  centre  de  gravité  G,  et  ses  composantes  sont 

X  =  mg  sin  jf,     Y  =  o,     Z  =  —  m,g  cos  i  ; 

on  a  évidemment 

a  =  I,myz  =  0,     p  =  I,mxz  =  o. 

J'appelle  8  l'angle  du  plan  de  la  porte  avec  ZOX  et  X| ,  Y|, 
Zj,  X2,  Y2,  Z2  les  composantes  des  réactions  de  A  et  de  B. 
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Les  équations  générales  deviennent 

X,  -f-X2  -4-  /w^sin/  +  /wc(«*cos0  -t-«'sin0)  =::  o, 
Y,  H-  Ya  -f-  //zc(w*sin0  —  w'cosô)  =  o, 
(  I  )        ^  Z,  -h  Z,  —  mg  ces;  =  o, 

«  (  Y,  —  Yj  )  -h  cmg  ces  i  sin  G  =  o, 
û(X,  —  Xj)  -h  cmg  co^i  cos^  =  o, 

-  mc'w'  ==  —  cmg  sin 9  sin/. 

La  dernière  donne,  en  multipliant  par  (ùdt  =  d6  et  intégrant, 
2c(w*  —  wj  )  =  3^(cos6  —  cosOo)  sin/. 

Les  oscillations  sont  isochrones  à  celles  d*un  pendule  de 

Ac 
longueur  ■^. — :  •  Les  premières  équations  (  i  )  nous  donne- 
ront Xi,  Xj,  Yi,  Yj*,  mais,  il  est  un  peu  plus  simple  de 
chercher  les  composantes  des  réactions  dans  le  plan  de  la 
planche,  parallèlement  à  OG,  et  suivant  une  normale  à 
son  plan;  je  désigne  ces  composantes  par  Pi,  Pj,  Ni,  Nj  et 
je  pose 

h  est  <^ —  I  si  la  rotation  est  continue.  On  a  d'ailleurs 

P=:XcosÔ  -I- Ysinô,     N  =  Yeosô  •— XsinO; 

si  donc  on  ajoute  la  première  et  la  deuxième  équation  (i), 
après  les  avoir  multipliées  par  cosÔ  et  sin 6,  ou  par  —  sin0 
el  cosô,  on  a 

Pj  -f-  P,  rrr 2 (5  cQse  —  3/4)  ; 

N,  -H  Na  =  -  mg  sin  /  sin  G. 

4 


^ 
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Ajoutons  au  contraîre  la  quatrième  et  la  cinquième  après 

,  .  ,. ,  sinO        cosô  cosô  sinO 

avoir  multiplie  par  et >  ou  par et ;  on 

*         ^  û  a  ^  a  a 

trouve 

P.  — P,  = ^ ,     N,  —  N,=:o. 

On  peut  ainsi  calculer  immédiatement  les  P  et  les  N. 
Comme  Ni  =  N,,  sans  que  Pi  soit  égal  à  Pj,  les  deux  réac- 
tions n*ont  pas  de  résultante,  à  moins  que  cosi  ne  soit  nul, 
c'est-à-dire  AB  horizontal^  alors 

^  sinO, 


P,  =  P,  ==:  -il  (  3  ^  —  5  COS  0  ) ,      N,  zrr  N,  =: 

4 


8 


TT  Ni 

Si  0)0  =  o  et  6o  =  -»  /i  est  nul  et -r  == taneS:  la  tan- 

2  P,  lO         ^    ' 

gente  de  l'angle  de  la  réaction  avec  le  plan  de  la  porte  est 

proportionnelle  à  tangd. 

213.  Oscillations  d'une  aiguille  aimantée  mobile 
autour  dUcn  axe  horizontal  qui  passe  par  son  centre 
de  granité  O;  influence  du  frottement  qui  s'exerce  sur 
Vaxe  quand  V aiguille  oscille  dans  le  plan  du  méridien 
magnétique , 

L'influence  de  la  Terre  sur  une  aiguille  symétrique  par 
rapporta  son  centre  de  gravité  peut  être  représentée  par 
l'action  de  deux  forces  F  égales,  parallèles  et  de  sens  con^ 
traires,  appliquées  en  deux  points  P,  P',  symétriques  par 
rapport  à  O  ;  l'angle  i  de  ces  deux  forces  avec  l'horizon  est 
l'inclinaison,  et  le  plan  vertical  qui  leur  est  parallèle  est  le 
plan  du  méridien  magnétique.  Fpeut  être  remplacée  par  une 
composante  verticale  F  sin^,  et  une  composante  horizontale 
F  cos  i  ;  si  donc  l'axe  dePaiguille  fait  l'angle  a  avec  le  méridien 
magnétique,  Fcos  i  se  décompose  en  deux  autres,  Fcos  / sina, 
dans  le  plan  où  peut  se  mouvoir  l'aiguille,  Fcosicosa 
parallèle  à  l'axe  :  l'aimant  sera  en  équilibre  quand  l'angle  { 
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de  P'P  avec  l'horizon  est  tel  que 

coti'  =  sinacot/. 

Ecartons  PP'  d'un  angle  6  de  sa  posîtîon  d'équilibre  5  si 
PP'=  2/,  l'aimant  est  soumis  au  couple 


2F/sinO  v'sin*/  •+-  cos*/sin'a; 
en  appelant  mk*  le  moment  d'inertie,  on  a 

mh^fù'  =r.  —  aF/sinO  \\  —  cos'/cos'a, 
/?2/-2(w2—  wj)  =  4F/(cosô  —  COSÔg)  \/i  —  cos^zcos'a. 

L'aiguille  prend  un  mouvement  pendulaire,  d'où  Ton 
déduit  l'intensité  des  forces  F,  Supposons  l'aiguille  assu- 

jettie  à  rester  dans  le  méridien  :  a  =3  -  •  Soient  p  le  rayon 

de  l'axe  de  suspension,  2a  la  distance  des  points  d'appui, 
dont  le  milieu  est  en  O5  je  prends  cet  axe  pour  axe  des  z^ 
l'axe  des  y  étant  suivant  la  direction  d'équilibre  et  l'axe 
des  X  perpendiculaire  aux  deux  autres  \  et  je  désigne  par  9 
l'angle  de  OP  avec  OY,  le  sens  des  angles  positifs  étant 

tel  que  pour  OX,  0  = •  Les  composantes  du  poids  sont 

mgsmi,  mgcosi  et  o,  tandis  que  F  est  parallèle  à  OY. 
Par  raison  de  symétrie,  les  points  d'appui  n'ont  pas  à 
fournir  de  réaction  parallèle  à  OZ;  leurs  actions,  égales 
entre  elles,  ont  pour  composantes  X  et  Y;  la  force  de  frot- 
tement en  chaque  point  d'appui  est  donc  sincp  y/X^  H-  Y^ . 
Comme  Xt^ yi,  Zi,  ol,  (3  sont  nuls,  les  troisième,  quatrième 
et  cinquième  équations  générales  deviennent  des  identités, 
et  les  autres  donnent,  cp  désignant  l'angle  de  frottement, 

iX-{- mgsini  =  Oj      lY -\- mgcosî  =  o, 
mk^-tii'  =  —  2F/sin0  4-  2p  sin cp  y/X^ -1- Y^. 
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Le  signe  da  dernier  terme  est  pris  en  supposant  que  0 
parte  d'une  valeur  initiale  positive  X  pour  décroître.  On 
lire  de  nos  équations 

Y  

=^  =  coti,     2  /X*  H-  Y*  =  m^. 

La  réaction  de  chaque  appui  est  ^toujours  verticale  et  égale 
à  la  moitié  du  poids.  L'équation  du  mouvement  devient 

/wX»«'  =  —  aF/  sinô  H-  mg^  siny. 

Pour  que  le  mouvement  naisse,  il  faut 

2F/sin>  >  mg^  sin(p; 

s'il  en  est  ainsi,  intégrons  en  multipliant  par  liùdt  =  idO: 
mk^(ù^=z  4F/(cos0  —  cosX)  -h  2.mgp[0  —  X)  siny. 

Cette  formule  est  applicable  jusqu'à  ce  que  Q  ait  atteint 
une  valeur  ii  pour  laquelle  w  s'annule.  A  cause  de  la  peti- 
tesse de  psincp,  Xj  ne  diffère  pas  beaucoup  de  —  Àj  écri- 
vons que  Où*  s'annule  pour  6  =^  —  1  -+-  /i, 

2F/[cos(X  —  h)  —  cos'k]  —  mgp[2.\  —  h)  sinip  =  o. 

Développons  cos(X  —  h)  par  la  formule  de  Taylor,  et 
négligeons  les  termes  du  deuxième  ordre  : 

aF/^smx  —  2/w^pA  sin<p  =  o,     nz=z     "'    .   .     ? 

si  X  est  peu  considérable,  -r-r-  diffère  peu  de  i.  h  est  sensî- 
^  sin).  ^ 

blement  constant,  et  l'on  voit  que  l'amplitude  des  oscilla- 
tions décroit  suivant  une  progression  aritlimétique  5  quand 

le  sinus  de  cette  amplitude  est  devenu  <^        r..     >  1  aiguillo 

^  2F/  ^ 

s'arrête,  faisant  en  général  un  petit  angle  avec  OY. 
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Mouvement  autour  d'un  point  fixe. 

214.  Considérons  un  solide  assujetti  à  tourner  autour 
d'un  point  O  et  sollicité  par  des  forces  quelconques^  le 
mouvement  élémentaire  est  une  rotation  autour  d'un  axe 
instantané  01,  et  il  suffirait  de  connaître  la  grandeur  et  la 
direction  de  la  droite  01  =  w  qui  représente  cette  rotation 
à  chaque  instant  pour  être  ramené  à  une  question  de 
Calcul  intégral.  Menons  trois  axes  rectangulaires  fixes 
0X4,  0Y|,  OZ^;  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  OX4  est  de  la  forme 

la  dérivée  par  rapport  au  temps  est  égale  à  la  somme  des 
moments  des  forces  extérieures,  mais  elle  est  difficile  à 
calculer  à  cause  des  S  qui  y  figurent  et  qui  varient  avec  le 
temps.  Aussi  Euler  a-t-il  cherché  les  projections  /?,  gr,  r 
de  01  sur  les  axes  principaux  OX,  OY,  OZ  relatifs  au 
point  O;  ces  axes  sont  mobiles,  mais  il  suffit  de  connaître 
leur  position  à  un  instant  donné  pour  avoir  celle  du  corps. 
Soient  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  au 
point  O  :  les  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  à  OX,  OY,  OZ  ont  pour  sommes  respectives  A/?, 
B^,  Cr;  ces  sommes  sont  égales  aux  projections  de  l'axe 
G  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement  et 
l'on  a 

le  plan  du  couple  lui-même,  défini  par  l'équation 

Kpx  -f-  Bqy  ->r  Crz  =  o, 

est  le  plan  diamétral  conjugué  de  l'axe  instantané  01  par 
rapport  à  l'ellipsoïde   central.   Le  moment    d'inertie   du 
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solide  autour  de  01  a  pour  valeur 

(JL  =  A— „-+-B^-hC— r=    -cos(G,  Cl)); 

on  en  conclut  que  la  somme  [xw  des  moments  des  quanlités 
de  mouvement  par  rapport  à  01  est  égale  à  la  projection 
de  G  sur  01  et  que  la  force  vive  est  A/?^  -H  Bgr^  -f.  Cr^. 

En  exprimant  que  la  vitesse  de  Textrémité  de  l'axe 
OK  =  G  du  couple  des  quantités  de  mouvement  a  ses 
projections  sur  OX,  OY,  OZ  égales  à  celles  de  l'axe  OR 
du  couple  résultant  des  forces  extérieures,  M.  Resal 
obtient  d'une  façon  très  élégante  les  équations  d'Euler  : 

G  J+(B-A)/>^  =  N. 

En  général,  ces  équations  ne  peuvent  s'intégrer  directe- 
ment parce  que  L,  M,  N  ne  sont  pas  exprimés  en  fonction 
de  py  q^  r,  mais  en  fonction  des  trois  paramètres  propres 
à  définir  la  position  du  solide  dans  l'espace.  Les  paramètres 
qu'on  emploie  le  plus  souvent  sont  les  trois  angles  d'Euler. 
Supposons  qu'il  faille  une  rotation  positive  de  90°  autour 
de  OZ  pour  amener  OX  sur  OY,  et  ainsi  de  suite,  et  soit 
OU  une  moitié  de  l'intersection  des  plans  OXi  Y<  et  OXY  : 
nous  appelons  i(  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  0X4 
autour  de  0Z4  dans  le  sens  positif  pour  le  faire  coïncider 
avec  OU,  cp  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  dans  le  sens 
positif  OU  autour  de  OZ  pour  l'amener  sur  OX,  et  0 
l'angle  dont  0Z|  doit  tourner  autour  de  OU  pour  coïn- 
cider avec  OZj  ces  trois  angles  peuvent  prendre  des 
valeurs  quelconques.  On  établit  en  Cinématique  les  trois 
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relations  suivantes  : 

/.  =  sinesmcp-^-^coscp^^, 

(2)  .   q  =  sm^  cos (^  ■— — sin<p-7  , 

ft  c?^        d':> 
r  =  cos6-^  H — 7^. 

Ces  relations  permettent  de  transformer  les  équations 
(1)  en  un  système  de  trois  équations  du  second  ordre  entre 
♦|f,  cp,  9  et  ^;  on  peut  aussi  conserver  les  six  équations  si- 
multanées (i)  et  (2). 

Quand  deux  des  moments  principaux,  A  et  B  par 
exemple,  sont  égaux,  rien  ne  distingue,  dans  le  plan  de 
Téquateur  de  l'ellipsoïde  central,  les  droites  que  nous  avons 
prises  pour  axes  des  x  et  des  y  et  l'on  peut  supposer  qu'à 
un  instant  donné,  ç  soit  nul.   Dans  cette  hypothèse,  les 

valeurs  de  /?,  q  et  celles  ^^  ^'  -^  qu'on  obtient  en  diffé- 

rentiant  les  deux  premières  équations  (i)  se  réduisent  à 

d^      .    ^dh    d*0        .    .^9  d'h      .    ^d^'h  ^d^  db      d^  ds» 

dt  dt     dt^  dt   dt  dt^  dt  dt        dt  dt 

Portons  ces  valeurs  dans  les  deux  premières  équations 
d'Euler  où  nous  remplacerons  L  et  M  par  des  quantités  P, 
Q  pour  rappeler  qu'on  prend  les  projections  de  l'axe  OU 
sur  OU  et  sur  une  perpendiculaire,  puis  réduisons  les 
coefficients  de  A  en  tenant  compte  de  la  troisième  équation 
(2);  enfin  écrivons  la  troisième  équation  d'Euler  où  le 
terme  en  A —  B  disparaît  et  nous  aurons 

\dt^  df^  I  dt  ' 

(„  (A(.n.SS.,.0.4;f)-C.5]=O. 

^dr       r^  d  f       .  dl        <:/? \        . . 
G  -r  =  G  -7-  (  cos  0  -7^  4-    ,-     —  ]N . 
dt  dt  \  dt        dt  J 
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Ces  équations  sont  dues  à  M.  Resal  :  comme  Tinstant  t 
auquel  elles  se  rapportent  est  quelconque,  elles  subsistenl 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement  et  ont  l'avantage 
de  ne  contenir  ^  que  par  ses  deux  premières  dérivées. 

Il  va  de  soi  que,  si  Tapplication  des  théorèmes  généraux 
de  la  Dynamique  peut  fournir  une  ou  plusieurs  équations 
entre/?,  y,  r,  <p,  <J/,  6  et  t,  on  aura  le  droit  de  les  substituer 
à  pareil  nombre  des  équations  (i  j  et  (2)  dont  l'intégration 
pourra  être  facilitée  par  cette  substitution.  On  sait  que  la 
force  vive  est  égale  à  P^p^  -f-  Bqr2  _|_  Cr-. 

Quant  aux  composantes  de  la  réaction  exercée  en  O  sur 
le  solide,  on  les  calculera  en  exprimant  que  le  centre  de 
gravité  se  meut  comme  un  point  de  masse  M  sollicité  par 
cette  réaction  et  par  la  résultante  de  translation  des  forces 
extérieures. 

215.  Influence  des  forces  extérieures  sur  la  rotation 
du  solide.  Application, 

Bien  que  les  axes  OX,  OY,  OZ  soient  mobiles,  on  a  vu 
en  Cinématique  que  les  valeurs  de  dp^  dq^  dr  correspon- 
dant à  un  temps  dt  représentent  les  composantes  de  la 
vitesse  de  rotation  acquise  pendant  ce  temps  suivant  les 
droites  qui,  à  l'instant  /,  coïncident  avec  OX,  OY,  OZ. 
Or  les  équations  d'Euler  montrent  que  ces  composantes 
sont  formées  de  deux  parties  : 

B  — G        ,       G— A       ^       A  — B 
I**  ——  qr  dt,     — g~  rp  dt,     — ç;~  P9  dt, 

L  ^       M  ^       N  ^ 
'2°  —  dt,    —  dt,    -r  dt  ; 

A  A  A 

\e&  premières  parties  sont  acquises  sous  l'influence  seule 
de  l'inertie,  les  secjondes  ont  pour  résultante  la  rotation 
dix)  communiquée  spécialement  par  les  forces  extérieures 
et  l'on  voit  que  l'axe  de  cette  rotation  élémentaire  est 
dirigé  suivant  le  diamètre  de  Tellipsoïde  central  E  con- 
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jugué  au  plan  du  couple  résultant  des  forces  extérieures. 
Soient  R  le  moment  de  ce  couple,  i  l'angle  de  son  axe 
avec  le  diamètre  01  conjugué  à  son  plan  par  rapport  à  E  : 
on  a 


l.  hdt       ^Mdt        'N  Ndt         doi 


COS  l  =  ïT  -: — i h 


KXdoi       K  Bdtii        K  Cd(j)        Rdt 


[""{i^ï^-]' 


mais  la    quantité    entre    crochets   est   égale    au  moment 

d'inertie  [a  du  solide  autour  de  01  ;  diù  est  donc  égal  à 

Rcosi  ,. 
dt. 

Considérons,  par  exemple,  un  cube  homogène  mobile 
autour  d'un  de  ses  sommets  O  et  cherchons  le  mouvement 
que  lui  communiquera,  au  bout  d'un  temps  dt^  une  force 
F  appliquée  normalement  au  point  M  d'une  des  faces  qui 
se  coupent  en  O.  Soient  OA,  OB,  OC  les  arêtes,  de  lon- 
gueur 2  a,  qui  aboutissent  en  O  et  supposons  M  situé  dans 
la  face  OBG.  Gomme  il  nous  suffit  d'appliquer  les  résultats 
énoncés  il  n'y  a  qu'un  instant,  nous  prendrons  pour  axes 
coordonnés  les  arêtes  OA,  OB,  OC,  et  les  résultats  actuels 
seront  plus  faciles  à  discuter.  Si  la  masse  du  cube  est 
3f7iy  on  trouve  pour  l'équation  de  E 

ma^[S{x^-hy^-h  z^)  —  ^{yz  -\-  zx  -^  xy)]  =  i. 

Soient  o,  6,  c  les  coordonnées  du  point  M;  le  plan  du 
couple  résultant  de  la  translation  de  F  en  O  a  pour  équa- 
tion cy  —  bz=zo\  son  diamètre  conjugué  01, 

8;r— 37  — 3^  =  o,     ^(87  — 3^  — 3a7)-hc(8^  — 3ic— 3jr)  =  o, 
a  des  cosinus  directeurs  déterminés  par  les  équations 


a 


_       ^       _       Y       _'*^-P  +  ï 


36  — 3c      36  — 5c     56  — 3c      116— ne      /43  62-+- 43c2— 786c 
ces  cosinus  définissent  la  direction  de  l'axe  dtj^,  l^our  en 
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calculer  la  grandeur,  remarquons  que  le  moment  R  est 

égal  à  Fs/b'  -\-  c^  ;  puis  les  cosinus  directeurs  de  OR  étant 

c                 b 
o, , ?  —. >  on  a 

COSl  = 


v/62-hc»v/43  6-H-  43c2— 786c' 
enfin,  nous  pouvons  écrire 

436* -h  43c«—  78fcc  —  33(6  —  c)« 


=  1 1  /na* 


=  22  ma* 


436*-h43c2— 786c 

562-4-5c2— 66c 
43  6«H-43c2— 786c* 


En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  générale,  il 
se  présente  de  grandes  réductions  et  Ton  trouve 

» 

f/w  =    ^^^V4362-+-43c2— 786c. 
22  ma*  ' 

On  retrouverait  les  résultats  précédents  en  égalant  les 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  OA, 
OB,  OC  aux  moments  de  Timpulsion  élémentaire  de  la 
force  F. 

216.  Remarques  relatives  au  cas  où  il  ri'y  a  pas  de 
forces  extérieures. 

Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures  ou  que  ces 
forces  ont  une  résultante  passant  parle  point  fixe,  le  solide 
se  meut  suivant  les  lois  que  Poinsot  a  mises  en  lumière. 
L'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement 
conserve  une  direction  fixe  dans  l'espace,  OK,  et  une  gran- 
deur constante  G;  la  force  vive  H  est  aussi  constante. 
L'ellipsoïde  d'inertie  E  relatif  au  point  O  se  déplace  de 
manière  à  être  toujours  tangent  à  un  plan  II,  mené  à  une 
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distance  S=  ^  du  point  fixe  perpendiculairement  à  OK  et 

que  j'appellerai  le/?/a/i/?a7^;  j'appellerai  aussi  pôle  le  point 
de  contact  variable  M  de  E  avec  II.  L'axe  instantané  de 
rotation  est  dirigé  suivant  OM  et  la  vitesse  angulaire  du 
solide  autour  de  cette  droite  est 

(i)  w  =  OM  /H  =  p  /H, 

OM  étant  égal  à  p;  la  projection  de  Taxe  représentatif  de 
cette  rotation  sur  OK  est 

10  cosMOK  =  ^• 

Poinsot  a  reconnu  que  plusieurs  quantités,  qui  dépen- 
dent du  mouvement  du  solide,  restent  constantes.  Signa- 
lons d'abord  la  somme  des  caiTésdes  distances  des  sommets 
de  E  à  l'axe  OK  : 


X^p^-\_     y^j_       2  H 


21„-.«..K0X,.,2i     ■-*#    -25 


G2 


En  second  lieu,  prenons  sur  les  axes  principaux  des  lon- 
gueurs Oa,  Op,  Ov  égales  à  y/A,  y/B,  y/C  :  je  dis  que  la 
somme  des  aires  décrites  par  les  projections  de  Oa^  0|3, 
Ov  sur  le  plan  II  est  proportionnelle  au  temps.  En  effet, 
la  vitesse  aréolaire  de  la  projection  du  point  a  est  égale  à 
la  moitié  de  la  quantité  de  mouvement,  par  rapport  à  OK, 
d'une  masse  égale  à  Funité  et  placée  en  a  :  les  moments  de 
cette  quantité  de  mouvement  par  rapport  à  OX,  OY,  OZ 
étant  o,  Ay,  Ar,  son  moment  relatif  à  OK  sera 

,      Bût        ^      Cr       AH  — A2o2 
Ag^^-Xr^=  ^ ; 

on  en  conclut  aisément  que  les  aires  considérées  ont  pour 

De  S.-G.  —  Rec.  3o 


1 
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somme 


:  (i^J-5  H  -  g) 


Nous  supposerons  toujours  B  compris  entre  A  et  C  s'il 
n'est  égal  à  Tune  de  ces  limites  :  les  différences  A  —  B, 
B  —  C,  A  —  C  ont  le  même  signe  et  l'on  reconnaît  que  ce 
signe  est  celui  des  binômes  AH  —  G^  et  G-  —  CH  ;  mais 

on  ne  peut  rien  dire  a  priori  du  signe  de  BH  —  G^  ;  cette 

H  I 

différence  est  ^o  suivant  que  ^j  est  ^  ^j  c'est-à-dire  sui- 
vant que  la  distance  S  du  plan  fixe  II  au  point  O  est  supé- 
rieure ou  inférieure  au  demi-axe  mojen  de  E;  la  connais- 
sance des  données  initiales  tranche  la  question  dans  chaque 
exemple.  Pour  réduire  le  nombre  des  cas  à  considérer  dans 
la  discussion  du  mouvement  de  Poinsot,  nous  admettrons 
qu'on  ait  choisi  celui  des  moments  principaux  qu'on  dé- 
signe par  A  de  manière  que  le  signe  de  BH  —  G*  soit  celui 
de  A  —  B,  A  —  C,  B  —  C,  AH  —  GS  G^—  CH. 

Quand  les  six  binômes  précédents  sont  différents  de 
zéro,  /?,  y,  r  et  les  lignes  trigonométriques  de  8,  (p,  ^ 
s'expriment  à  l'aide  de  fonctions  elliptiques  du  temps.  Je 
ne  reprendrai  pas  ici  ces  formules  non  plus  que  l'étude 
très  facile  de  la  polhodie  ;  je  rappellerai  seulement  qu'avec 
nos  conventions  la  partie  utile  de  cette  courbe  est  située 
tout  entière  d'un  côté  du  plan  des  xy  :  les  sommets  m^ 
ml  qui  sont  dans  le  plan  des  j^^  correspondent  au  minimum 
de  la  distance  OM  et  au  maximum  de  l'angle  MOZ;  les 
sommets  /z,  n!  situés  dans  le  plan  des  zx  correspondent 
au  maximum  de  OM  et  au  minimum  de  ZOM.  Quand 
BH  —  G*  est  nul,  la  polhodie  se  compose  de  deux  ellipses, 
mais  le  pôle  M  ne  se  déplace  réellement  que  sur  une 
moitié  de  Tune  de  ces  courbes. 

217.  Equation  de  Vher polhodie;  généralisation  du 
mouvement  de  Poinsot, 
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L'herpolhodie  est  la  courbe  U  décrite  par  le  pôle  M 
dans  le  plan  II  ;  M.  Darboux  a  fait  connaître  une  méthode 
bien  préférable  à  celle  de  Poinsot  pour  en  trouver  l'équa^ 
tion.  Soient  M,  M|  les  positions  du  pôle  aux  époques  t  et 
t  -h  dt^  M' la  position  occupée,  à  l'instant  t^  par  le  point 
du  solide  qui  doit  venir  coïncider  avec  M|,  P  le  point  où 
la  droite  OK  rencontre  II.  Le  cône  (C)  qui  a  pour  sommet 
le  point  O  et  pour  base  la  polhodie  devant  rouler  sans 
glisser  sur  le  cône  fixe  (C|)  qui  a  l'herpolhodie  pour  base, 
les  triangles  OMM| ,  OMM'  sont  équivalents,  leurs  plans 
font  un  angle  infiniment  petit  et  PMM i  est  égal  à  la  pro- 
jection de  OMM'  sur  le  plan  II  ou  encore  à  la  somme  des 
projections  des  triangles  txj  £/>  ^z  suivant  lesquels  OMM' 
se  projette  sur  les  plans  OYZ,  OZX,  OXY. 

Déterminons  la  position  du  point  M  dans  le  plan  II  par 
sa  dislance  u  au  point  P  et  par  Tangle  X  de  PM  avec  un 

axe  fixe  PMq  :  le  secteur  PMM,   a  pour  mesure  -  u^  cD^. 

Les  coordonnées  x^  y^  z  du  pôle  dans  le  solide  sont  égales 

à  £f,£P,^ou,  (i)n<>216,  à  A,  JL,  Jl;onadonc 

_i-  '  /     ^            ^    \       ,    \   q  dr  —  rdq 
^x  =  ±  -(ydz  ~  z  djr)  =  zt  ^  1 ^; 

mais  les  deux  dernières  équations  d'Euler  donnent  ici 

On  a  donc,  en  additionnant  les  projections  de  tjc,  e^,  e- 
sur  II, 

-u    .  ^       V  Ai»  AU  -  G'      .,       HJ»-Gt    ., 
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eu  désignant  SA'/?-  par  J'.  On  a  d'ailleurs 

(2)      2AV'  =  G«,    2A/>«=I1,    2/>2=:Hp2=ll(tt2-f.£y 

Éliminant/?-,  q^^  r^  entre  ces  équations  et  celle  qui  dé 
finit  J',  on  trouve 


A3  B»  G3  J3 

A»  B»  G*  G* 

A  B  G  H 
I 


I       1       Ila*^^ 


=  o. 


Si  je  développe  par  rapport  aux  éléments  de  la  qua- 
trième colonne,  je  puis  diviser  par  (B  —  G),  (G —  A.), 
(A  —  B)  et  tirer  de  l'équation 

J3=ABGHu^-f-     ^"    -(BG-f-CAH-AB)HH-(A-t-B-4-G)Gî. 

Substituant  dans  la  dernière  valeur  (i)  de  u'^  (D^,  on  voit 
aisément  qu'elle  prend  la  forme  très  simple 


(3) 

si  l'on  pose 


dt 


H//2-4-T 


(4) 


T=: 


(AH  — G^VBH  — Gg)(GH  — G») 
ABGHG2 


On  a  d'autre  part,  en  se  reportant  aux  équations  d'Eu- 


1er, 


,     _  p  dp  -\-  q  dq  -\-  r  dr  _  pqr  dt  ^  B  —  G 


mais  on  a  identiquement 

B  — G       rG  — B)(A-G)(B  — A), 


2d      A 


ABG 
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les  équations  (2)  donnent 


BGH  /  ,  TA 


(A  — B)(A  — C)V  G2  — AH 


) 


et  Ton  en  déduit  q'^  et  r^  par  permutations  tournantes.  Eu 
égard  à  ces  résultats,  la  valeur  de  udu  donne 


il  suffit  d'éliminer  dt  entre  les  équations  (3)  et  (5)  pour 
avoir  l'équation  de  Therpolliodie. 

La  vitesse  aréolaire  du  pôle  s'exprime  par  une  fonction 

linéaire  de  lû  et  u  -7-  par  la  racine  carrée  d'un  polynôme 

F(u^)  du  troisième  degré  en  u'^]  le  coefficient  de  w°  est 
essentiellement  négatif  et  le  terme  constant  est  égal  et  de 
signe  contraire  au  carré  du  terme  constant  dans  la  vitesse 
aréolaire;  il  en  résulte,  et  l'on  s'en  assure  en  ajoutant  les 
équations  (3)  et  (5)  après  les  avoir  élevées  au  carré,  que 
i'-  est  une  fonction  bicarrée  de  u.  Si  j'appelle  u,,  ^2,  U3 
les  racines  de  F(u^)  dans  Tordre  où  elles  se  présentent 
sous  le  radical  (5),  on  a,  en  se  rappelant  nos  conventions 
sur  la  grandeur  de  A,  B,  C, 

'J3<;o<'Ji<u2 

et  u^  variera  entre  U|  et  U2.  L'herpolhodie  est  comprise 
entre  deux  cercles  qu'elle  va  toucher  alternativement, 
M.  de  Sparre  a  montré  qu'elle  n'a  pas  de  points  d'in- 
flexion, mais  la  démonstration  de  ce  curieux  théorème 
nous  entraînerait  trop  loin  et  je  renverrai  le  lecteur  à  une 
Note  sur  le  mouvement  d^un  solide  autour  d' un  point 
fixe  que  j'ai  publiée  chez  M.  Gauthier-Villars  en  1887. 

Quand  AH  —  G^  ou  G-  —  CH  s'annulent,  l'herpolhodie 
se  réduit  à  un  point;  si  c'est  BH  —  G^,  son  équation  ne 
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dépeod  plus  que  des  foncûoDs  élémentaires  :  les  équations 
(3)61  (5}  deviennent 

di.  /\\       du  rr, — ; r       F.      <A— B)/B  — C  1 

Â=\/b'      rf/  ="»'""*-'''>•      r=  ABC J  = 

après  avoir  éliminé  €//,  oo  intègre  aisément  et  il  vient 


2        I 


u        1 

Vojons  quelle  est,  dans  le  cas  général,  la  position  rela- 
tive des  cônes  (C)  et  (C|)  ;  le  premier  est  du  second  degré 
et  a  pour  axe  OZ,  le  second  est  transcendant,  mais  partout 
concave  vers  OP,  qui  est  pour  lui  comme  une  sorte  d*axe. 
Considérons  Tinstant  où  la  génératrice  de  contact  passe 
au  sommet  n  de  la  polhodie  qui  est  dans  le  plan  OXZ  :  une 
figure  très  simple  montre  que,  suivant  que  OZ  coïncide 
avec  Taxe  majeur  ou  avec  Taxe  mineur  de  E,  c^est-à-dire 
suivant  que  Aest^C  ou  BH^G*,  la  perpendiculaire  OP 
abaissée  sur  le  plan  tangent  à  £  au  point  n  tombe  en 
dehors  de  (Cj  ou  bien  à  son  intérieur  entre  O/i  et  OZ. 
Dans  le  premier  cas,  les  deux  cônes  sont  extérieurs  Tun 
à  Fautre;  dans  le  second,  ils  sont  situés  du  même  côté  de 
Jeur  plan  tangent  commun;  mais  ZO/t  est  le  minimum  de 
l'angle  des  génératrices  de  (C)  avec  OZ,  tandis  que  PO/i 
est  le  maximum  de  l'angle  des  génératrices  de  (C|)  avec 
OP;  et  cependant  ZO/i  est  }>  PO/i;  il  faut  en  conclure 
que  le  cône  fixe  (G|  )  est  tout  entier  à  l'intérieur  de  (C)  qui 
roule  sur  lui  en  l'enveloppant. 

Quand  le  mouvement  d'un  point  u.  dans  un  plan  est 
défini  par  des  équations  de  la  forme 

(6)      { 
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n  étant  égal  à  —  A^  q^  peut  se  demander  si  la  trajectoire 
V  est  une  herpolhodie  :  il  faut,  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
qu'on  puisse  trouver  pour  A,  B,  C,  G,  H  des  valeurs  qui 
rendent  les  équations  (3)  et  (5)  identiques  à  (6).  On  voit 

d'abord  qu'il  faut  prendre  H  =  ^^^  G  =  =h  —  >  le  signe  ±: 

s 

étant  choisi  de  telle  sorte  que  G  soit  positif;  on  fera  aussi 

T  = Si  alors  on  sait  résoudre  l'équation  <ï>(w2)  =:  o, 

on  égalera  les  racines  aux  quantités  U|,  U2,  O3  en  évidence 
sous  le  radical  (5)  et  l'on  en  déduira  successivement  A,  B, 
C;  sinon,  on  remplacera  dans  ^(w^)  l'inconnue  u^  par 

^^ — g  et  l'on  obtiendra  une  équation  du  troisième  degré 

en  V  ayant  pour  racines  A,  B,  G. 

H  n'arrivera  pas  toujours  que  les  valeurs  obtenues  pour 
A,  B,  C  puissent  représenter  les  moments  principaux  d'un 
solide,  quantités  essentiellement  positives  et  dont  chacune 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres;  s'il  n'en  est 
pas  ainsi,  V  ne  sera  pas  une  véritable  herpolhodie.  Mais 
alors,  soit  S  une  quadrique  définie,  avec  les  valeurs  trou- 
vées pour  A,  B,  C,  par  l'équation 

si  elle  pivote  autour  de  son  centre  O  de  manière  à  toucher 
en  un  point  variable  [jl  un  plan  fixe  mené  à  la   distance 

-çT-  =  j  du  point  O,  l'axe  instantané  de  rotation  étant  di- 
rigé suivant  0[ji  et  égal  à  A*.  0|i.,  le  mouvement  de  S  aura 
la  plus  grande  analogie  avec  celui  du  solide  de  Poinsot  et 
M.  Darboux  lui  donne,  dans  une  acception  générale,  le 
nom  de  mouçement  de  Poinsot;  le  lieu  des  points  de  con- 
tact [JL  est  la  ligne  V  et  conserve  le  nom  à'' herpolhodie;  il 
peut  y  avoir  des  points  d'inflexion  ou  de  rebroussement. 
Enfin  les  composantes  de  la  rotation  de  S  suivant  ses  axes 
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satisfont  à  des  équations  de  la  forme 

1^/?  _  B  -  G 

qui  deviennent  une  généralisation  de  celles  d'Euler. 

2i8.  Mouvement  d'un  anneau  homogène  S  dont  le 
centre  O  est  immobile  et  coïncide  avec  celui  d'un  an- 
neau Jixe  beaucoup  plus  grand  que  S,  et  dont  les  molé- 
cules sont  attirées  par  celles  du  grand  anneau  suivant 
la  loi  de  Newton;  le  mouvement  initial  de  S  est  donné. 
Discussion, 

Prenons  le  centre  O  pour  origine,  les  plans  du  grand  et 
du  petit  anneau  pour  plans  des  X\  y\  et  des  xy  :  la  posi- 
tion de  S  sera  définie  par  les  trois  angles  d'Euler.  Soient 
M  et  m  les  masses  des  deux  anneaux,  R  et  a  leurs  rayons, 
/  le  coefficient  de  l'attraction  :  on  a  vu  (n°  85)  que  les 
forces  appliquées  à  S  peuvent  se  réduire  à  un  couple  dont 
l'axe  est  dirigé  suivant  la  ligne  des  nœuds  OU  et  dont  le 

moment  est  y /Mm  ^  sinO  cosO,  en  négligeant  les  termes 

en  |^«  Le  moment  d'inertie  C  est  ma^,  A  et  B  étant  égaux 

chacun  à  la  moitié  de  C  ;  le  mouvement  de  S  peut  être 
déterminé  à  l'aide  des  équations  de  M.  Resal,  qui,  en  po- 
sant 

3 /"M 

_:! =  a 

et  divisant  par  -ma-,  deviennent 


dt 


—  4»'*  sin  0  cos 0  -i-  2  r4''  sin 0  =  —  {jl  sin  0  cos O3 


sia0  ^  -f-  20'6'cos0  -  2r0'=  o,     ^  =0. 
dt  ^  '      dt 

La  dernière  montre  que  rsera  constant;  la  seconde  s'in- 
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tègre  en  multipliant  tous  ses  termes  par  sinO;  et,  si  l'on 
désigne  par  a,  e,  Ç  les  valeurs  initiales  de  0,  0\  ^'y  on  trouve 

(i)  ^'  sin^e  -T-  arcosô  =  Çsin^a  ■+-  arcosa; 

cette  intégrale  exprime  que  la  projection  de  G  surOZ,  est 
nulle,  puisque  les  composantes  de  G  suivant  OU,  OV, 
OZ  sont  A 9',  A^'  sinO  et  Cr  ou  2  A/*;  on  aurait  pu  l'écrire 
a  priori,  car  la  vitesse  de  l'extrémité  de  Taxe  du  couple 
des  quantités  de  mouvement  G  est  représentée  par  Taxe 
du  couple  résultant  des  forces  extérieures;  elle  est  donc 
perpendiculaire  sur  OZ,,  et  la  projection  de  G  sur  cette 
droite  constante  aussi  bien  que  sur  OZ. 

Enfin,  multiplions  la  première  équation  de  M.  Resal 
par  2O',  la  seconde  par  2<}^'sin6  et  ajoutons  membre  à 
membre  :  on  peut  intégrer  les  deux  membres  et  il  vient 

e'2-h  ij;'2  sin^e  =  £2-h  Ç2  sin2a -h  (j.(cos2e  —  cos2a); 

c'est  l'intégrale  des  forces  vives  :  si  l'on  y  remplace  ^'  par 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  (1),  il  vient,  après  de  simples 
réductions, 

/  ô'^sin^O  =  £2(i  — cos*6)-h(cos6  — cosa) 

(2)  <  X  j  [k(ï  —  cos^O) — Ç^sjnîojj  (cos0 -hcosa) 

\  -H4^Csiii2a  —  4''-(cos0 — cosa){. 

Cette  équation  permet  de  déterminer  6  en  fonction  de  t  ; 
le  second  meml)re  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  en 
cosO;  si  nous  le  désignons  par  F(cosO),  nous  aurons 

F(cosa)=  £2sin2a 
et 

(3)  F(zhi)  =  — (i=FC0sa)2(2r— ÇcosazpÇ)2. 

Écartons  les  cas  particuliers  dans  lesquels  F(i)  ou 
F( —  i)  s'annule  :  nous  pouvons  supposer  a  compris  entre 
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o  et  ir,  et  0  ne  peut  atteindre  aucune  de  ces  limites  ;  quand 
on  fait  croître  6  de  a  jusqu'à  itou  quand  on  le  fait  décroître 
de  a  à  zéro,  on  rencontre  deux  valeurs,  64  et  82?  pour  les- 
quelles F(cos9)  s'annule  et  devient  négatif;  6  ne  peut 
varier  qu'entre  64  et  62  et,  en  général,  il  oscille  d'une  limite 
à  l'autre  dans  un  temps  fini.  Toutefois,  si  l'équation 
F(cos6)=  o  admet  une  racine  double  cos^  comprise  entre 
cos6|  et  COS62,  p  deviendra  une  limite  vers  laquelle  9 
tendra  indéfiniment  sans  jamais  l'atteindre;  en  effet,  dans 
notre  hypothèse,  l'équation  (2)  donne  pour  rf^  une  valeur 
de  la  forme 

(4)  dt  =  Ai 


(cosp  — cose)/F,(cosô) 

et,  si  l'on  intègre  jusqu'à  6  =  p,  ^  devient  infini.  Dans 
tous  les  cas,  une  fois  6  connu  en  fonction  de  ^,  l'équa- 
tion (i)  déterminera  i^. 

Cherchons  quelles  doivent  être  les  conditions  initiales 
du  mouvement  pour  que  9  garde  une  valeur  constante,  qui 
ne  sera  autre  que  a  :  il  faut  évidemment  que  e  soit  nul  et 
que  cosa  annule  F(cos9);  mais  ce  ne  doit  pas  être  une 
racine  simple,  car  a  se  confondrait  avec  l'une  des  limites 
9, ,  92  que  9  ne  doit  pas  franchir,  et  la  valeur  de  dt  tirée  de 
(2)  prendrait  la  forme 


dt  =  ±s/^ 


(cos6  —  cosa)  Fj(cos6)' 


F2(cosa)  n'étant  pas  nul;  au  bout  d'un  temps  limité  9  dif- 
férerait de  a  d'une  quantité  finie.  Si,  au  contraire,  ces  a 
est  racine  multiple  de  F(cos9)=  o,  la  valeur  de  dt  pren- 
dra la  forme  (4),  sauf  le  changement  de  j3  en  a,  et  si  l'on 
intègre  à  partir  de  a,  il  faudrait  un  temps  infini  pour  que 
9  atteignît  une  valeur  différente  de  cette  limite  ;  c'est  donc 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  9  ne  varie 
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pas;  elle  suppose  que  le  coefficient  de  cos8  —  cosa  dans 
l'équation  (2)  s'annule  pour  6  =  a;  les  conditions  initiales 
demandées  sont  donc 

si  elles  sont  remplies,  S  aura  un  mouvement  de  précession 
uniforme. 

On  obtient  encore  des  résultats  simples  quand  on  sup- 
pose Taxe  OZ  primitivement  immobile,  mais  la  vitesse  r 
de  rotation  de  l'anneau  autour  de  cette  droite  extrême- 
ment considérable.  Pour  peu  que  0  s'écarte  de  a,  F(cos8) 
devient  négatif;  si  donc  on  pose  8  =  a  —  x,  x devra  rester 
très  petit  et,  dans  les  équations  (1)  et  (2),  après  avoir  fait 
e=:ÎJ=o,  on  pourra  remplacer  les  autres  termes  par 
leur  partie  principale  que  donne  la  formule  de  Taylor  :  on 
aura 

On  voit  que  l'intégrale  de  la  seconde  équation  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

x=  "^  ^^^     (i  —  cosirt); 
en  substituant  dans  la  première  équation,  on  en  tire 

Soit  P  le  point  d'intersection  de  l'axe  OZ  avec  une 
sphère  dont  le  centre  est  en  O  et  le  rayon  égal  à  l'unité  : 
ce  point  décrit  une  épicycloïde  sphérique  engendrée  par 

un  cercle  (c)  de  rayon  ^—^—^ — >  roulant  sur  un  cercle  (c<), 

lieu  des  points  pour  lesquels  6  =  a.  Soient,  à  Tépoque  t, 
Q  le  point  de  contact  des  deux  cercles,  I  le  point  d'inter- 
section de  la  sphère  avec  l'axe  instantané  :  la  vitesse  an- 


476  RECUEIL    d'exercices 

gulaire  de  S  étant  sensiblement  égale  à  /•,  la  vitesse  du 
point  P  sera  égale  à  rPI  et  normale  à  l'arc  PI;  mais^ 
comme  P  appartient  au  cercle  (c)  qui  roule  sur  (cj)  avec 
une  vitesse  angulaire  égale  à  2r,  sa  vitesse  a  aussi  pour 
valeur  arPQ  et  elle  est  normale  à  PQ;  on  en  conclut  que 
le  point  I  s'obtient  en  prolongeant  PQ  d'une  longueur 
égale;  on  peut  regarder  ce  point  comme  le  centre  de  cour- 
bure de  l'épicycloïde  en  P;  il  a  pour  lieu  une  autre  épicy- 
cloïde  qui  sera  la  directrice  du  cône  {C^).  Quant  au  Heu  (C) 
des  axes  instantanés  par  rapport  à  Tanneau,  on  voit  aisé- 
ment que  c'est  une  portion  de  plan  limitée  par  deux 
droites  dont  OZ  est  la  bissectrice  et  dont  l'angle  est  égal  à 

- — - — •  Ces  résultats  peuvent  se  vérifier  parle  calcul. 

Revenons  enfin  aux  cas  que  j'ai  exclus  au  début,  ceux 
dans  lesquels  F(i)  ou  F( — i)  s'annulent  :  si  ces  deux 
quantités  sont  nulles  à  la  fois,  r  et  ^  seront  aussi  nuls,  à 
moins  que  6  ne  soit  constamment  égal  à  o  ou  à  it,  et  l'an- 
neau prendra  un  mouvement  analogue  à  celui  du  pendule, 
la  ligne  des  nœuds  restant  fixe.  Supposons  que  F(i)  s'an- 
nule seul  ;  on  aura 

(5)  ar  =  Ç(i-+- cosa). 

On  peut  diviser  l'équation  (2)  par  r  —  cosO  et  l'on  en 
déduit 

(  (i  -h  cos6)6'2  =  (£2  H-  {jL  cos*6  —  [1  cos2a)(i  -+-  cosO) 
(  6)     { 

(  — 2Ç2(n-cosa)  (cosa  —  cos6). 

Soit  ^  (  cos  9  )  le  second  membre  :  il  est  positif  pour  6  =  0 
et  pour  0  ==  a,  négatif  pour  6  =:  ir  et,  dans  tous  les  cas, 
9  ne  pourra  dépasser  une  certaine  valeur  ôj  comprise  entre 
a  et  Tî.  Entre  cosa  et  i,  l'équation  <I>(cosQ)=  o  peut  avoir 
deux  racines  ou  n'en  pas  avoir;  dans  le  premier  cas, 
0  aura  une  limite  inférieure  82  et,  en  général,   oscillera 
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entre  0,  et  82,*  dans  le  second  cas,  9  variera  depuis  ô^  jus- 
qu'à —  ôj,  OZ  ira  coïncider  un  nombre  infini  de  fois  avec 
OZ|.  J'indiquerai  un  exemple  numérique  dans  lequel  nous 
saurons  effectuer  toutes  les  intégrations. 

Soient  a  =  ->  r  =  -  >  (jl  =  8  C^  :  la  condition  (  5  )  est  satis- 

faite  et  l'on  peut  appliquer  l'équation  (6),  qui  donne  suc- 
cessivement 

(1  -+-  cose)e'î  =  CH8  cos^O  -h  8  cos»e  -f-  2  cosô), 

cos  i  e  «ie 


("3  —  4  sin»  i  e")  4/ [  —  2  sinî  i  0 


On  voit  que  6  doit  commencer  par  décroître;  si  J^  est 
positif,  on  prendra  d'abord  le  signe  —  et  l'on  aura,  en 
intégrant, 

On  trouve  ensuite,  en  ayant  égard  à  la  valeur  de  cot-  0, 

dt  l-r-COSÔ  "^  /'i 

3  +  2tang2r^^- 

ij;  -  ^{^0  =  ^Ç ^  -  arc  tang  f  4/|  tang^f  4/^-  j  • 

On  a  enfin 

— i  =  r  —  cos  0-7^  =  -tan£r2-G  =  -i7  —-> 
dt  dt        1        ^    1  dt        1 

et  l'intégration  est  immédiate.  On  voit  que  cp  et  d»  augmentent 
sans  cesse.  Le  point  de  rencontre  de  OZ  avec  une  sphère 
dont  le  centre  est  en  O  se  meut  d'abord  tangentiellement 
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au  grand  cercle  C  qui  est  dans  le  plan  X|  OYi^  puis  arrive 
sur  0Z|  et,  après  un  temps  7 1/  5»  revient  toucher  C,  son 

azimut  ayant  augmenté  de  S'^l/ô* 

219.  Sur  le  mouvement  d'un  solide  de  révolution  S, 
homogème  et  pesant,  fixé  par  un  point  O  de  son  a^e  de 
figure  :  théorème  de  Jacobi. 

Prenons  pour  axe  fixe  0Z|  la  verticale  ascendante,  pour 
axe  des  z  l'axe  de  figure.  Soient  m  la  masse  de  S;  fma^  et 
mà^  ses  moments  d'inertie  autour  de  OZ  et  autour  d'une 
perpendiculaire  quelconque  menée  à  OZ  par  le  point  O; 
m  [xa*  sinO  le  moment  du  couple  R  provenant  de  la  trans- 
lation du  poids  au  point  O.  L'axe  de  ce  couple  est  paral- 
lèle à  l'intersection  OU  des  plans  OXY,  OXi  Yi  ;  les  pro- 
jections de  G  sur  OZ  et  sur  0Z|  sont  donc  constantes  et 
l'on  a 

(i)  r  =  îp'-H^'cos6  =  «, 

(2)  4;'sin»e-i-/rcose  =  A:; 

le  théorème  des  forces  vives  donne  encore 

(3)  e'î-+-f  «sin>e  =  2|x(A  —  cose); 

/;,  h,  k  désignent  des  constantes.  On  tire  des  équations 
précédentes 

(4)  e'2sin«ô  =2}jl(A  — cose)(i  — cos«e)— (A:— //icose)»; 

mais  la  discussion  de  ces  équations,  analogue  à  celle  du 
n®  218,  est  bien  connue.  Je  ne  chercherai  ici  que  les  cônes 
(C)  et  (C|)  lieux  des  axes  instantanés  dans  le  solide  et 
dans  l'espace.  Appelons  pôle  l'extrémité  M  de  l'axe  qui,  à 
l'instant  ^,  représente  la  rotation  instantanée  co  ;  ses  coor- 
données  relatives  sont/?,  ^r,  r,  La  dernière  étant  constante, 
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le  pôle  décrit  dans  le  solide  une  courbe  V  située  dans  un 
plan  n  qui  coupe  normalement  OZ  en  un  point  P  tel  que 
OP  =  n.  Déterminons  la  position  du  point  M  dans  le  plan 
par  des  coordonnées  polaires  PM  =  w,  MPMo  =  )^.  On  a 

ouj  ayant  égard  à  l'équation  (3), 

(5)  a*=2|Ji(A  —  cosô),         cos6  =  A • 

Diflférentions  la  première,  élevons  au  carré  et  tenons 
compte  de  Téquation  (4)î  nous  aurons 

u'^  -T-^  =  2[i3(^  —  cos6)(i  —  cos*ô) —  fA*{^  — //icos6)*. 

Si  l'on  j  remplace  cosÔ  par  sa  valeur  (5),  il  vient 

D'autre  part,  on  a,  pour  la  vitesse  aréolaire  du  point  M, 

2       dt        i\     dt       ^  dt )' 
mais  les  deux  premières  équations  d'Euler  donnent 

-^  =(i  — f)n.q  -H  [jLsin  6  cos<p,      -^  =(/ — i)/^'* —  jJisin  6  sin  cp; 
on  a  donc 

d\ 
u^--r-  ={/ —  i)/ï(/>^-H  g^) —  [xsin  0(/?sincp  4-  gr  cos  cp) 

Ce- V 

=  (/— i)rta2— [At]^'sm«e  =(/— i)na«—  [jl(/:--//icos6), 
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OU,  en  remplaçant  cosô  par  sa  valeur  (4), 


(Ci  bis) 


u^^=-  i— :^ww2_4-  ^j,(fnh-k). 


Les  équations  (6)  et  (6  bis)  montrent  (217)  que  V 
est  une  herpolhodie,  dans  l'acception  générale  du  mot, 
et  nous  savons  déterminer  les  éléments  du  mouvement 
de  Poinsot  correspondant;   en  particulier,  l'identification 

donne  7  pour  la  constante  H  des  forces  vives.  Soit  F  le 

cône  à  base  de  polhodie  qui,  dans  le  mouvement  de  Poin- 
sot considéré,  roulerait  sur  Je  cône  (C)  dont  la  base  est  V 
et  qu'on  devrait  supposer  immobile  :  F  tournerait  autour 

de  OM  avec  une  vitesse  égale  à  OMy^H  ou  à  -• 

Cherchons  maintenant  le  lieu  Vj  du  point  M  dans  l'es- 
pace. Soient  Xi^yi,  Zi  ses  coordonnées  :  on  a  d'abord 

(7)     ^î  -+-7Î  -+--21  =  P'-^  7--H  ''-=^  'i--+-  2  [J.(/î  —  cosO); 

puis,  ^1  étant  égal  à  la  somme  des  projections  de  6',  o',  A' 
sur  OZ,, 

Zi=  cp'cosO  ~{-y=  r  cos  0  -f-  'ysin'O  =  k-\-{i—  f)n  cosÔ. 
L'élimination  de  cos 9  entre  cette  équation  et  (7)  donne 

La  courbe  V<  est  donc  située  sur  une  sphère;  on  l'ob- 
tiendrait en  faisant  pivoter  l'herpolhodie  V  autour  de  O  de 
manière  qu'elle  roule  sur  la  sphère,  mais  elle  est  compli- 
quée et  je  ne  l'étudierai  pas.  Arrêtons-nous  au  cas  dey=  i , 
l'ellipsoïde  central  au  point  O  se  réduisant  à  une  sphère  : 
Si  est  constamment  égal  à  A',  et  Vi  est  contenue  dans  un 
plan  horizontal  lïi  qui  coupe  OZ,    en  un  point  fixe  Pj  ; 
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soient  P|  M  =  iii,  MPiM,,o  =  )v|.  On  a 

si  donc  on  se  reporte  à  l'équation  (6),  si  Ton  y  remplace 

u  par  sa  valeur  en  «,,  h  par  A|  +  -^^ et  /  par  i,  on 

aura 

(8)    I        _/jx^-jjL/iA,H-^y 

4 

Nous  sommes  conduits  à  chercher  la  vitesse  aréolaire  ; 
nous  exprimerons,  en  suivant  la  méthode  du  n°  217  pour 
trouver  rherpolhodie,  qu'elle  est  égale  à  la  somme  des  pro- 
jections, sur  le  plan  IIi,  des  vitesses  aréolaires 

\  1     dr  dç\         ^  (    dp  dr\         i  /     dq  dq\ 

lVTt~'^~drt)'    ^Vdi^^dl)'    r^\f-dt~~''-di) 

traitées  comme  des  aires  contenues  dans  les  plans  OYZ, 
OZX,  OXY;  ces  plans  font  avec  W^  des  angles  dont  les 
cosinus  sont  sinO  sincp,  sinOcoscp  et  cosô;  les  dérivées  de 
/?,  gr,  r  sont  données  par  les  équations. d'Euler,  qui  se  sim- 
plifient beaucoup  <juand  y*  =  i ,  et  Ton  a 

(9)         ttf  — T-î-   ^  ]xn  —  \ik  cos^  =  -  ku\ -\- ]x.{n  —  kh^). 

Les  équations  (8)  et  (9)  ont  une  forme  caractéristique 
et  Vi  est  encore  une  herpolhodie;  on  trouvera,  comme 
pour  V,  que  le  cône  F'  qui,  dans  le  mouvement  de  Poinsot 
correspondant,  roulerait  sur  le  cône(Ci)  doit  tourner  avec  la 

vitesse  -  autour  de  la  génératrice  OM.  Ainsi  le  mouve- 
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awKL*  1»*  "^^  tin^  -■*  cas  î»*  ■•  =  r .  §  icdaEOMtrMJL  ex  je  n 

Fen-iiîi*  •T">ç  C  rj-iî*  *ar  C.  .  î:n^:r^B«ii:i  Y*»^  F  et  T*  se 
par  mZiW'^tà    O  -I*^  f^rildia-*  irCermiaiées  pi»r  i^s  rèrfe? 

+'il*ar.t  an^  m-^.Tje  z-raératrice.  Soient  /fi.  #r-  (f..  •'.  ^  les 
ynr.M  o  1  cr*^  i^^i-^re  «ioQt  le  c^ctn?  e*t  en  O  «t  ie  rajoa 
é$ril  *  l  iDÎt^  Cônp«  la  jT'^nératrice  OM  ci  celle?  cpn  doi- 
vent f:*>înc;»irT  à  1  in? tan I  /  —  diz  ds  fa  ïon^ixeiir  des  afcs 
me.  mr,*  iw.  m'"''.  R.  R..  z.  z  le^  ravons  de  co«rli«re 
princîpacrx  des  qrsâCre  C'^nes  a  a  p:>ûit  m.  R  et  p  étant 
tornpi^i  po^îtîvemeDl  en  sens  contraire  de  R|.  p  dans  le 
même  sens  :  les  angles  dont  toamenl    C  -  retatrrement  à 

r  .1,  ..nâ  'Ci  -.F à   C'  étant  ee>///. -ce»^/, -M<//. 00  a, comme 

on  Fa  va  en  Cinématique  «  n*  190}. 

//«        ds -        ds       ds f^dt       ds       <if m<// 

L'élimination  de  R  et  de  R.  donne  s  = —  s':  c*esl  dire 
que  s  et  s'  sont  égaax  et  dirigés  dans  le  même  sens;  le> 
éléments  O/ny.  Om^  de  F  et  de  F'  qoi  se  correspondent 
liront  égaux  et  ont  ]a  même  courbore:  cette  égalité  ajant 
constamment  lien,  les  deux  cônes  sont  superposables  :  les 
herpolhodies  V  et  V,  correspondent  à  une  même  polhodie 
et  sont  dites  conjuguées.  Le  solide  se  meut  de  telle  sorte 
qu'il  existe  un  autre  solide  animé  à  chaque  instant,  par 
rapport  au  solide  donné  et  par  rapport  à  des  axes  fixes  y 
d^un  mouvement  de  Poinsot. 

C'est  le  théorème  de  Jacobi,  établi  pour  le  cas  dey"=  i . 
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Quand  y  a  une  valeur  quelconque,  imaginons  un  syslème 

S'  d'axes  OX'Y'Z'  se  mouvant  de  manière  que  OZ'  coïn- 
cide toujours  avec  OZ  et  que  OX',  OY'  fassent  avec  OX, 
OY  des  angles  égaux  à  {f — \)nt.  Les  angles  8  et  A  qui 
servent  à  définir  la  position  de  S  conviennent  à  S',  mais 
Tangle  o  doit  être  remplacé  par  ^  =  o-f-(y — i)nt\  le 
mouvement  de  S'  est  déterminé  par  les  équations  (2),  (3) 
et  par  l'équation 

Si  Ton  pose/Vi  =  n\  on  voit  que  ce  mouvement  est  de 
même  espèce  que  celui  de  S  dans  le  cas  de  /=  i  ;  quant 
au  mouvement  du  solide  tel  que  je  le  considère  maintenant, 
il  peut  être  défini  en  disant  que  S  est  animé  d*un  mou- 
vement de  rotation  uniforme  par  rapport  à  S'  tandis  que 
S'  se  meut  suivant  la  loi  de  Jacobi.  On  peut  montrer  que 
le  cône  F  qui  est  animé  d'un  mouvement  de  Poinsot  dans 
l'espace  absolu  et  relativement  à  S'  possède  aussi  un  mou- 
vement de  Poinsot  relativement  à  S,  ce  qui  établit  le 
théorème  de  Jacobi  dans  le  cas  de  y*  quelconque;  mais, 
pour  la  démonstration  de  ce  dernier  point,  je  renverrai  à 
la  Note  XVII  de  M.  Darboux  au  Cours  de  Despeyrous, 

220.  Rechercher  les  couples  capables  de  communiquer 
à  un  solide  le  mouvement  résultant  de  deux  mouvements 
de  Poinsot  associés. 

Soit  S  un  solide  donné,  mobile  autour  d'un  point  fixe 
O  pour  lequel  l'ellipsoïde  d'inertie  est  quelconque  :  nous 
allons  chercher  le  couple  R  qu'il  faudrait  faire  agir  sur  S 
pour  que  ce  solide  se  meuve  comme  s'il  était  lié  à  un  cône 
(C)  qui  aurait  pour  base  une  herpolhodie  V,  et  qui  rou- 
lerait sur  un  cône  (C|)  ayant  pour  base  une  autre  herpolho- 
die V|  suivant  une  loi  telle  qu'un  cône  F  ayant  pour  direc- 
trice une  polhodie  U  puisse  être  animé  d'un  mouvement  de 
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PoÎDSOt  par  rapport  à  l'C)  et  par  rapport  à  (C|  >.  Noas 
supposer  ODS  que  R  dépende  seolemeDl  de  la  position  de  S 
et  que  Tan  des  axes  principaux  an  point  O  soit  perpendi- 
culaire au  plan  11  qui  contient  V. 

Je  dis  d'aLord  qn*à  une  polhodie  U  correspondent  tou- 
jours deux  herpolhodies  V,  V, .  Soit  a  le  mouTement  de 
Poînsot  caractérisé  par  U  et  V  :  à  Finstant  ty  le  cône  F  qui 
a  pour  directrice  U  est  animé,  autour  d*une  génératrice  OM, 
d'une  rotation  dont  les  composantes  //,  q'j  r'  suivant  les 
axes  de  F  sont  liées  au  temps  par  des  équations  de  la  forme 

dp       iH,-    3    ,  ,      da'      a  — -A.    ,  ,      //X       -L  — !«.    .  , 

^'^    dï'='—xr'^'''  -di^-^^^'p^  M^—Q-p^' 

Attribuons  maintenant  à  F  un  mouvement  a'  tel  qu'à 
Finstant  /  le  cône  tourne  autour  de  OM  avec  une  vitesse 
dont  les  composantes  soient  — p\  — ^,  —  z"'  :  je  dis  que  ii' 
est  encore  un  mouvement  de  Poinsot.  Il  sufBt,  pour  le  dé- 
montrer, de  trouver  des  quantités  *V»',  ife',  G'  telles  qu'on  ait 


d(-p)       ifb'-C. 


•   T 


or  on  reconnaît  que  ces  équations  sont  compatibles  avec 
les  équations  (i)  si  Fon  a 


-V  ifi.' 


Les  rapports  de  X\  ift>',  G'  étant  seuls  déterminés,  on 

peut  choisir  les  valeurs  absolues  de  manière  que  ^\Jp'^  -h 

soit  égal  à  Xp^^-^.  .  .  ;  la  polhodie  dans  le  mouvement  jjl' 
sera  symétrique  de  U  et  l'herpclhodie  une  courbe  V;  mais 
on  peut  évidemment  leur  substituer  U  et  la  courbe  V|, 
symétrique  de  V  par  rapport  au  point  O,  ce  qui  établit  la 
proposition. 
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Nous  dirons  que  les  mouvements  [jl,  [jl'  sont  associés.  Si, 
pendant  que  T  roule  sur  le  cône  fixe  (G|)  suivant  les  règles 
du  mouvement  |i.',  il  entraîne  le  cône  (G)  qui  lui  corres- 
pond dans  le  mouvement  [x,  leur  position  relative  étant 
constamment  celle  que  prévoit  la  théorie  de  Poinsot,  le 
mouvement  du  cône  (G)  résultera  des  mouvements  [jl,  [x'  ;  la 
rotation  instantanée  à  l'époque  t  aura  pour  composantes 
—  2/?',  —  2^',  —  2A^.  L'angle  P0p4  des  perpendiculaires 
aux  plans  de  V  et  de  V|  aura  un  cosinus  de  la  forme 

G       G'  .  G        G'  G      G'  ^ 

mais,  (0  étant  la  vitesse  de  rotation  de  (G),  on  a 

on  en  conclut,  en  éliminant  p^^,  q'^,  r'-^  que  cosPOPi  est 
une  fonction  linéaire  de  w^. 

Soient  maintenant  OX,  OY,  OZ  les  trois  axes  princi- 
paux de  S  au  point  O,  le  dernier  coïncidant  avec  OP;  A, 
B,  G  les  moments  principaux  d'inertie;  />,  q^  r  les  compo- 
santes de  la"  rotation  w  suivant  les  axes  principaux;  nous 
choisirons  les  axes  fixes  de  manière  que  OZ^  coïncide 
avec  0P^  et  nous  définirons  la  position  de  S  ^  l'aide  des 
angles  6,  ©,  ^,  Par  hypothèse,  les  projections  de  a>  sur  OZ 
et  sur  OZj  sont  constantes  : 

(i)  r  =  hy     rcos6 -4-/?  sinô  sintp-f- ^  sinÔ  costp  =  A:. 

Nous  avons  aussi  vu  que  co^  doit  être  une  fonction  linéaire 
de  cds9  et,  comme  r  est  constant,  nous  pourrons  écrire 

(o.)  p^ -h  q^  =  2D  cos^ -{- iE. 

Si  nous  posons,  pour  abréger, 

F  =  {/  2DCOSO-1-2E—  ^^ r-r^ > 

y  sin^O 


D'aalre  part.  «î  nous  dîiïerentjons  les  équatioiis  i  et  <  2  < 
#*»  tieoant  compte  de-^  relations  qui  existent  entre  :^ .  ^  .  I 
et  y>.  y,  r,  îl  se  fait  de  grandes  rédactions  et  il  reste 

//r  ^/p  dq 

rJt  '  dt  •   dt 

dp  dq        w     -    m. 

'    dt        ^  dt  Y         .       /-         . 


d*où  l'on  lire 

'-  —  —  D  '-in^  oo«:5.       —  -  =  D  «lofl  sin^. 

Cela  posé,  les  équations  d^Euler  donnent  immédiatement 
les  moments  des  couples  composants  du  couple  cherché: 

,'  k —  h  co<Q 
L  =  —  AD  smH  Qij^z,  —  ^  C  —  B)A  ( r— = coss  —  Fsins  |, 


M  =  BD  sin  6  «in  î^  —  ^  A  —  C  »  A  ( -. — r sin  z>  —  F  cos:i  I . 


sinfl 

ha 
;iD¥ 


N=rB  — A)r(Dcose  — E  — F*j5iDao  — F^ ^^^^cosasl. 

Si  A,  B,  C  sont  égaux,  le  couple  obtenu  est  de  la  méoie 
forme  que  celui  qui  agit  dans  le  cas  d'un  solide  pesant  et 
ce  couple  détermine  toujours  un  mouvement  résultant  de 
deux  mouvements  de  Poinsot;  quand  A,  B,  C  sont  diffé- 
rents, un  pareil  mouvement  ne  se  produit  que  si  les  condi- 
tions initiales  sont  choisies  d'une  manière  convenable. 

221.  Soit  S  un  cône  droit,  homogène^  dont  le  sommet 
O  est  immobile  et  dont  chaque  élément  m  est  attiré  vers 
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un  point  fixe  ¥  par  une  force  égale  au  produit  de  mF 
par  une  constante  w^  et  par  la  masse  de  m  \  la  hauteur 

OH  de  S  est  égale  à  a,  le  rayon  de  base  ^  2  a,  OF  à  -a] 

enfin,  à  un  instant  donné,  FOH  est  droit  et  S  tourne 

ai^ec  la  vitesse  îùs/t.  autour  de  la  bissectrice  de  cet  angle. 
Déterminer  le  mouvement  ultérieur  du  cône  et  la  réac- 
tion du  point  fixe;  montrer  que  V  extrémité  de  V  axe  OM 
qui  représente  la  rotation  instantanée  décrit  dans  le  so- 
lide et  dans  V espace  deux  herpolhodies  et  chercher  les 
quadriques  correspondantes  ;  indiquer  la  position  rela- 
tive des  cônes  décrits  par  Vaxe  instantané. 

(Agrégalion,  1887). 

Prenons  trois  axes  fixes  OX^,  0Y4,  0Z|  et  trois  axes 
mobiles  avec  le  cône,  OX,  OY,  OZ,  0Z|  coïncidant  avec 
OF,  OZ  avec  OH  :  la  position  de  S  peut  être  définie  par 
les  angles  6,  (p,  i^. 

On  cherche  d'abord  les  moments  principaux  d'inertie  en 
0  et  l'on  trouve  aisément  qu'ils  sont  égaux  entre  eux  et  au 

produit  de     a^  par  la  masse  [jl  de  S.  On  sait  d'ailleurs  que 

les  attractions  données  ont  une  résultante  R  appliquée  au 
centre  de  gravité  G  et  représentée  par  [jlw^GF.  Le  couple 
provenant  de  la  translation  de  celte  force  en  O  a  son  axe 
dirigé  suivant  l'intersection  OU  des  plans  OXY,  OX^Yi 
et  son  moment  est  égal  à 

—  {ji(oVGF.OGsinOGF  =  — [ji(o«OG.OFsinGOF  =  — -fia2a>«sine. 

Nous  pouvons  obtenir  les  trois  équations  du  mouvement 
en  exprimant  que  les  projections,  sur  OZ  et  sur  0Z|,  de 
l'axe  du  couple  des  quantités  de  mouvement  sont  constantes 
et  en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives  :  les  con- 
stantes qui  figurent  dans  les  trois  équations  se  déduisent 
aisément  des  conditions  initiales  et  l'on  trouve,  après  de 
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simples  réductions, 

{i)  sin'O-T^ -h  r  cosô  =  o), 

(3)  -7-^  -{-sin*6^  =  a)»-i-2CD*cos6. 

De  la  sect)nde  équation  on  lire,  eu  égard  à  la  première, 

d'h  w 

dt        1  -+-  cos6 

et,  si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  (3),  on  en  déduit 

d^^         .cos6(2 -t- cos6) 

(^>  rf^  =  ^'       ■         I -' 

cos*  -6 
1 

en  posant  sin  -  6  =  w,  on  aurait  le  temps  au  moyen  d'une 
intégrale  elliptique  de  première  espèce;  mais  l'équation 

(4)  suffît  pour  montrer  que  8  décroît  depuis  -  jusqu'à 


7C 
2 


—  ^  pour  revenir  à  -,  et  ainsi  de  suite  ;  au  contraire,  if  aug- 
mente constamment  et  sans  limite.  Sur  une  sphère  décrite 
du  point  O  comme  centre  avec  a  pour  rayon,  le  point  H 
aura  une  trajectoire  formée  en  général  d'une  infinité  de 
boucles  qui  toucheront  le  grand  cercle  situé  dans  le  plan 
OX^Y,  et  s'entrecouperont  au  point  qui  est  sur  la  partie 
positive  de  OZi.  L'équation  (i)  donne  enfin 

â?Cp  _  O)  cos  6     _  to         _  <^<j' . 

dt  I  -h  cos 6  ~  iH-  cos 6  ^  dt' 

on  peut  faire  en  sorte  que  (p  et  A  s'annulent  pour  f  =  o  ; 
ces  deux  angles  resteront  toujours  égaux  entre  eux. 

Les  équations  (i),  (2),  (3)  auraient  pu  se  déduire  des 
équations  de  M.  Resal  et  aussi,  en  se  rappelant  les  rela- 
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tions  qui  existent  entre  p^  q^  r  et  cp,  ^^  6,  des  équations 
d'Euler,  lesquelles  se  réduisent  à  la  forme  suivante 


dp  •  •   û  ^Ç         •    •   û   •  ^^^ 


,-    =  O. 


(5)     -j-  =  —  a)*sin6coso,      -^  =  w' sin6  sin©,       , 
at  *         at  '        at 

J'engage  le  lecteur  à  faire  les  calculs  et  je  passe  à  la  re- 
cherche de  la  réaction  E  exercée  par  le  point  fixe  :  sa  pro- 
jection sur  un  axe  quelconque  s'obtient  en  retranchant  la 
projection  de  l'attraction  R  sur  cet  axe  du  produit  de  [x 
})ar  l'accélération  du  centre  de  gravité  estimée  suivant  la 
même  droite.  On  a,  par  exemple, 

les  équations  (2),  (4)  et  leurs  dérivées  feraient  connaître 
les  dérivées  de  0  et  de  <{^  dont  on  aurait  besoin.  On  aura 
plus  vite  les  composantes  de  E  suivant  OX,  OY,  OZ  si  l'on 
se  rappelle  les  formules  de  Rivais  qui  expriment  les  compo- 
santes de  l'accélération  d'un  point  lié  invariablement  au  sys- 
tème OXYZ,  soit,  en  appelant  û  la  vitesse  de  rotation  du 
cône, 

^x  =  p(p^  -"-  qy  -^  rz)  —  Q^x  -i-  z  -^  — .r  ^y»    — 

Remplaçons  x,  y^  z  par  les  coordonnées  o,  o,  -  ^  de  G, 

-^j  -j-9  ^  P^^  leurs  valeurs  (5)  et,    après  cela,  faisons 

o  =  a  :  nous  aurons  les  projections  de  l'accélération  du 
centre  de  gravité  sur  OU,  sur  la  droite  OV  perpendicu- 
laire à  OU  dans  le  plan  des  xy,  et  sur  OZ  : 

3  rfe 
^^  =  Vdr 

4  \dt  I 
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Les  composantes  de  l'attraction  R  sont 

o  r»         8  ,    .    n      o  ,/8cos6        3\ 

Ra=o,     R(;=  7  [xatii*  sin6,     Ra;=  [xaio^f — - —  ""7)' 

on  a  donc 


^         3        û^O       3  .  v^cos*  6-1-2  cose 


cos  -  6 


2 


-^  ui(o*a  sinB  2-hî7cos6        ^  31,^ 

L^=:— ^- — s—,      E-  — uto^acosô. 

20  i-r-cos6  10' 

Cherchons  maintenant  la  ligne  V  décrite  dans  le  solide 
par  l'exlrémité  M  de  Taxe  OM  qui  représente  la  rotation 
instantanée:  les  coordonnées  relatives  de  M  sont  p,  q,  r; 
r  restant  égale  à  w,  V  est  située  dans  un  plan  II  qui  coupe 
orthogonalement  OZ  en  un  point  fixe  P  à  la  distance  w  du 
point  O.  Faisons  PM  =  u,  MPMo  =  X  et  voyons  comment 
varient  ces  coordonnées  :  on  a  d'abord 

a^=^2_|_^î_  _}_  sin*Ô-T^    ^  w2(i  -f-  2C0S6), 

(6)  coso  — 


2  0)' 


Différentions  la  valeur  de  u^  et  reportons-nous  à  l'équa- 
tion (4);  nous  aurons 

u^  -7—  =  to*  sin*6  -r-  —  2w^(i  —  cos 6)  cos6(2  -r-  cos 6) 
dt*  dl^  ^  ^  ^  ^ 

ou,  en  mettant  pour  cos9  sa  valeur  (6), 

La  forme  connue  de  cette  équation  nous  conduit  à  cal- 
culer la  vitesse  aréolaire  du  point  M  :  les  équations  d'Euler 
(5)  nous  donnent 

*^9  dp         ,   •   A/      .  X 

P -f:  — <] -r:  =  w^  sine(/>  sin  cp -+- ^  cos®) 
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OU,  ce  qui  revient  au  même, 

u> —r  =w*sin*6-7^  :=  oi'(i  —  cos6), 
dt  dt  ^  '^ 

et,  en  mettant  pour  cosO  sa  valeur  (6), 

(8)  u'-^  =  iw(3(oî— a»), 

dt        i 

Les  équations  (7)  et  (8)  ont  une  forme  caractéristique  : 
le  point  M  décrit  une  herpolhodie  et,  en  identifiant  ces 
équations  aux  équations  (5)  et  (3)  du  n*^  217,  nous  aurons 
les  éléments  du  mouvement  de  Poinsot  correspondant.  On 
trouve  d'abord,  en  égalant  les  coefficients  de  11^  dans  les 

valeurs  de  -^»  H  =  -;  puis,  par  les  valeurs  de  ^'-n^ 
H  w^T3  i  3, 

G  2  G  '2  2<jU  4 


Enfin,  si  'J  désigne  Tune  des  valeurs  de  ii-  qui  annulent 

du 

di 


du     ^     .  |, 

r-T-  et  si  1  on  pose 


Tv  .,  .      1        T-+-HU  /        30)2 

•J  —    >^^ r-.  y       d  OU       -    =    — ^T- —  w2  (  I 


G2—  t^ir  i^  G2u 


•J 


-  sera  égal  au  carré  d'un  demi-axe  de  la  quadrique  qui 
roule  sur  le  plan  fixe  II;  aux  valeurs  w^,  itù^^  —  Sw^  de  u 
correspondent  pour  -  les  valeurs  —  ato^,  o,  aw^.  La  qua- 
drique cherchée  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  infini- 
ment aplati  et  la  polhodie  sera  un  arc  de  l'hyperbole  équi- 
latère  >s-  —  X'=2(»)^, 

L'herpolhodie  V  est  comprise  entre  deux  cercles  qui 

ontP  pour  centre,  a>  et  o)  y/3  pour  rayons;  elle  touche  le 
premier  tandis  qu'elle  rencontre  le  second  à  angle  droit 
et,  en  ces  points  de  rencontre,  elle  présente  un  rebrousse- 
ment.  Lorsqu'une  courbe  plane  pivote  autour  d'un  point 


r«'»  ^i  *-er  !  .-ir*:.  .r*.  -t^-ï  t*:  rw  ic  -ce.  "l^^  c»:-  i*  i^  ^  -riori*»^ 


%f:&Ir  i  %  ^t  alfis:  <î^  *c:1j*-,  OM  'sir "t  «çcir»  4*^  :*•?*  >!•-  oî- 

D*:.ï  le*:  4C*.  le:*  C'>:r"i';zE'-e^  :  .  f-iinî  M  sont  respect 
■       .   •  .       .  ,    «rV     «rs    <£^ 

^        *  4tt      4tt       iS' 

rar  OX..  OV,.OZ.: 

.      -    ^  .     ,  S- 

-  -  "    r**  '   «•* 

••.  4  — 

Xo'jsavoiîs  dîî  qii*-  le:?  ia^îe>  ^  el  i  sont  l»>-î jours  ê^ax: 
cela  jH>s^.  il  îuilil  de  $^  rep-orter  aax  formules  ■  2.  ■  du 
u^  i\i  pour  \-jir  qa'oQ  a  coDStanunenl 


pi  =  p'        'i.^—1 


#-.  =  r\ 


îi  en  résulle  qae  le  Heu  du  point  M  dans  Fespace  est  une 
herpoliiodîe  \  1  égïile  à  W  maïs  décrite  en  sens  contraire. 
On  peut  donner  au  solide  S  le  mouvement  qu'il  prend 
réellement  en  le  liant  à  un  cône  qui  a  le  pjint  O  pour  som- 
met, \   pour  base,  et  -.n  faisant  roulei  ce  cône  >ur  un  côoe 
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fixe  ayant  V<  pour  base.  Ces  deux  cônes  sont  à  chaque 
instant  symétriques  par  rapport  à  leur  plan  tangent  com- 
mun :  ils  coïncident  momentanément  quand  la  génératrice 
commune  passe  par  un  point  de  rebroussement  de  V  et 
deV,. 

Mouyement  quelconque  d'un  solide. 

222.  On  cherche  d'abord  le  mouvement  du  centre  <Je 
gravité,  puis  le  mouvement  relatif  à  des  axes  de  direction 
constante  dont  l'origine  coïncide  avec  ce  centré;  ce  mou- 
vement s'obtiendra  comme  celui  d'un  solide  autour  d'un 
point  fixe,  et  en  ne  tenant  compte  que  des  forces  exté- 
rieures, parce  que  les  forces  apparentes  disparaissent. 
Veut-on,  par  exemple,  connaître  le  mouvement  d'un  solide 
pesant,  abandonné  dans  l'espace,  et  dont  les  molécules 
soient  attirées  vers  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la 
distance  (Paris,  1867):  les  attractions  et  la  pesanteur  ont 
ime  résultante  unique  appliquée  au  centre  de  gravité;  rien 
de  plus  facile  que  de  reconnaître  que  ce  centre  décrit  alors 
une  ellipse;  quant  au  solide,  il  tourne  autour  de  son 
centre  de  gravité  comme  autour  d'un  point  fixe  quand  il 
n'y  a  pas  de  forces  extérieures  ;  ce  mouvement  relatif  s'ef- 
fectue donc  suivant  les  lois  données  par  Poinsot. 

223.  Mouvement  d^un  cylindre  pesant  homogène, 
abandonné  sans  vitesse  initiale  sur  un  plan  incliné  dé- 
poli, de  manière  que  ses  génératrices  restent  toujours 
horizontales  ;  on  tient  compte  de  la  résistance  au  rou- 
lement. 

On  peut  réduire  le  cylindre  à  sa  section  médiane,  par 
rapport  à  laquelle  tout  est  symétrique;  les  réactions  du 
plan  pourront  être  remplacées  par  une  force  dont  la  com- 
posante normale  est  N,  et  la  composante  tangentielle  H, 
dirigée  dans  le  sens  montant.  La  résistance  au  roulement 
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se  tradoil  par  ce  fait  que  la  réaclioD  N  s'exerce  à  ane  pe- 
tite distance  i  en  avant  do  point  de  contact  géométrique, 
et  qu'elle  a.  par  rapport  à  l'axe  da  cvliodre.  on  moment 
—  yi.  en  vertu  dnqnel  elle  tend  à  dimiooer  la  vitesse  de 
rotation.  Soient  t  l'angle  du  plan  avec  l'horizon,  m  la  ' 
masse  dn  cvlindre.  a  son  ravon.  /=^  '»>g=  le  coefficient 
de  frottemeut,  x  la  lon^eur  parcourue  parallèlement  au 
plan  par  le  centre  de  gravité.  ^  l'angle  dont  le  olindre  h 
roumé  autour  de  son  aie,  cette  rotation  constituant  le 
mouvement  relatif:  on  a  l'équation  do  mouvement  dn 
centre  de  sravilé  et  celle  du  mouvement  autour  de  l'ase  : 

_'^' :-.        M         ' rf"*.».        XI 


D'ailleurs,  N  est  égal  à  mscoii.  puisque  le  centre  de 
gravité  ne  se  déplace  pas  dans  le  sens  de  la  normaleauplao. 
Pour  qu'il  y  ait  roulemeul.  îl  faut  à  la  fois 

it>  mçîin/>H.     aH>NÎ>oi;îcosi. 

Comme  la  limite  eitréme  de  H  csl/m^coii.  pour  que  la 
seconde  inégalité  poisse  avoir  lieu,  il  faut  _/" >■  - .  ce  qui 
est  le  cas  ordinaire  dans  la  pratique.  Quand /<;  — -  îl  ne 
peut  naitre  de  mouvement  de  rotation:  si  alors  tangi-<y. 
le  centre  de  gravité  restera  lui-même  en  repos:  si  tangi  >>/, 
on  aura  un  glissement  simple 

-^  =  fi^.ïini-/coj|..     j-=  ^i'(sinj-/c«^i.fï.     «  =  o. 

Soit  mainienant_/">-  -  :  pour  que  les  deu\ inégalités (i) 
poissent  èlre  salisl'aites.  il  faul  lans/^-  -:  sinon  îl  v  a 
encore  arrêt:  au  contraire,  si  celte  inêsalilê  est  vérifiée. 
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îl  peut  y  avoir  roulement  simple  ou  roulement  compliqué 
de  glissement.  Pour  qu'il  y  ait  roulement  simple,  il  faut 
qu^on  ait 


dx  d^       d^x      '    d^O 

a  —r  ï      •  ,  >    =  a 


dt  dt'      dt^        ^  dr-  ' 

on  peut  alors  déduire  des  équations  du  mouvement 


ly     H  =  - /n^/ sini-h  2-cosn 


d'^x       if       .    .       ù 

Mais  H  doit  être  <Cjfngcosi  :  il  faut  donc 

tangi<  3/— 2-; 

si  cela  a  Heu,  le  centre  du  cylindre  prend  un  mouvement 
uniformément  accéléré,  l'accélération  étant  réduite  à  peu 
près  dans  le  rapport  de  2  à  3,  parce  qu'une  partie  de  la 
pesanteur   sert   à  accélérer    le   mouvement  de   rotation. 

Quand  tangt  sera  supérieur  à  3/ —  2  ->  H  sera  égal  à  sa 

Ce- 

limite  fnig  cosi^  et  Ton  aura  roulement  avec  glissement  : 

il  est  remarquable  que  le  mouvement  du  centre  degravilp 
soit  indépendant  de  0  dès  qu'il  y  a  glissement. 

224.  Déterminer  le  mouvement  dhine  sphère  homo- 
gène, posée  sur  un  plan  horizontal  assez  rugueux  pour 
empêcher  tout  glissement  ;  les  molécules  de  la  sphère 
sont  attirées  vers  un  point  O  du  plan  avec  une  force 
proportionnelle  à  la  distance  ;  on  néglige  la  résistance 
au  roulement,  (Question  de  Licence  généralisée.) 

Je  prends  le  point  O  pour  origine,  le  plan  donné  pour 
plan  des  xy^  une  verticale  pour  axe  des  z\  soient  x^j'^  a 
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les  coordonnées  du  centre  S  de  la  sphère,  m  sa  masse;  les 
attractions  de  O  sur  les  divers  points  de  la  sphère  ont  une 
résultante  appliquée  en  S,  et  dont  les  projections  sur  les 
axes  sont  — ^^mx^  — [x*/nj^,  —  [x^ma.  Au  point  de'  con- 
tact C  de  la  sphère  et  du  plan,  la  sphère  éprouve  une  réac- 
tion dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z;  on  a,  pour  le 
mouvement  du  centre  de  gravité, 

m-^  =.  —  m  [1.2  j -h  Y, 

o  :=  m  g  -j-  m\)^a  —  Z. 

Pour  étudier  le  mouvement  autour  de  S,  on  pourra  mener 
par  ce  point  des  axes  S^i,  S/i,  Sz\  parallèles  aux  axes 
fixes,  sans  être  obligé  de  prendre  des  axes  liés  au  corps 
mobile;  cela  tient  à  ce  que  toute  droite  passant  au  centre 
d'une  sphère  est  axe  principal,  et  le  moment  d'inertie  cor- 
respondant invariable.  Soient/?,  q^  ries  composantes  de  la 
rotation  autour  de  Sx^ ,  SjKi ,  S^i  :  X,  Y  sontles  seules  forces 
dont  le  moment  ne  soit  pas  nul,  et  le  théorème  sur  les  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  donne  trois  nouvelles 
équations  : 

/    \  2         -  c//?  ^       1        ^dq  ^       dr 

^    ^  5  dt  '      0  dt  '      dt 

11  faut  encore  deux  équations  pour  pouvoir  déterminer 
nos  inconnues  x^y^  X,  Y,  Z,/?,  q^r\  on  les  obtient  en 
écrivant  que  la  vitesse  du  point  C  est  nulle;  ses  projections 
sur  OX  et  OY  sont  les  sommes  des  projections  de  la  vi- 
tesse d'entraînement  et  de  la  vitesse  relative  par  rapport 
au  système  S;r^J^^-^^  ;  on  a  donc 

dx  dy 
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Ces  équations  permettent  de  remplacer  les  deux  premières 
du  système  (2)  par  les  suivantes  : 

éliminant  X  et  Y  entre  ces  équations  et  les  deux  premières 
du  groupe  (1),  on  a 

d'^x       5    .  ct^r       5    . 

Ce  système  connu  montre  que  le  point  S,  ainsi  que  le 
point  C,  décrit  une  ellipse  dont  le  centre  est  sur  OZ;  comp- 
tons le  temps  à  partir  du  passage  à  Tun  des  sommets,  et 
supposons  qu'on  ait  alors  j^  =  o,  ^  ==  c,  ^  ==  A  :  les  inté- 
grales du  mouvement  seront 

Les  équations  (3)  donnent  ensuite 

quant  à  /*,  c'est  une  constante.  Il  résulte  de  ces  formules 
que,  si  Ton  mène  par  l'origine  une  droite  qui,  à  chaque 
instant,  représente  en  grandeur  et  en  direction  l'axe  de  la 
rotation  instantanée,  le  lieu  des  extrémités  de  cette  droite 
sera  une  ellipse  horizontale. 

Les  équations  (4)  et  (5)  nous  donnent  les  composantes 
horizontales  de  la  réaction  du  plan 

_.  2      d^x       1  2    - 

X  =  —  -r  m  —i—  =  -  u^mx,     Y  =  -  a' my. 
5       dt*        y^         '  7 

La  résultante  de  ces  deux  forces  est  dirigée  suivant  OC  et 

égale  à-  jx^/nOC;  pour  que  le  mouvement  ait  lieu  sans 

Db  s.-G.  —  Rec,  32 
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glissement,  comme  on  Ta  supposé,  il  faut  qu'elle  soit  in- 
férieure à  Z  multiplié  par  le  coefficient  de  frottement  : 


1 


-{jLîOC</(^-t-HL2a). 

Si  rinégalité  n'est  pas  toujours  vérifiée,  il  j  a  glissement, 
et  le  problème  devient  plus  compliqué. 

225.  Mouvement  d'une  sphère  homogène,  posée  sur 
un  plan  horizontal  dépoli,  qui  tourne  uniformément 
autour  d'une  verticale.  (Walton.) 

Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  de  rotation,  et  pour  axes 
des  X  et  desy  deux  droites  rectangulaires,  fixes  dans  l'es- 
pace, et  passant  par  Je  point  où  OZ  perce  le  plan.  Le  pro- 
blème est  analogue  au  précédent,  si  ce  n'est  que  |jl  estnul, 
et  que  la  vitesse  de  C,au  lieu  d'être  nulle,  est  égale  à  celle 
du  point  du  plan  qui  coïncide  avec  lui.  Le  système  (3) 
sera  remplacé  par  le  suivant  : 


~di 


—  aq 


dv 
ojy,     -: — \-  ap  =  (i)x. 


Le  système  (5),  donné  par  l'élimination  de  /?,  q,  X,  Y, 
devient 


d^x 


dy 


diy 


dx 


di"^  di  '     ^  de-  dt 


—  o. 


Intégrant, 
dx 


dt 


-f-  lix^y  — 


dy 


2  0)  a?  :=  y^Q  —  2  0)  Xq. 


Posons    y—y,—  lf^=y,^    a:  —  Xo-hl^==yu    ce 


2    w 


2     O) 


qui  revient  à  transporter  l'origine  en  un  point  connu  A: 
on  aura 


^  dxi 


^dys 


/-^-^2a)7,  =  0,       7-^  —2(0371  =  0, 
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L'intégration  de  ces  équations  ou  leur  interprétation  géo- 
métrique prouve  que  le  point  C  décrit  un  cercle  dont  le 

centre  est  en  A,  avec  une  vitesse  angulaire  -o>;  sa  trajec- 
toire apparente  sur  le  plan  sera  épicycloïdale  ;  X  et  Y  ont 
une  résultante  constamment  dirigée  vers  A  et  de  grandeur 
invariable. 

Forces  instantanées. 

226.  On  dippelle  force  instantanée  une  force  très  grande 
F  qui  agit  pendant  un  temps  excessivement  court  9,  mais 

dont  l'impulsion    /    Fdt  est  finie;  c'est  cet  élément  qu'on 

introduit  dans  le  calcul  sous  le  nom  àe percussion  et  qu'on 
peut  représenter  par  un  segment  rectiligne  dont  la  direc- 
tion est  celle  de  F.  Quand  on  cherche  Teflet  de  forces 
instantanées  sur  un  système  matériel,  on  regarde  leurs  di- 
rections comme  constantes  et  l'on  néglige,  pendant  le  temps 
très  court  où  se  produit  la  percussion,  les  déplacements 
des  points  du  système  et  l'action  des  forces  ordinaires.  La 
projection,  sur  un  axe,  de  la  quantité  de  mouvement  com- 
muniquée au  système  est  égale  à  la  somme  des  projections 
des  percussions,  et  son  moment  par  rapport  à  un  axe  est 
égal  à  la  somme  des  moments  des  percussions. 

Quand  le  système  est  un  solide  S  de  masse  M,  le  centre 
de  gravité  O  acquiert  une  vitesse  égale  à  la  résultante  des 
percussions  divisée  par  M;  en  même  temps,  S  reçoit  un 
mouvement  de  rotation  dont  l'axe  est  dirigé  suivant  le 
diamètre  01  de  l'ellipsoïde  central  conjugué  au  plan  du 
couple  résultant  de  la  translation  des  percussions  au  point 
O;  la  vitesse  de  la  rotation  est  égale  à  la  projection  de 
l'axe  du  couple  sur  01  divisée  par  le  moment  d'inertie 
autour  de  OL  Le  mouvement  résultant  pour  S  est  en  gé- 
néral un  mouvement  hélicoïdal;  si  la  translation  acquise 
est  perpendiculaire  sur  01,  le  mouvement  acquis  est  une 
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simple  rotatioD  autour  d'une  parallèle  à  01,  laquelle  est 
axe  principal  d^inertie  au  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  O  sur  sa  direction. 

227.  Une  barre  homogène  OA,  de  masse  m,  de  lon- 
gueur 2  a,  peut  tourner  sur  un  plan  horizontal  autour 
de  son  extrémité  O,  qui  est  fixe;  en  A  est  articulée  une 
barre  égale  AB,  qui  se  meut  aussi  sans  frottement  sur 
le  plan  horizontal.  Les  deux  barres  étant  primitive- 
ment en  ligne  droite  et  en  repos,  on  applique,  en  un 
point  S  de  AB,  une  percussion  perpendiculaire  P  :  dé- 
-  terminer  le  mouvement  initial  des  deux  barres  et  les 
réactions  qui  se  produisent  en  O  et  en  A  au  moment 
du  choc. 

Soient  OX  la  droite  qui  coïncide  d'abord  avec  OAB,  5 
la  distance  AS,  a,  ^  les  vitesses  angulaires  de  OA  et  de  AB 
après  le  choc;  le  moment  de  la  percussion  par  rapport  à 
O  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement des  deux  barres.  Pour  calculer  la  partie  de  cette 
somme  fournie  par  AB,  je  remarque  que  son  centre  de  gra- 
vité a  pour  vitesse  2aa  +  aP;  le  moment  de  la  quantité 
de  mouvement,  en  y  supposant  la  masse  concentrée,  est 
3ma(2aa-f- «P);  il  faut  y  ajouter  la  somme  correspon- 
dant au  mouvement  relatif  autourde  ce  centre, -^/wa^  p.  On  a 

4  i 

(i)  -ma^a.-h  3 ma2( 2a  -4-  p)-i-  ^  ma*p  =  P(2a-h5). 

La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  de 
AB  par  rapport  à  A  est  égale  au  moment  de  la  percussion 
P,  car  la  réaction  de  OA  en  A  a  un  moment  nul  : 

(2)  ma*(2a  4- ?) -h  T /na^p  =  p^. 

Les  équations  (i)  et  (2)  donnent   les  vitesses  angulaires 
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initiales 

Rien  de  plus  facile  que  de  discuter  ces  formules^  Par 
exemple,  pour  que  a  et  ^  soient  égaux  ou  que  les  barres 

restent  d'abord  en  ligne  droite,  il  faut  5=  —a.  La  per- 
cussion Q,  que  AB  reçoit  en  A  par  suite  de  sa  liaison  avec 
OA,  s'obtient  en  exprimant  la  vitesse  acquise  parle  centre 
de  gravité  de  AB  : 

(2a-hp)a=:  ^,     Q= ^P=— -maa. 

m  "^  Cl  i 

La  percussion  R,  que  reçoit  O,  se  déduit  de  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  de  OA  : 

aaL= (Q-hR),     R=— -maa=:-0. 

m  3  ?. 

Pour  avoir  le  mouvement  ultérieur  du  système,  on  ex- 
prime que  la  force  vive  et  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  O  restent  constantes  ; 
6  étant  Tangle  AOX,  A  le  supplément  de  l'angle  OAB,  on 
trouve,  après  des  calculs  assez  simples, 

df^  ~  i6 — Qcos**)^ 

dt  ~~  2(5  -h  3  cosi}') 

La  discussion  générale  du  mouvement  est  compliquée. 
Quand  a  est  égal  à  j3,  on  voit  que  i(  doit  rester  constam- 
ment nul  et  que  9  croît  proportionnellement  au  temps. 

228.  Une  barre  très  mince  se  meut  sur  un  plan  hori- 
zontal par  faitem^ent  poli;  le  centre  instantané  de  rota- 
tion coïncide  avec  Vun  de  ses  points,  A,  lorsqu  elle  ren- 
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contre  un  obstacle  fixe  M;  déterminer  la  grandeur  de 
la  percussion  et  le  mouvement  ultérieur  de  la  barre. 

(Agrégation,   1872.) 

Soîect  v^  (^  les  vitesses  du  centre  de  gravité  O  avant  et 
après  le  choc;  w,  w'  les  vitesses  de  rotation  correspon- 
dantes ;  mR2  le  moment  d'inertie  autour  de  O  ;  :r  l'abscisse 
OM,  comptée  positivement  à  droite  du  point  O,  — a 
Tabscisse  du  point  A;  v  est  perpendiculaire  à  la  barre  et 
égale  à  ao).  Après  le  choc,  en  supposant  la  barre  dépourvue 
d'élasticité,  M  reste  momentanément  en  repos  et  est  centre 
instantané  de  rotation  ;  v^  est  perpendiculaire  sur  AO  et 
égale  à  —  ta' x.  Le  moment  de  la  quantité  de  mouvement 
par  rapport  à  M  est  constant  : 


(0 
d'où 


mvx  -4-  mK'o)  = —  mv' x  -+-  mK*to', 
mto(K2—  ax)  =  wa)'(K*-ha7*); 


,_  K'—  ax  ,_{>x(ax  —  K*) 


Soit  B  le  point  conjugué  de  A,  à  droite  de  O,  et  tel  quç 
OA  X  OB  =  R2  ;  quand  M  est  à  droite  de  B,  co'  est  de  sens 
contraire  à  w,  {^  de  même  signe  que  ç^;  quand  M  est  entre 
O  et  B,  w'  est  de  même  signe  que  a>,  ç^  de  signe  contraire 

à  (^;  il  j  a  une  sorte  de  réflexion.  En  discutant  la  valeur 
de  (^',  on  trouve  qu'elle  est  maximum  ou  minimum,  égale 

k  [a±  \la^  -\-  K^)  —  pour  x=^  —  a  ib  y/a^  4-  K^.  La  gran- 

deur  de  la  percussion  reçue  par  l'obstacle  est  mesurée  par 
la  variation  de  la  quantité  de  mouvement  de  la  barre  pro- 
jetée sur  une  perpendiculaire, 


,        K2mp(a7-f-a) 
"^  ^  a?*  -h  K* 
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Elle   atteint  un  maximum  -  mto  (a  H- y'a- +  K^)    pour 


X  =  >Ja^  H-  K^*  —  a. 

Si  Ton  avait  supposé  la  barre  parfaitement  élastique,  il 
aurait  fallu  adjoindre  à  l'équation  (i)  la  condition  que  la 
force  vive  reste  constante  : 

et  Ton  aurait  pu  calculer  v>^  et  w',  qui,  dans  les  deux  cas, 
restent  invariables  après  le  choc. 

229.  Etant  donné  un  système  en  équilibre  grâce  à  cer- 
taines liaisons,  on  suppose  que  quelques-unes  de  ces  liai- 
sons viennent  à  être  détruites  instantanément,  et  l'on 
propose  de  calculer  les  réactions  qui  représentent  les 
liaisons  restan  tes  aussitôt  après  la  rupture  de  V équilibre. 

Ces  questions  se  rattachent  aux  forces  instantanées. 
M.  W.  Besant  en  a  traité  plusieurs  dans  le  tome  IV  du 
Journal  de  Cambridge;  il  prend  les  équations  du  mouve- 
ment du  système  aussitôt  après  la  rupture  des  liaisons,  en 
y  négligeant  les  termes  de  l'ordre  du  carré  des  vitesses; 
ainsi,  pour  le  mouvement  dans  un  plan,  on  réduit  les  com- 
posantes de  l'accélération  suivant  le  rayon  vecteur  et  sa 

normale  à  ,  ^  ^^  ^  ''  'l7i>  ^"  traite  comme  nulle  l'accélé- 
ration centripète,  etc. 

Considérons  une  planche  elliptique  dont  le  plan  est  ver- 

t 

tical  et  dont  les  foyers,  situés  à  la  même  hauteur,  sont  sou- 
tenus par  deux  chevilles;  on  en  retire  une,  et  l'on  demande 
la  pression  P  supportée  par  l'autre  immédiatement  après. 
Soit  w  la  vitesse  angulaire  du  disque  après  un  temps  très 
court;  l'accélération  du  centre  peut  être  regardée  comme 
simplement  tangentielle  et  dirigée  vers  le  bas; 

dv  duj  ^ 
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Prenons  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  autour 
du  point  fixe  : 

mgae  =  (  a*  c'  -4-  K*  )  m -j-  =  ma- 


dt  ^        dt' 


éliminant  --tt'  nous  aurons 
dt 


P  = 


7.  —  e' 


3e 


t^é^' 


Elle  est  inférieure  ou  supérieure  à  la  charge  d'équilibre 

-  mg^  selon  que  e^^-z- 

Soit  encore  un  fil  dont  les  extrémités  A  et  D  sont  fixes, 
et  qui  porte  deux  masses  m,  m'  attachées  en  B  et  C,  de 
manière  que  6C  soit  horizontal;  on  coupe  la  partie  CD,  et 
l'on  demande  les  tensions  initiales  T,  T'  des  cordons  AB 
et  BG.  Le  point  B  décrit  un  arc  de  cercle  normal  à  AB;  on 
peut  regarder  d'abord  son  accélération  suivant  AB  comme 
nulle,  et  l'accélération  totale  y  comme  perpendiculaire  à 
ce  rayon.  Si  donc  0  est  l'angle  de  AB  avec  la  verticale, 
on  a 

T  —  T'sin6  —  mg  ces  6  =  o,     my  =  mg  sin6  —  T'cos6. 

L'accélération  relative  de  G  par  rapport  à  B  est  tout  entière 
perpendiculaire  à  GB;  son  accélération  totale,  qui  est  la 
résultante  de  la  précédente  et  de  l'accélération  de  B,  aura 
YcosO  pour  projection  sur  GB;  T'=  m'ycosO.  On  tire  de 
cette  relation  et  des  deux  premières 

rp_  m  (m -^m^)^cosO  , _  mm'>?' sin 6  ces 6 

m -T- m' cos*Ô       '  ~~    m -T- m' ces' tt  ' 

la  vitesse  initiale  de  G  sera  dirigée  suivant  la  résultante 
de  T'  et  de  /«'^. 
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230.  Un  parallélépipède  rectangle  homogène  S,  dont 
la  masse  est  égale  à  3,  les  arêtes  à  2a,  J^a,  8a,  peut 
se  mouvoir  librement,  mais  il  est  soustrait  à  l'action  de 
toute  force  extérieure  et  d* abord  en  repos  :  une  sphère 
S,  de  masse  i,  animée  d*une  vitesse  de  translation  U 
parallèle  aux  arêtes  moyennes  de  S,  vient  choquer  en 
M  une  face  F  perpendiculaire  à  ces  arêtes.  Trouver  le 
mouvement  que  prennent,  aussitôt  après  le  choc,  S  e^  S 
supposés  parfaitement  élastiques  :  mouvement  ultérieur 
de  S  quand  M  coïncide  avec  un  sommet  de  F. 

(Agrégation,  1886.) 

Par  le  centre  de  S  avant  le  choc  menons  trois  axes,  OX 
parallèle  aux  petites  arêtes,  OY  aux  arêtes  moyennes,  OZ 
aux  grandes  arêtes.  Les  déplacements  des  deux  solides  pen- 
dant le  choc  étant  négligeables,  F  doit  être  considérée 
comme  restant  normale  à  OY  et  les  forces  élastiques  qui 
agissent  sur  S  ne  changeront  point  la  direction  de  sa  vi- 
tesse, mais  après  le  choc  la  grandeur  de  cette  vitesse  de- 
viendra u\  le  centre  de  gravité  du  parallélépipède  prendra 
une  vitesse  v  aussi  parallèle  à  OY,  tandis  que  S  lui-même 
sera  animé  d'une  rotation  dont  les  composantes  suivant 
OX,  OY,  OZ  seront  P,  Q,  R. 

OX,  OY,  OZ  sont  les  axes  principaux  de  S  en  O  et  les 
moments  d'inertie  correspondants  sont  20 <2-,  l'ja^,  5a-; 
soient  x^  —  2a  et  5  les  coordonnées  du  point  M. 

Pour  déterminer  les  cinq  inconnues  propres  à  définir  le 
mouvement  après  le  choc,  exprimons  que  ce  phénomène 
n'altère  ni  la  somme  des  projections  des  quantités  de 
mouvement  sur  OY,  ni  la  somme  de  leurs  moments  par 
rapport  à  OX,  OY,  OZ,  ni  la  force  vive  : 

2oa*P  —  t«5  =  —  U^,     i7a*Q=0j     5a*R -h  a^  =  Uo:,  ^ 
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Des  quatre  premières  équations  on  lire 

V  —  H        ^  V  —  Il        ^  r»  U  —  ?/ 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  cinquième  équation,  on 
peut  tout  diviser  par  U  —  w  et  Ton  trouve 

U  —  M  — 


8oa*-f-  iix^-h  Zz^^ 


U 

2U 

?/  =:    ~  » 

V  -- 

-> 

/ 

7 

de  cette  valeur,  on  déduit  immédiatement  celles  de  w,  r, 
P,  R  et  il  est  facile  de  les  discuter.  Dans  le  cas  particu- 
lier proposé,  faisons  x  ^^a^  5=  —  é^a  el  nous  aurons 

^=—-,      Q  =  o,     R=— ~; 

fi  TT 

la  quantité  de  mouvement  de  la  sphère  diminue  de  —^; 

c'est  la  mesure  de  la  percussion. 

Le  mouvement  initial  de  S  résulte  d'un  mouvement  de 

translation  parallèle  à  U  et  d'une  rotation  w  =  -r-. —  au- 
tour  de  la  bissectrice  de  ZOX;  la  force  vive  H  est  égale  à 
—  a-tù-  et  l'axe  G  du  couple  résultant  des  quantités  de 

mouvement  k  a^tù  i/  —  ;  il  est  dans  le  plan  OXZ  et  fait 

avec  OZ  un  angle  Ç  dont  la  tangente  est  4»  Le  mouvement 
ultérieur  de  S  est  celui  d'un  solide  abandonné  à  lui- 
même  :  le  centre  de  gravité  O  possède  un  mouvement  rec- 
tiligne  et  uniforme  et  S  prend  autour  de  ce  centre  un 
mouvement  de  Poinsot.  Menons  par  ce  point  trois  axes  de 
direction  constante,  OZ,  parallèle  à  l'axe  G,  0X|  paral- 
lèle à  la  direction  primitive  de  OY,  0Y<  perpendiculaire 
aux  deux  autres  ;  désignons  par  OX',  OY' ,  OZ'  les  axes 
principaux  d'abord  confondus  avec  OX,  OY,  OZ  et  par 
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p,  q^  r  les  composantes  de  la  rotation  suivant  OX',  OY', 
OZ'.  On  aura,  en  passant  en  revue  les  formules  du  mou- 
vement de  Poinsot, 

20/)'  -h  ij  q^ -h  5  r^  =  î      400/?*-  4-  289 q^  -+-  25  r^  — , 

dq  _        t5pr 
dt  17 

On  est  dans  le  cas  particulier  de  Bll  —  G^  =  o  et  si  Ton 

pose,  pour  abréger,  jjl  =  --==.',  on  aura 

Vi4 

Les  formules  propres  à  déterminer  les  trois  angles  d'Euler 
sont  bien  connues  et  deviennent  ici 

cosO  = ,      tango  = 


L'intégration  de  cette  différentielle  n'est  pas  bien  difficile 
et  donne 

d;  =  5a^  +  arc  tanff ; — :— . 

Les  composantes/?  et  r  sont  toujours  égales  et  tendent 
vers  zéro;  l'axe  instantané  est  toujours  dans  le  plan  bis- 
secteur des  plans  OY'Z',   OX'Y'  et  tend  à  se  confondre 

avec  OY';  9  part  de  Ç  pour  arriver  à  -  et  o  varie  de  —  -J-' 

à  zéro^  donc  OZ'  et  OX'  se  rapprochent  indéfiniment  du 

plan  OXjYi  et  OY'  de  OTj^  ;  if  croît  indéfiniment  et  -jj 

tend  vers  5  [x  ;  le  mouvement  de  S  se  rapprochera  de  plus  en 
plus  d'une  rotation  uniforme  autour  de  0Z<  qui  tend  à 
coïncider  avec  l'axe  moyen;  c'est  le  mouvement  qu'on  ob- 
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tiendrait  en  faisant  rouler  le  plan  qui  contient  la  polhodie 
sur  le  cône  qui  a  pour  base  Therpolliodie  et  qui  admet  OZ, 
comme  génératrice  asymptote. 

EXERCICES. 

i.  Un  secteur  sphérique  à  une  base,  de  densité  e,  a  son  demi- 
angle  au  sommet  égal  à  0  :  moments  d'inertie  principaux  au 
centre  de  la  sphère. 

^,  •>.  —  3  cos6  -h  cos*6  _.  4  —  3  cos6  —  cos^O 

27reK* -^ y      reK» • -• 

i5  ID 

2.  Une  lentille  homogène,  d'épaisseur  ia,  de  diamètre  26,  est 
limitée  par  deux  calottes  sphériques  égales  :  calculer  les  rayons 
principaux  de  gyration  au  centre.  (W.  Walton.) 

io(a2_+-3^îj~~'  2o(a2-i-362) 

3.  Un  pendule  est  formé  d'une  tige  rigide,  de  masse  négligeable, 
dont  un  point  0  est  le  point  de  suspension,  et  de  deux  sphères  : 
l'une,  de  rayon  a,  a  son  centre  à  une  distance  donnée  c  du  point 
O;  l'autre,  de  rayon  6,  a  son  centre  à  une  distance  inconnue  ardu 
point  fixe.  Déterminer  x  de  manière  à  rendre  minima  la  longueur 
du  pendule  synchrone,  les  deux  sphères  ayant  la  même  densité. 

5^3^2-4-  10  a' CJ7  —  Sa^C' —  la-'  —  26»=  o. 

4.  Déterminer,  en  partant  des  formules  d'Euler,  le  mouvement 
d'une  tige  très  mince  dont  un  point  est  fixe;  retrouver  les  résul- 
tats connus  relatifs  au  pendule  conique. 

3.  Mouvement  d'une  sphère  pesante  et  homogène  à  l'intérieur 
d'un  cylindre  droit  dont  les  génératrices  sont  horizontales  et  la 
surface  dépolie,  en  négligeant  la  résistance  au  roulement  et  sup- 
posant que  la  sphère  parte  du  repos.  Soient  a,  R  les  rayons  de  la 
sphère  et  du  cylindre,  a  l'inclinaison  du  plan  tangent  commun  au 

in 

point  de  départ:  si  tanga  <  ^ /,  il  y  a  roulement  et  le  centre  se 

meut  comme  un  pendule  de  rayon  7  — - —  ;  sinon,  la  sphère  glisse 
et  le  centre  se  meut  comme  un  point  sur  un  cercle  dépoli. 
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6.  Déterminer  le  mouvement  d'un  treuil  horizontal  soumis  à 
l'action  de  deux  poids  P,  P',  en  tenant  compte  du  frottement  des 
tourillons,  mais  négligeant  le  poids  et  la  roideur  des  cordes. 

R,  K  rayons  des  i'oues  sur  lesquelles  agissent  les  cordes  portant 
P  et  P',  p  rayon  des  tourillons,  p  poids  du  treuil,  k  son  rayon  de 
gyration  autour  de  l'axe,  <p  angle  de  frottement  : 

PR«-f-P^R^g-i-;p^^i-t-(P^R--PR)psincp  ^ 

g  dt 

=  PR  —  P' R' —  (P -h  F +/?)  p  sin  cp. 

7.  Un  cube  homogène,  soustrait  à  l'action  de  toute  force  ex- 
térieure et  d'abord  en  repos,  peut  tourner  autour  de  son  sommet 
O  qui  est  fixe  :  une  sphère  S,  animée  d'une  vitesse  u  perpendi- 
culaire à  l'une  des  faces  qui  se  coupent  en  0,  vient  choquer  cette 
face  en  son  milieu  G.  Trouver  le  mouvement  que  vont  prendre  les 
deux  corps,  supposés  parfaitement  élastiques.  (Gaen,  i883.) 

Soient  M  et  /n  les  masses  du  cube  et  de  S,  a  a  l'une  des  arêtes  : 

après  le  choc,  le  cube  tourne  avec  la  vitesse  ,-; --^     autour 

^  (6/n-f-iiM)a 

d'une  droite  menée  perpendiculairement  à  OC  dans  la  face  cho- 
quée;  c'est  un   axe  permanent  de  rotation.    S  prend  la  vitesse 
6/n  — iiM 
6mH-  iiM 


u. 


8.  Un  solide  homogène  S,  de  masse  i,  est  limité  par  une  surface 
de  révolution  autour  d'un  axe  OM  :  le  point  0  est  fixe  et,  seul 
parmi  tous  les  points  de  S,  M  est  sollicité  par  une  force  exté- 
rieure; cette  force,  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  OZ,  tend 

a  en  éloigner  le  point  M  et  a  pour  valeur    .  3*^/^7^  les  moments 

d'inertie  de  S  autour  de  OP  et  d'une  perpendiculaire  passant  en  0 


sont  égaux  à  OM  et  à  30M  .  Trouver  le  mouvement  du  point  M 
sachant  qu'à  l'instant  initial  MOZ  est  égal  à  6o%  M  en  repos  et  S 
animé  d'une  vitesse  angulaire  20)  autour  de  OM.  (Gaen,  i885.) 

Les  angles  6  et  <}^  d'Euler  peuvent  définir  la  position  de  M  et  , 
l'on  a 


-,         I           iàts/l 
COSO  =  -  COS 71 —  > 

2  i 


1'^ 


=  v^arctangfi/|tangîîi-^j~aixtangf /^ 


u> 


t\/i 
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9.  Une  barre  homogène  et  très  mince  AB  est  en  repos  sur  un 
plan  horizontal  poli,  lorsqu'une  petite  sphère,  parfaitement  élas- 
tique, animée  d'une  vitesse  u,  perpendiculaire  sur  AB,  vient  la 
choquer  à  une  distance  x  de  son  milieu  G.  Mouvement  du  système 
après  le  choc.  (Gaen,  ï88o.) 

m  et  M  étant  les  masses  de  la  sphère  et  de  la  barre,  AB  =  aa, 
la  sphère  et  le  point  G  auront,  dans  la  direction  de  u,  les  vitesses 
constantes  c,  V,  et  AB  tournera   autour  de  G  avec  la  vitesse  ta  : 

_  ama?* — (M -h m) a*  .._  imà^u  3V^ 

~  3  m  a;* -h  (M  H- /n)  a*     '         ~~  3miF*-i-(M-+-/n)a*'  ~    a» 

10.  Déterminer  le  mouvement  que  peut  prendre  sur  un  plan 
horizontal  une  plaque  mince  dont  chaque  élément  dm  est  attiré 
vers  une  droite  OX  du  plan  par  une  force  égale  au  produit  de 
X»  dm  par  la  distance  de  l'élément  à  OX.  (Paris,  i886.) 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  seront  de  la  forme 

x^=^  at  -r-  b^    yx=  p  tos\t -\- q  ^\Tï\t\ 

soient  A,  B  les  moments  d'inertie  de  la  plaque  autour  des  axes 
principaux  menés  par  G  dans  son  plan,  0  l'angle  du  premier  de 
ces  axes  avec  OX  : 

(A-+-B)^  =:— X2/7(:t  — :ri)c?/n=:X2(A  — B)sinôcos8. 

11.  Mouvement  d'une  sphère  homogène  qui  glisse  sur  un  plan 
horizontal  dépoli.  (Goriolis,  Théorie  mathématique  du  jeu  de 
billard.) 

On  se  reportera  au  n°  224  et  à  ses  notations:  X,  Y  sont  les 
composantes  de  la  force  de   frottement  fmg\  leur  rapport  est 

dx  dv 

égal  à  celui  de  -3 aq  k  -j-  -\- ap  et  l'on  trouvera  qu'il  est  con- 
stant; X  et  Y  le  sont  eux-mêmes  et  le  centre  de  la  sphère  décrit 
une  parabole  jusqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  plus  qu'un  roulement  simple. 
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EQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  LA  MÉCANIQUE. 


Principes  des  trayanx  virtnels. 

231,  Nous  allons  étudier  très  rapidement  certaines  équa- 
tions générales  auxquelles  les  géomètres  ont  ramené  la 
résolution  de  tous  les  problèmes  de  Mécanique  ;  c'est  une 
méthode  moins  directe  que  Temploi  des  considérations 
mécaniques  proprement  dites,  mais  elle  est  remarquable 
par  sa  généralité  et  sa  puissance.  On  peut  dire  que  toute 
la  Statique  est  comprise  dans  le  principe  des  travaux  vir- 
tuels, énoncé  par  Bernoulli  :  dans  un  système  en  équi- 
libre,  la  somme  des  travaux  des  forces  qui  y  sont  ap- 
pliquées est  nulle  pour  tout  déplacement  virtuel  des 
points  du  système,  compatible  avec  les  liaisons.  Toute- 
fois, lorsque  quelques  points  du  système  sont  simplement 
posés  sur  des  surfaces,  et  qu'on  leur  donne  un  déplace- 
ment virtuel  du  côté  où  ils  sont  libres,  la  somme  des  tra- 
vaux virtuels  devient  négative.  On  emploie  indifféremment 
dans  cet  énoncé  les  mots  de  travail  virtuel,  moment 
virtuel,  vitesse  virtuelle. 

Soient  hx,  8y,  8^  les  projections  rectangulaires  du  dé- 
placement virtuel  infiniment  petit  donné  à  l'un  des  points 
du  système  ;  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  sol- 
licite ce  point  :  on  a 

(i)  2:(XSa7-h  Yo^-t-Zo^)  =  o, 

la  somme  s'étendant  aux  n  points  qui  forment  le  système 
donné  et  Sx,  8^,  5.3  étant  tels  que  les  liaisons  soient  res- 
pectées. 
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Quand  celles-ci  s'expriment  par  des  équations 

Fi(x,y,z,xi,  ..,)  =  o,        F,  =  o,         F^- =  o, 

on  a,  i  prenant  toutes  les  valeurs  depuis  i  jusqu'à  k, 

,    ,  dF,-^  dFi^         dFi^         ôFi^ 

^    '  âx  dy   -^         dz  àxi 

On  peut  tirer  de  là  A*  variations  en  fonction  des  autres, 
et,  les  substituant  dans  (i),  on  égale  à  zéro  les  coefficients 
de  celles  qui  restent,  en  nombre  3/i  —  A*.  Il  revient  au 
même  d'ajouter  à  (1)  les  équations  (2)  multipliées  respec- 
tivement par  des  indéterminées  X|,  Xj,  , . .,  et  d'annuler 
les  coefficients  de  toutes  les  variations  ;  on  a  le  même 
résultat  que  si  on  rendait  tous  les  points  libres  en  appli- 
quant au  point  Xj  y,  s,  par  exemple,  k  forces  dont  les 

composantes  soient  de  la  forme  X-r-^>  ^''T^'  ^'  T^' 

Quand  la  position  du  système  est  déterminée  par  des 
variables  q^j  q2,  . .  . ,  q^  on  peut  transformer  (1)  en  fonc- 
tion de  ces  variables,  et  annuler  le  coefficient  de  chaque 
variation  indépendante.  Enfin,  en  donnant  des  déplace- 
ments virtuels  convenablement  choisis,  on  peut  obtenir 
des  équations  particulières  d'équilibre  contenues  dans 
l'équation  (i),  et  faciles  à  former. 

232.  Position  d'équilibre  d'un  point  M  placé  sur  un 
plan  incliné  P,  et  attiré  vers  un  point  O  proportionnel- 
lement à  la  distance  ;  pression  sur  le  plan. 

Prenons  O  pour  origine,  avec  un  axe  des  z  vertical  ; 
soit  l'équation  du  plan  P 

X  cos  a-i-^sina  —  p=  o; 

l'équation  des  travaux  virtuels  est  évidemment 

—  [k^x^x  —  ii^y  ^y  —  (  jjL^ ^  -i-  mg)  oz  =  o. 

J'ajoute  X(cosa  8:c  -j-  sina  Zz)  au  premier  membre,  et  j'an- 
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nule  le  coefficient  de  chaque  variation  : 

—  [ji*ar-+- X  cosa  =  o,         ji*j^  =  o,         — [t^z  —  mo- -h  X  sin a  =  o. 

Ces  équations  avec  celle  de  P  donnent  les  coordonnées  de 
la  position  d'équilibre  et  la  valeur  X  de  la  pression,  qui 
est  normale  au  plan, 

»          .                  .                     X  cosa                                Xsina  —  niff 
X=  ji«/)-4-morsina;      x  =  —— ,     y  =  o,     z  = 5.. 

233.  Une  tigre  AB  de  poids  P  repose  sur  une  cheville 
horizontale  C  et  s'appuie  par  son  extrémité  inférieure 
A  contre  un  mur  vertical;  il  n'y  a  pas  de  frottements. 
Déterminer  la  position  d' équilibre  et  les  réactions. 

On  connaît  la  distance  OC  =  c  de  la  cheville  au  mur, 
et  la  distance  AM  ==  a  du  centre  de  gravité  de  la  barre  à 
son  extrémité  inférieure  ;  il  s'agit  de  trouver  l'angle  0  de  AB 
avec  la  verticale.  Le  plan  vertical  qui  contient  la  tige  doit 
être  perpendiculaire  au  mur  :  faisons  remonter  A  le  long 
de  ce  mur;  la  seule  force  qui  donne  un  travail  virtuel  est 
la  pesanteur  qui  agit  en  M  ;  la  hauteur  de  M  au-dessus  de 
OC,  acosô  —  ccotO,  ne  doit  pas  changer  : 

-t-tt:  -— asinô  =  o,         sin0=4/  — • 
sin*0  \   a 

Pour  avoir  la  réaction  R  de  la  cheville,  supprimons  cet 
appui,  introduisons  la  force  R  et  faisons  tourner  AB  de  80 
autour  de  A  ; 

aP  sine  86  -  ^  80  =  o,  R  =  —  sin'O  =  P  4 /-  =  ~ 

sin0  c  \    ^       siiiO 

La  réaction  N  du  mur  s'obtient  à  l'aide  d'une  translation 
virtuelle  horizontale  ; 

N8a?  — Rcos6  8a7  =  o,         N  =  Rcos9  =  PcotO. 

234.  Trois  points  A,  B,  C,  assujettis  à  rester  sur  un 

De  S.-G.  —  Rec,  33 
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cercle,  se  repoussent  avec  une  intensité  proportionnelle 
à  la  distance  :  positions  d^ équilibre. 

Soient  a,  p,  ^  les  trois  masses,  R  le  rajon  ;  on  a 

BG  =  2RsinA; 

pour  une  variation  ôBC,  le  travail  virtuel  des  forces  exercées 
par  les  masses  B  et  C  l'une  sur  Tautre  sera 

2/PYRsinAx  o(2RsmA)  =  2/R«PYsin2A  SA; 

l'équation  du  travail  est,  en  divisant  par  ayn^a^y, 

sinaAj  sinaB  ^  sinaC^,^ 

(i)  ûA  H 5 — ûB  H SG  =  o; 

a  p  Y 

mais  A  -h  B  -f-  C  =  7t,  8C  =  8A  -f-  8B  ;  donc 

sin2A  __  sin^B  _  sinaC 

--^-— p--  -^• 

2A4-2B+  2C=2'ït;  construisons  un  triangle  dont  les 
côtés  soient  a,  p,  y  :  ses  angles  seront  les  suppléments  de 
2 A,  2B,  2C;  mais  cette  solution  n'est  possible  que  si 

«<?-+- Y,     p<Y-+-a,     Y<3i-+-P- 

L'équation  (i)  peut  toujours  être  satisfaite  en  posant 
sin  2A  =  sin  2B  =  sin2G=  o,  deux  des  angles  2  A  et  2B 
étant  égaux  à  tt,  et  le  troisième  à  zéro  ;  on  a  une  disposi- 
tion d'équilibre  qui  convient  dans  tous  les  cas. 

234.  Condition  d^ équilibre  du  genou.  (Paris,  i86o.) 
Le  genou  se  compose  essentiellement  de  deux  barres 
OA,  AB  articulées  en  A  ;  l'extrémité  O  est  articulée  en  un 
point  d'une  droite  fixe  OX,  tandis  que  l'autre  extrémité  B 
est  assujettie  à  glisser  sur  OX.  Une  force  F  dans  le  plan 
OAB  agit  sur  un  point  C  de  OA,  tandis  qu'une  autre 
force  R  pousse  le  point  B  dans  le  sens  XO  ;  étant  donné 
l'angle  cp  de  F  avec  OA,  il  s'agit  de  trouver  la  force  R  qui 
peut  lui  faire  équilibre. 
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Soient  6  Fangle  AOX,  et  OB  =  ^  ;  si  Ton  donne  à  x  l'ac- 
croissement %x^  à  6  Taccroissement  86,  l'équation  du  tra- 
vail devient 

—  F  X  OC  sinç^ô  —  R  ^j:  =  o. 
D'ailleurs  on  a,  par  la  Géométrie, 


AB  =  OA  -f-  .r'  —  2arOA  cos^, 
x^x  —  OA(cosô^.r  —  jrsinô^O)  =  o; 

éliminons  ^x  et  oô  entre  cette  équation  et  celle  du  travail 
virtuel,  et  nous  aurons 

R OC(.r  —  OAcosô)sin(p 

F~"  xxOAsinÔ  ' 

la  macbine  est  d'autant  plus  puissante  que  d  est  plus  petit; 
dans  les  appareils  à  frapper  les  monnaies  OA  =  AB  =  OC, 

TT  F 

9  = 0:  alors  R  ==  -  cotô. 

235.  On  imagine  une  pile  triangulaire  de  boulets  sphé- 
riques  parfaitement  polis,  dont  la  base  serait  retenue  par 
trois  murs  verticaux  formant  prisme  triangulaire;  déter- 
miner la  pression  exercée  contre  chaque  mur. 

Soient  n  le  nombre  des  boulets  qui  forment  un  côté  de 
la  tranche  inférieure,  a  leur  rayon ^  écartons  virtuellement 
tous  les  boulets  de  la  tranche  inférieure  de  manière  que  la 
distance  des  centres  de  deux  globes  contigus  deviennent 
2(«  -4-  e),  et  que  le  centre  O  du  triangle  circonscrit  à  la 
base  ne  bouge  pas.  Les  côtés  du  triangle  formé  par  les  centres 
des  boulets  qui  sont  au  périmètre  de  la  tranche  inférieure 
augmentent  de  2(/i  —  i)£,  et  chacun  de  ses  côtés  doit  s'a- 
vancer à  rencontre  du  mur  de  — ^=— £  ;  si  donc  on  remplace 

la  fixité  des  appuis  par  l'adjonction  d'une  force  F  qui  pro- 
duise le  même  effet,  au  recul  des  parois  correspondra  un 
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travail  TÎrtuel  —  {n  —  TcF^i.  D'autre  part,  soient  D  le 
centre  d'un  boulet  de  la  deuxième  tranche  reposant  sur 
trois  de  la  première  dont  les  centres  sont  A,  B,  C9  I  le 
centre  de  ABC  ;  la  hauteur  de  D  au-dessus  du  plan  ABC 

était  d'abord  y  4^*  —  AI  7  -^  augmentant  de  oAI  ="^1 
la  distance  de  D  à  ABC  diminue  de 


telle  est  la  quantité  dont  chaque  tranche  se  rapproche  de 
celle  qui  la  supporte.  En  tenant  compte  de  l'abaissement 
des  diverses  tranches  et  du  nombre  de  leurs  boulets,  en 
appelant  P  le  poids  de  l'un  d'eux,  on  a  le  travail  virtuel  de 
la  pesanteur 


2Pf  fn  n  —  i] 


i    .       .^  —  ^     n  —  1 
1- 


' n  —  /  -f-  I     //  —  i^  ~l 

2  J 


i=/i— I 


Pe    V 

~     -     >     [/i(/i-f-r;/— (2/?4-i)/--*-i»] 

^      1=1 
n  —  i'/ï'/i-l-il(w-+-2)  Ps 

Eli  égalant  ce  travail  au  travail  résistant  des  parois,  on  en 
tire 

36^/2 

Pour  une  pile  à  base  carrée,  on  a,  dans  des  circonstances 
analogues, 

94  \  2 
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236.  Un  point  pesant  M  est  attiré  vers  deux  points  A 
et  ^proportionnellement  à  la  distance;  il  est  porté  par 
une  tige  sans  masse  qui  peut  tourner  autour  du  point  O, 
milieu  de  AB  '.positions  d^ équilibre;  reconnaître  si  Vé- 
quilibre  est  stable  ou  instable. 

Pour  décider  de  la  stabilité  de  Téquilibre  d'un  système, 
on  peut  supposer  les  divers  points  légèrement  écartés  de 
leurs  positions  d'équilibre,  chercher  les  forces  auxquelles 
ils  sont  alors  soumis  et  la  nature  de  leurs  mouvements,  en 
se  bornant  aux  termes  principaux  des  équations  que  l'on 
obtient;  on  voit  si  les  points  tendent  à  osciller  autour  de 
leurs  positions  d'équilibre  ou  à  s'en  écarter  de  plus  en 
plus.  Mais  Lagrange  a  établi  une  règle  qui  suffît  souvent  : 
supposons  que  le  travail  correspondant  à  un  déplacement 
virtuel  quelconque  du  système  soit  la  variation  exacte  8V 
d'une  fonction  dite  fonction  des  forces  :  quand  V  passe  par 
un  maximum,  il  y  a  équilibre  stable;  quand  il  est  mini- 
mum, l'équilibre  est  instable. 

Dans  le  cas  proposé,  nous  admettrons  que,  pour  l'équi- 
libre, M  doit  être  dans  le  plan  vertical  qui  contient  AB. 
Appelons  9  l'angle  dont  OM  a  tourné  en  partant  de  la  di- 
rection OA  et  commençant  par  passer  en  dessous;  a  les 
distances  OA,  OB;  c  la  longueur  OM,  X  et  [xles  attractions 
de  A  et  de  B  sur  M  à  l'unité  de  distance,  P  le  poids  de  M; 
on  a  pour  expression  générale  du  travail  virtuel 

oV=:  —  XAM^AM  —  pBMiîBM  -+-  T?§[c sinô) 


maïs  AM  =^a'-i-c* — 2<2ccos6,  BM  ==a'-f-c*-|-2flccos0-, 

donc 

rJY  =  [a{ii  —  \)  sine  4-  P  cos9]cdB; 

P 
dV  s'annule  pour  tang6=  — r- :  ;  on  a  deux  valeurs  de  0, 
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a  et  TT  -f-  a.  Pour  savoir  si  l'équilibre  est  stable,  comme  la 
fonction  V  existe  et  ne  dépend  que  d'une  variable,  prenons 

5îV  =  [a(fji  — X)cose  — Psine]c80»  =  [a(fji— X)cot6  — P]csm68e»; 

la  parenthèse  se  réduit  à p  (  [^  —  ^)*  —  P  pour  les  va- 
leurs de  8  répondant  à  l'équilibre.  Si  donc  on  prend 
9  =  a  <<  TT,  8^  V  est  <C  o,  V  maximum,  équilibre  stable  ; 
pour  8  =  TT  -i-  a,  V  minimum,  équilibre  instable. 

Principe  de  d'Âlembert. 

237.  Dans  tout  système  en  mouvement,  il  y  a  à  chaque 
instant  équilibre,  en  vertu  des  liaisons,  entre  les  forces  qui 
agissent  sur  les  différents  points  du  système  et  les  forces 
d'inertie.  On  peut  donc  appliquer  l'équation  du  travail  vir- 
tuel à  l'ensemble  de  ces  deux  espèces  de  forces  et  l'on  a 

la  somme  s'étend  à  tous  les  points  tlu  système,  pour  plu- 
sieurs desquels  X,  Y,  Z  peuvent  être  nuls  ;  Sa:,  S/,  8^  sont 
les  composantes  rectangulaires  d'un  déplacement  virtuel 
quelconque  compatibles  avec  les  liaisons  telles  qu'elles 
existent  à  V instant  indivisible  t]  si  donc  l'une  de  ces 
liaisons  est  exprimée  par  une  équation  de  la  forme 

on  devra  traiter  t  comme  une  constante  quand  on  la  diffé- 
rentiera  pour  en  déduire  la  relation  qu'elle  établit  entre 
les  variations 

¥'^^x  -f-  F^^Sj  H-  Fi 8^  -4-  Fi,i  8a:,  -|.  . ...  =  o  ; 

on  opérera  ensuite  comme  au  n**  231. 
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L'équation  (i)  contient  implicitement  toute  la  Dyna- 
mique et  fournit  une  méthode  générale  pour  la  solution 
des  divers  problèmes  :  le  lecteur  pourra  l'appliquer  à  plu- 
sieurs des  questions  traitées  dans  les  Chapitres  précédents  ; 
je  me  bornerai  ici  à  trois  exemples  nouveaux. 

238.  Un  point  matériel  M  est  renfermé  dans  un  tube 
circulaire  horizontal  dont  le  centre  reste  fixe  et  dont  le 
rayon  augmente  proportionnellement  au  temps  ;  le 
point  ayant  une  vitesse  initiale  donnée,  déterminer  sa 
trajectoire  et  sa  pression  sur  le  tube. 

Le  rayon  du  tube  peut  être  représenté  par  r  =  a  -h  bt; 
la  pesanteur  est  la  seule  force  extérieure  qui  agisse,  et 
l'équation  de  d'Alembert  devient,  en  prenant  l'axe  du 
cercle  pour  axe  des  ^, 

Les  coordonnées  du  mobile  sont  assujetties  aux  rela- 
tions 

(2)  x^ -^^ y'^  =  {a '\- hty ^        z  —  Q. 

Prenons  les  variations,  en  regardant  t  comme  constant  : 

x^x  -\-y^y  =^0^         S^  =  o. 

Ajoutons  à  l'équation  (i)  ces  équations  multipliées  respec- 
tivement par  \  et  X',  et  égalons  à  zéro  le  coefficient  de 
chaque  variation  :  on  aura 


.  d^x  .  d^y  .,  d^z 

<3)     lx  =  m-^,         >^=;n  — ,  X=mg^m^^ 
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Eliminant  X  entre  les  deux  premières,  on  obtient 

d^Y  cPx  dy  dx 

X  — r =  0,      X  — y  —  =r  c'. 

dO        '^   dt^  dt        ^    dt 

On  remplace  x,  y  par  les  coordonnées  polaires  /',  6,  et 
Téquation  précédente  devient 

d^       ,  ,  ,  dQ 

dt        ^  '  dt 

Intégrant  et  faisant  6  =  o  pour  f  =  o,  on  trouve 

b  \a        a-\-bt]         a-\-bt        r  c'  \  abj 

la  trajectoire  est  une  spirale  hyperbolique  dont  Tasymptote 

fait  Tangle  — r  avec  l'axe  polaire,  et  le  pôle  est  à  Torigine. 

Les  équations  (3)  font  connaître  Taction  du  tube  sur  le 
mobile.  Comme  z  =  o,  on  a  d'abord  X'=  mg-^  puis,  en 
combinant  les  deux  premières, 

/    dx  dr\  Idxd^x       dr  dW\        dfj       ^ 

\     dt        -^    dt  I  \dt    dt'        •dt    dt^  j        dt\7.        ^ 

OU,  en  tenant  compte  de  ce  qui  précède, 

.     dr        d    \       /,  c*\  me*  dr  me* 

>r—  ==  --  -/wU»-t-  --     =r ^-  — ,      \= -. 

dt         dt  1      \  r"^  J  r»    dt  /'* 

La  pression  exercée  sur  le  cercle  sera  égale  et  de  sens  con- 
traire à  la  force  qu'on  vient  de  calculer  ;  elle  a  une  com- 
posante verticale  égale  au  poids  de  M,  et  une  composante 

dirigée  suivant  le  prolongement  de  OM. 


me 


rz 


239.  On  donne  deux  petits  poids  égaux,  A,  B,  assu- 
jettis à  rester,  le  premier  sur  un  plan  incliné  P,  le  second 
sur  une  verticale  D,  et  s' attirant  proportionnellement  à 
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la  distance;  déterminer  leurs  mouvements  sans  tenir 
compte  du  frottement.  Cas  particulier  :  V angle  i  de  P 

avec  V  horizon  a  pour  sinus  y,  les  positions  initiales  de  k. 

et  B  sont  celles  qui  conviendraient  à  V équilibre,  et  la 
vitesse  initiale  de  A  est  telle  que  ses  projections  sur  une 
horizontale  et  sur  une  ligne  de  pente  de  P  soient  égales 
chacune  à  la  vitesse  initiale  c  de  B.       (Paris,   1874.) 

Je  prends  pour  origîne  le  point  d'intersection  de  D  et 
de  P,  pour  axe  des  x  la  ligne  de  plus  grande  pente  qui  y 
passe,  pour  axe  àesj  une  horizontale  de  P,  et  pour  axe 
des  z  une  normale  au  plan  dirigée  en  dessous  5  je  suppose 
les  masses  de  A  et  de  B  égales  à  Tunité,  et  j'appelle  ^i}  leur 
attraction  à  Tunité  de  distance^  les  coordonnées  de  A  sont 
x\^j^  o,  celles  de  B  x'^  o,  z^.  Il  est  facile  d'écrire  l'équation 
de  d'Alembert,  où  manquent  $z  et  J^',  qui  sont  nuls  5 


L'(y— .r)  -f-5-sin/— ^J^x  — UV-f- 


clt' 


^y 


dt^ 


Au  lieu  de  prendre  la  relation  z'  =z  x'coti,  que  la  figure 
rendrait  évidente,  il  vaut  mieux  considérer  la  distance 
OB  =  r,  qui  donne  a:'=/'sini,  ^'=7*cosi,  (îx'=  sinicî/-, 
6z'=z  cosiâr.  Egalons  à  zéro  les  coefficients  de  8x^  Sjr  et  âr 
dans  l'équation  (i),  et  nous  aurons  les  équations  générales 
du  mouvement 

—  n=g--i-p'(xsm/-/). 
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Soient  a,  (3,  p  les  valeurs  de  x^jr^  r  qui  conviendraient 
à  l'équilibre  \  on  peut  les  calculer  à  Taide  de  Téquation  du 
travail  virtuel,  qui  n*est  autre  que  Téquation  (i),  où  ron 

aurait  supprimé  -jy»  •  •  •  î  on  en  conclut  un  système  d'équa- 

tions  correspondant  au  système  (q)  : 

(3)    fA*(psin/  —  a)+g'sin/  =  o,     P  =  o,    fA'(asin/  —  p)-F-^  =  o. 

Ces  équations  donnent  a,  |3  et  jO.  Posons 

et  retranchons  les  équations  (3)  des  équations  (2); 

-^r:.p'(r,sinz-;r.),     — -- =z  -  ^» j„     _.  z=p»  (^,sm/ —  r,). 

On  remplace  la  première  et  la  dernière  par  celles  qu'on 
obtient  en  les  ajoutant  ou  en  les  retranchant  membre  à 
membre, 

__L__ 1  =  _  u}[i  —  sint)  [j:,  h-  r,), 


^/ 


r=^  —  p'(n-  sin/)(.r,  —  r,). 


Toutes  nos  équations  s'intègrent  séparément,  et  donnent 
pour  les  inconnues  qu'elles  renferment  des  valeurs  pério- 
diques. Dans  notre  cas  particulier,  oTi,  j^i,  /'j  sont  nuls  à 
l'instant  initial^  leurs  dérivées  par  rapport  à  t  ont  alors  la 

valeur  commune  c,  et,  comme  1  —  sini=  j^  on  trouve  que 
Jes  intégrales  générales  se  réduisent  à  la  forme 

L'équation  de  la  trajectoire  de  A  s'obtient  en  éliminant  jx/ 
entre  les  valeurs  de  a^i  et  de/,  :  \l^ xl=^  4c'(xl  —  JKÎ). 
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Prenons  des  coordonnées  polaires  a  et  6  avec  le  point  a,  ^ 
pour  pôle  :  on  a 


2C'  COS26 
lit  —  • 

~    cos*0  ; 

c'est  une  courbe  du  quatrième  ordre,  qui  ressemble  à  une 
lemniscate  de  Bernoulli. 

240.  Déterminer  le  mouvement  d'une  chaîne  homo- 
gène,  flexible ,  très  mince,  mais  pesante,  placée  sur  deux 
plans  inclinés  dont  V intersection  est  horizontale,  et  de- 
vant rester  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette  inter- 
section. 

Soient  OP,  OQ  les  deux  lignes  de  plus  grande  pente  sur 
lesquelles  glisse  la  chaîne^  a,  p  leur  angle  avec  l'horizon  ; 
/  la  longueur  de  la  chaîne,  e  la  masse  de  l'unité  de  lon- 
gueur, X  la  portion  OA  de  chaîne  dirigée  suivant  OP;  la 
longueur  OB,  suivant  OQ,  sera  égale  à  /  —  x.  Pour  un 
déplacement  virtuel  8^,  la  somme  des  travaux  des  forces 
d'inertie  et  de  la  pesanteur  sera 

6^j:sina  —  tg[l  —  x)^m^  —  ^*"TT  l^*'^* 

Égalons  ce  travail  à  zéro,  divisons   par  tdx ^  et  faisons 
^(sina  -h  siu/3)  =  /a*  : 

^.L  —  rtix-hg'sinp^o. 


Les  intégrales  sont 

dx         , 

dt  ^  ' 

^sinB  /sinB  ^   ^,      _       . 

X  —  ^ 1-  =zx ; ^  =  Ac«'+  Bi?-"'; 

a'  sina-i-smp 

on  peut  toujours  supposer,  en  prenant  pour  notre  premier 
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plan  incliné  celui  sur  lequel  la  chaîne  descend  d'abord, 
que  la  valeur  initiale  de  —  soit  ^^o  !>  o  *,  les  constantes  sont 
déterminées  par  les  relations 

-  =  A  —  B,      ^0 -. .     .    Q  =  A  -h  B, 

a  smaH-sinp 

On  a  toujours  A  ^  B.  Si  A  >  o,  la  vitesse  ne  s'annule  pas, 
et  toute  la  chaîne  passe  sur  OP;  ensuite  son  mouvement 
devient  uniformément  accéléré^  mais,  si  A  <^  o,  la  vitesse 
s'annule  quand  Ae**'  =  Be"''"^  alors  on  a 

/  sin  B  /— - 

sm  p  -t-  sm  a 

La  chaîne  n'est  pas  tout  entière  sur  OP5  après  s'être  arrê- 
tée, elle  rebroussera  chemin  et  continuera  indéfiniment 
son  mouvement  sur  OQ.  La  tension  en  O  est  à  un  instant 
quelconque 

d^.r s^ûr[l  —  .r)  (siaa  -f-  sin^)^ 


EL^^sma  —  er 

1.' 


dt^  l 


son  maximum  a  lieu  quand  »r  =  -?  alors 


T  =  -^e§^/(sina  +  sinp). 
Pour  que  la  chaîne  fût  en  équilibre,  il  faudrait  avoir 


_       /  sin  p 

X  —  — :  : — fT  > 

sina  H-  smp 


et  la  tension  en  O  serait 


£^/ sina  sin  3 

e^a?sina  =  -2 ^; 

sma  H-  sinp 

cette  tension  est  moindre  que  la  précédente. 
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Écpiations  de  Lagrange. 

241.  Soient  gr,,  q^^  ...,  q,^^  /i  quantités  dont  les  valeurs 
peuvent  déterminer  à  chaque  instant  la  position  des  dif- 
férents points  d'un  système  matériel  :  les  coordonnées  x, 
y^  z  de  chacun  de  ces  points  s'expriment  par  des  fonc- 
tions connues  de  q^^  q2,  ..-,  Çn  pouvant  aussi  renfermer 
t  explicitement,  comme  cela  arrive  lorsque  les  liaisons 
varient  avec  le  temps.  Pour  déterminer  le  mouvement  du 
système,  on  est  conduit  à  transformer  l'équation  générale 
de  la  Dynamique, 

(i)  i  ' 

=  X(X8iF  +  Y8j-hZ83), 

en  remplaçant  les  œ^  y,  z  et  leurs  variations  par  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  ^,  des  qi  et  des  8qi.  Le  second  membre, 
qui  représente  le  travail  correspondant  à  un  déplacement 
virtuel  du  système,  se  transforme,  par  un  calcul  direct  sur 
lequel  il  n'y  a  pas  de  remarque  générale  à  présenter,  en 
une  expression  de  la  forme  QiSyi  -f-Q28y2  +•••-}-  Q/îS^r,^; 
mais,  au  moyen  d'un  calcul  tout  à  fait  général,  on  peut 
obtenir  pour  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  une 
transformée  remarquable  ;  désignons  par  des  lettres  ac- 
centuées les  dérivées  totales  relatives  au  temps  :  la  demi- 
force  vive  T  du  système  peut  s'exprimer  en  fonction  ex- 
plicite de  tj  des  qi  et  des  q^  et  l'équation  (i)  donne 


i  =  n 


S'il  existe  p  relations  entre  les  ^/,  on  en  pourra  déduire 
les  valeurs  de  p  variations  en  fonction  des  n  —  p  autres  et, 
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après  les  avoir  substituées  dans  rëquation  (2),  on  égalera 
à  zéro  le  coefficient  de  chacune  des  variations  restantes  ; 
mais,  le  plus  souvent,  les  variables  q^^  q^^  ...  sont  indé- 
pendantes et  il  faut  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  chacune 
des  variations,  ce  qui  conduit  à  un  système  de  n  équations 
simultanées  du  second  ordre,  de  la  forme 

ce  sont  les  équations  de  Lagrange. 

Quand  il  existe  une  fonction  des  forces,  c'est-à-dire  une 
fonction  U  de  ^,  /,  z,  ^4,  ...  dont  les  dérivées  partielles 

1—^  T—»  T-'  3 — '  •••  sont  esrales,  en  tenant  compte  des 
ox     oy      oz     ox\  "         '  '^ 

liaisons,  aux  composantes  X,  Y,  Z,  X^,  ...  des  forces 
motrices,  le  second  membre  de  l'équation  (i)  est  une  va- 
riation exacte  SU  ;  mais,  U  étant  exprimé  en  fonction  des 
gr/,  on  a 

il  faut  que  Q/  soit  égal  à  ^—  et  les  équations  de  Lagrange 
prennent  la  forme 

d  dT       dT       d\} 


(2) 


dt  àq'i        dqt        dq^ 


Là  fonction  U  peut  contenir  t  explicitement  sans  que  cela 
change  les  résultats  précédents,  puisque,  pour  prendre  les 
variations,  on  regarde  t  comme  une  constante. 

Quand  les  expressions  des  x^y,  z^  x^,  , , .  en  fonction 
des  qi  ne  renferment  pas  t  explicitement,  T  est  une  fonc- 
tion homogène  du  second  degré  des  q'i  ;  si,  en  même 
temps,  il  existe  une  fonction  U  ne  contenant  pas  ^,  l'inté- 
grale des  forces  vives  existe  et  peut  se  déduire  des  équa- 
tions (2). 
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242.  L'emploi  des  équations  de  Lagrange  constitue  une 
méthode  très  générale  pour  la  résolution  des  problèmes 
de  Dynamique  et  j'engage  le  lecteur  à  l'appliquer  à  ceux 
qui  ont  été  résolus  dans  les  Chapitres  précédents  ;  j'en  re- 
prendrai un  seul,  celui  du  n®  179.  La  position  du  mobile 
est  déterminée  par  la  valeur  de  r  et  les  qi  se  réduisent  à 
cette  unique  inconnue.  Prenons  des  axes  fixes  OXi,  0Y<, 
OZ|  qui  coïncident  avec  les  axes  mobiles  du  n**  179  quand 
OA  est  dirigé  suivant  la  verticale  ascendanèe  :  les  coordon- 
nées absolues  de  M  s'expriment  en  fonction  de  t  et  de  /* 

par  les  formules 

Xx  =  rcoso, 

yi  =  rsinçp  costof  —  asinco;, 

Zx  =z  r  sinçp  sina>< •+■  acostat. 

On  a  donc 

=  —  (r'* —  lar'tii  sincp  4-  r'to'  sin*cp  -\^  a*a)*), 

ôIl  ,    ,  .       .  àli  •    •   • 

dr  ^  ^  or 

Le  travail  virtuel  de  la  seule  force  extérieure,  le  poids 
de  M,  est 

8U  =  —  mg  Zzx  =  —  mg  sin  «p  sin  o)  f  8r , 

et  le  mouvement  est  déterminé  par  l'équation 

dt 


m—j mriM^  sin*cp  = —  m^ sincp  smco^; 


c'est  précisément  celle  que  Ton  a  discutée  (179)  :  quant 
à  la  réaction  du  tube,  elle  ne  nous  est  pas  donnée  par  la 
méthode  actuelle  ;  mais  l'effet  de  cette  méthode  est  juste- 
ment de  l'éliminer  ;  d'ailleurs,  la  connaissance  du  mouve- 
ment ne  ferait  que  simplifier  sa  recherche  ultérieure  à  l'aide 
des  théorèmes  généraux. 
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!2i3.  Mouvement  d'un  parallélozramki 
ABCD  asitij^tti  à  se  mouvoir  dans  un  pian  renicalam- 
tour  d'un  point  fixe  O  àitu^  au  milieu  du  coié  AB  :  les 
côt^i  sont  des  barres  pesantes  et  homfysènes  :  AB.  CD 
ont  p<^ur  lonznerir  la.  pour  masse  pi  BC  et  DA.  de 
lonsrueur  ib.  ont  chacun  une  masse  és'ale  à  qi  enfin, 
il  n  y  a  pas  de  résistances passi^^es.  •  Question  de  licenre 
tzénénlhée.  • 

La  posîlîon  da  parallélogramme  e§t  déterminée  par  les 
angles  h  et  '^  que  la  verticale  descendante  fait  avec  les 
«iroîtes  AB,  DC  d'ane  part.  BC.  AD  de  Tanlre.  La  force 

Yi\e  da  côté  AB  e^l  -pa^V-i  le  théorème  de  Kœni^d<HUie 

I  ib^-^''-:-  -a-^'  ip  pour  celle  de  CD  :  soient  E.  F  les  mi- 

iîenx  de  BC  et  de  AD  :  la  somme  des  forces  vires  de  ces 

deux  droites  s'obtiendra  en  ajoutant  t?^^^  ^  la  force 

vive  de  deui.  masses  égales  à  ç  et  coïncidant  avec  les  points 
E  et  F  :  or  le  théorème  de  Kœnig  donne  encore  pour  cctle 
force  vive  'i.qf  b^-^'-^  a- h-  .  On  aura  donc  pour  la  force 
>ive  de  tout  le  svstème 

d'où 

oh  i  &z  3  *  OT         «te 

Il  existe  une  fonction  des  forces  U  égale  au  produit  do 
poids  total,  2(/>-r-ç)^,  par  la  dislance  du  point  O  ao- 
dessus  du  centre  de  gravité,  situé  au  milieu  de  la  médiane 
EF  :  on  a  donc 
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Les  équalions  de  Lagrange  sont  au  nombre  de  deux  : 

di  y  ^T^^^'^^O  =  — ^^i'  +  5')/r^sin?• 
La  première  montre  que  6"  est  nul  ou  6'  constant;  les 
côtés  AB,  CD  tournent  avec  une  vitesse  constante  :  on  a, 
d'autre  part, 

c?*  ç           3    p  H-  fl'     e  . 
-TV  = -^ ^—  T-  sin  9  ; 

la  direction  des  côtés  BC,  AD  varie  comme  celle  d'un  pen- 
dule simple  de  longueur  ^ — ^^*  ^^  serait  parvenu  aux 

mêmes  résultats  en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives 
et  celui  des  moments  des  quantités  de  mouvement  ;  mais 
on  rencontre  dans  cette  voie  une  discussion  assez  délicate 
dont  la  méthode  de  Lagrange  a  le  grand  avantage  de  nous 
dispenser. 

244.  Un  tube  circulaire  très  mince  est  assujetti  à 
rester  dans  un  plan  vertical  et  à  rouler  sans  glisser  sur 
une  horizontale  de  ce  plan  ;  une  petite  bille  M  peut  se 
mouvoir  sans  frottement  à  V intérieur  du  tube.  Déter- 
miner le  mouvement  du  système  en  supposant  nulles  les 
vitesses  initiales  du  tube  et  de  la  bille. 

Je  prends  pour  axe  des  a:  l'horizontale  fixe,  pour  axe 
desj^  la  verticale  qui  passe  par  le  point  de  contact  initial 
de  l'anneau  avec  OX.  Soient,  à  Tépoque  t,  G  le  centre  du 
cercle,  CI  le  rayon,  de  longueur  a,  qui  aboutit  au  point 
de  contact  avec  OX,  A  le  point  de  la  circonférence  qui  a 
été  le  point  de  contact  primitif,  6  l'angle  ICA,  ç  l'angle 
ICM  ;  je  suppose  CM  et  CA  situés  de  part  et  d'autre  de 
CI.  L'abscisse  de  C  est  a6  ;  les  coordonnées  de  M  sont 

(i)  a:  =  a(ô-!-sincp),        j^  =  a(i  —  cos<p)  ; 

De  s. -g.  —  nec.  34 
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m  étant  la  masse  de  la  bille,  sa  force  vive  est 

Le  mouvement  élémentaire  de  l'anneau  est  une  rotation 
autour  de  I  avec  la  vitesse  8'  ;  [jl  désignant  sa  masse,  le  mo- 
ment d'inertie  par  rapport  à  une  perpendiculaire  à  son 
plan,  menée  au  point  I,  est  2[xa^  ;  on  a  donc 

m» 

Nos  variables  q  sont  ici  8  et  (p,  et  les  dérivées  partielles 
— -  —  ma*(0 -h  cp  coso)-l- 2(xa*8  ,  —  =  o, 

-—  = /na2( cp' -H  6' coscp),  -r—  = — ma*6'cp'sincp. 

«  T 

Comme  le  tube  ne  glisse  pas  sur  OX,  la  force  de  frotte- 
ment qui  se  développe  en  T  ne  produit  pas  de  travail  vir- 
tuel pour  un  déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  et 
SU  se  réduit  ici  à  —  mg  5^  =  —  mga  sincp  Sy.  Les  équa- 
tions de  Lagrange  deviennent 

^-[/n(e'-f-cp'coscp)-i-2[iô']  =  o,  ^(-^"^  cosç-^-JH-^sincp  =o 

On  en  déduit  l'intégrale  des  forces  vives  ;  a  étant  la  valeur 
initiale  de  cp, 

(2)  ma(ô'2-i-<p'2H- 2Ô'cp'coscp)4-2(jLa6'*  — 2/w^(cos<p  — cosa)  =  o. 

Quant  à  la  première  du  groupe,  elle  s'intègre  toujours; 
ipais,  s'il  n'y  a  pas  de  vitesses  initiales,  les  intégrales  se 
simplifient  :  on  a  d'abord 

(3)  .  m(8'-i- o' coscp)  4- 2|Jiô' =  o; 
une  nouvelle  intégration  donne 

<4)  m(6 -4- sincp)  H- 2|JLÔ  =  msina. 
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Si  l'on  élimine  6'  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  trouve 


(  5  )  6'  =  --  ^'?'^Q^?  '  =  -f- 1  A^  (/n-HatA)(cos(p  — cosa) 

m-t-afx'  ^  \    a  /n  sin^  cp  _f- 2  [x 

Il  est  évident  que  (f  diminue  d'abord  :  il  décroîtra  jusqu'à 

—  a  ;  pendant  ce  temps,  0  croît  de  zéro  à  81  = , 

^  ^  '  /n -h  2{JL 

X  décroît  de  a  sin  a  à ^  a  sin a  ;  r  va  de  a  (  i  —  cos  a)  à 

/n  -h  afJL  *^  ^  ^ 

zéro,  puis  revient  à  sa  valeur  primitive.  Dans  un  intervalle 
de  temps  égal  au  premier,  cp,  6,  x^y  varient  dans  un  sens 
opposé,  et  l'on  a  une  série  d'oscillations.  La  trajectoire  de  M 
s'obtient  en  éliminant  cp  et  6  entre  les  équations  (i)  et  (4)  : 

c'est  une  ellipse  tangente  à  OX  et  dont  le  grand  axe  est 
vertical  ;  mais  il  n'y  a  de  parcouru  que  Tare  au-dessous  de 
la  droite  j)^  =  a(i  —  cos  a). 

Quand  on   suppose    [jl  =  o,    la    seconde   équation   (5) 
donne 

dt  i/^l  ^± -^^^=', 

V     ^  /coscp  —  cos  a 

on  prend  d'abord  le  signe  —  et  on  a  l'intégrale 


4  /  -^—  =  /cos  cp  —  cos  a  : 
V    2a  •  ' 


mais  il  se  présente  une  singularité  analogue  à  celle  qu'on 
a  rencontrée  n°  128  :  l'intégrale  ne  convient  plus  lorsque  t 

dépasse  la  valeur  iK/  —  sin-  a  ;  il  faut  alors  changer  le 
signe  du  radical  et  la  constante  d'intégration. 

245.   Un  fil  sans  masse,  fixé  à  Vune  de  ses  extré- 
mités O,  porte  deux  petits  poids  A,  B,  attachés  à  des 


dijAonce^  fiijférftnu^  dix  poimt  O  :  déterminer  les  ascUr- 
Irttuyns  da  av  s  tente,  quand  on  l'écarté  de  sa  position 
d^ê/juÎJihrej  d*i  manière  que  les  deujc  partions  da  jii 
restent  tendues  et  ne  sortent  pas  d' an  plan  nerticai 
donné.*  K^cgation.  1S44-' 

Soient  a  et  h\e^  loneuear^  OA,  AB  :  s  et  i  les  ^nsissa 
qu'elles  font  re^pectivemeat  avec  la  Toticale  ^  jvt*  a  Les 
maâ^es  de  A  et  «le  B  :  oq  a 

1^  pesanteor  e^t  la  seale  force  qai  donne  on  travail  w- 

liiel 

1>^^  équations  de  Lagrange  deviennent^  après  de  simples 
r'dnctionà. 

/  dV  *  , 
—  /i^  ( -j- )   910(6  —  o) -f- <'m -f- /i  j^sino  =  o, 

On  a  Tintégrale  des  forces  vives,  mais  on  n'aperçoit  pas 
d'autre  intégrale  première  rigoureuse.  Dans  le  cas  des 
petites  oscillations,  en  négligeant  les  termes  du  troisième 
ordre  par  rapport  à  ç,  A,  ç',  ^',  ç%  A*^,  les  équations  de- 
viennent 

Cherchons  à  y  satisfaire  par  des  valeurs  o  =  e'"%  '}  =  Ae'"'  : 
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on  doit  avoir  A  =  ,-r >  et 


(2)  {m-\-  n){ar'^  -^  g){br^  -\-  g)  —  nabr^  =  o. 

L'équation  en  r^  admet  deux  racines,  l'une  inférieure  à 

—  -^  et  à  —  ^>  l'autre  supérieure  à  ces  deux  quantités, 

mais  encore  négative.  Si  ces  racines  sont  —  rj,  — r\^  le 
système  (i)  aura  pour  intégrales 


o  ==  A  cosTi^  -h  B  sin  Ti  ^  -4-  G  cosrs^-^-  D  sinrsf, 

T—z(k  cosrit  -h  BsinriO  H r— 5^(G  cos r^t  -+■  D  sin  rzt), 

g  —  brl^  '       g—bry 


.!;  = 


Quand  les  vitesses  initiales  sont  nulles,  il  en  est  de  même 
de  B  et  de  D  ;  et,  si  a  et  p  sont  les  valeurs  primitives  de  îp 
et  4'î  on  a,  pour  déterminer  A  et  C, 

A  -H  G  =  a,         ^  H -^  =  p. 

g  —  br\        g  —  brl 

Pour  que  les  deux  portions  du  fil  OAB  oscillent  comme 
des  fils  de  pendules  simples,  il  faut  que  A  ou  C  s'annule  ; 
soit  G  =  o.  Les  conditions  précédentes  donnent  alors 

substituant  — r\  à  r^  dans  l'équation  (a),  on  aurait 

Cette  équation  donne  pour  ^  deux  valeurs  réelles  de  si- 
gnes contraires  ;  la  valeur  positive  est  <<  i  ;  pour  toutes 
deux, 

Les  oscillations  des  deux  fils  se  correspondent,  mais  leur 
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amplitude  est  différente  ;  leur  durée 


2 


7  =  ^V?('-^"?) 


est  comprise  entre  les  durées  d'oscillations  des  pendules 
simples  de  longueurs  b  et  a  -I-  6  si  Ton  prend  p  de  même 
signe  que  a  ;  elle  sera  inférieure  à  celle  des  oscillations  du 
premier  pendule  quand  a  et  p  seront  de  signes  contraires. 

246.  Sur  le  gyroscope  de  Foucault.  —  Les  mouve- 
ments relatifs  peuvent  souvent  êlre  déterminés  avec  grand 
avantage  au  moyen  des  équations  de  Lagrange  sans  qu'on 
ait  à  introduire  les  forces  fictives  de  Coriolis  ;  le  gyro- 
scope va  nous  en  fournir  un  exemple.  Il  consiste  en  une 
sorte  de  tore  dont  le  centre  de  gravité  O  est  fixe  à  la  sur- 
face de  la  Terre,  mais  qui  peut  tourner  très  facilement 
autour  de  ce  point  ;  on  lui  communique  une  rotation  très 
rapide  autour  de  son  axe  de  figure  et  il  s'agit  de  savoir 
quel  doit  être  son  mouvement  relatif  pour  l'observateur 
entraîné  par  le  mouvement  diurne. 

Nous  négligerons  la  masse  des  anneaux  qui  servent  à 
suspendre  le  tore  et  nous  admettrons  que  l'attraction  du 
globe  soit  constante  en  grandeur  et  en  direction  dans  le 
système  mobile,  en  sorte  qu'elle  aura  une  résultante  appli- 
quée au  point  O  :  cette  hypothèse,  adoptée  par  Bour,  est 
sans  doute  la  plus  conforme  à  la  réalité,  dit  M.  Gilbert  à 
la  fin  de  son  beau  Mémoire  su-r  l'application  des  équations 
de  Lagrange  aux  mouvements  relatifs.  Nous  prendrons 
deux  axes  OX,  OY  fixes  par  rapport  à  la  Terre  et  paral- 
lèles à  l'équateur;  l'axe  OZ  sera  dirigé  suivant  la  partie 
boréale  de  l'axe  du  monde,  et  nous  définirons  la  position 
du  tore  relativement  à  ces  axes  au  moyen  des  trois  angles 
d'Euler  6,  cp,  i^.  Soient  encore  OX',  OY'  deux  axes  qui 
coïncident  d'abord  avec  OX,   OY,  mais  qui  conservent 


H 
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une  direction  fixe  dans  l'espace.  La  position  du  tore  rela- 
tivement à  OX'Y'Z  peut  être  définie  par  les  trois  angles 
d'Euler  dont  les  valeurs  seront  0,  cp  et  t}» -h  to^  en  suppo- 
sant que  la  rotation  de  OX  vers  OY  se  fasse  de  droite  à 
gauche  ;  nous  savons  évaluer  la  force  vive  correspondant 
au  mouvement  du  tore  par  rapport  à  OX'Y'Z  ;  si  nous  y 
ajoutons  la  force  vive  d'une  masse  m  appliquée  en  O  et 
décrivant  en  un  jour  sidéral  un  cercle  de  rayon  R  autour  j 

de  l'axe  du  monde,  nous  aurons,  pour  la  force  vive  du 
gyroscope, 

2T  =  mR2a>2-4-  A[e'2-h  (f  +  w)»  sin^O]  ^-  C[cp'-f-  («y-f-  tu)cos6p; 

la  signification  des  diverses  lettres  est  évidente.  La  résul- 
tante des  attractions  étant  appliquée  au  point  fixe  O,  SU 
est  nul  et  nous  pouvons  écrire  les  trois  équations  du  mou- 
vement : 

(i)     A  ^ HY-^  ^y  sin^  cos6  4-  G[cp'-+-  (tj^'-f-  aj)cose](<j;'H-  a))siûe  =  o 

—  [A(<];'-|-  w)  sin'ô  -+-  G(cp'-i-  ^''cosô  -h  w  cos6)cos6]  =  o, 

d 

^[cp'+(i^'H-w)cose]^o. 

Les  deivt  dernières  donnent,  en  désignant  par  n  et  k  deux 
constantes, 

(2)  (p'-l-(4''^- to)  cos6  = /i, 

(3)  A(4^'-f-to)siii26-hG/icos6z=/c.  I 

■  ■ 

Si,  dans  l'équation  (i),  on  remplace  cp'  et  ^'  par  leurs  va- 
leurs tirées  de  (2)  et(3),  elle  prend  la  forme 

M       (G/i  — X:cose)(A:— G/icose)  _ 
dl  ~^  Asin^Ô  ""^' 

multipliant  par  2  â?Q  et  désignant  par  h  une  nouvelle  con- 


^3o  KECCEIl.    pVTFKflCES 

stante.  cmd  a  Tintégrale 


A^î^ 


Aû*4 


Le»  éqnatîoDS  ':»•.«  3  •.  4  '  détcmiîiient  rîgomensqneBl 
le  moa%'emeot  du  ^roscope  dans  rhvpothèâ^  où  nous  iioc> 
sommes  placés  :  od  peal  les  intégrer  dans  tous  les  cas  aa 
fnojen  de  fonctions  élémentaires  :  mais,  pour  simplifier 
la  valeur  des  constantes,  je  supposerai  h^  ^  Vi  nuls.  t« 
égal  à  z  ;  on  a 

«  —  s^ — «C05  2,  /-=Aù»*în-z  —  Cjicofx,  A  =  A*«râ«-2. 
L'équalîon  «  i  >  admet  pour  intégrale 

ACw/i— A«to»co?2   .  /^C*Ji*-*-A*>»»5n*A 

f)    COâO  —  C052 :;;— — — §1B-Z\    I  COS . 

'  C*/»-—A2  tocsin*  a  ^  A  / 

d*aatre  part,  Féquation  (3)  donne 

(coiH  —  cos2»[C/»  —  A»- cos%  —  cosa  j 

et,  en  remplaçant  cos^  par  sa  valeur,  on  saura  intégrer  le 
second  membre.  Mais,  si  <ii  est  très  pelil  et  a  très  grand, 
on  pourra,  sans  erreur  appréciable,  tirer  de  Féquation  t^5  ) 


,                      Awsid't/               C#i/ .        .                aAwsinz  .  ,  Cii/ 
co« h  =  cosa ^ (  I  —  C05  — ;—  I T     0  =  1 -^ sin'  — t-» 


et  de  Féquation  i  6^ 

,,  /  C/i/  ,       ,  A«   .    C#i: 

l  =— o>(  ,  — cos— ^),  '!.  =•!.,  — w/-r--^siii—^  ; 

Faxe  du  gyroscope  semble  décrire  d*un  mouvement  uni- 
forme et  rétrograde,  en  un  jour  sidéral,  ua  cône  droit 
autour  de  Faxe  du  monde. 

Le  gyroscope  prend  un  mouvement   beaucoup    moins 
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lent  quand  on  oblige  Taxe  à  se  mouvoir  dans  un  plan  P 
fixe  par  rapport  à  la  Terre.  Ce  plan  coupe  sous  un  angle 
connu  Ç  le  plan  OXY  considéré  précédemment  et  nous 
pouvons  supposer  OY  dirigé  suivant  l'intersection  des 
deux  plans  ;  l'axe  OZ  se  projette  sur  P  suivant  une  droite 
OM  perpendiculaire  sur  OY  et  nous  déterminerons  la  po- 
sition de  l'axe  du  gyroscope  dans  le  plan  P  par  l'angle  [jl 
qu'il  fait  avec  OM.  Un  triangle  rectangle  facile  à  retrouver 
donne  les  valeurs  de  0  et  de  <j^  en  fonction  de  [jl  : 

taDg4^  =  —  cot[xcos^,        cosO  =  cosjxsinÇ  ; 

on  déduit  de  ces  relations 

,  (x'  cos Ç  [if  cos  Ç  ^,  \x'  sin  fji  sin  Ç 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  2T,  la 
force  vive  prend  la  forme 

2T  =  mR*a)î-i-  A[[jl'2-4-  2to|x'  cosÇ  -+-  ai'(i  —  cos'|ji  sin^JJ)] 

_r  ,    /      fx'cosç  \         .  ^y 

-i-G    o-+-( .      •   ,♦>  -^to  )  cos lA  sin;      . 

L'       \i  —  cos*  {x  sin*  Ç  /  J 

-r-,  est  encore  constant  et  l'on  a 

I  a'  cos  Ç  \  .    ^ 

?  -^    ,      -or  -^w  IcosjJisinî  —  n\ 

'        \  1  —  cos*fxsin2Ç  / 


quant  à  l'équation 


dt  d^        dfx  ~"  ^' 


elle  se  simplifie  beaucoup  si  l'on  tient  compte  du  résultat 
précédent  et  donne 

d   '  ^ 

A  -y-  -  A  w*  sin*  Ç  sin  \i.  cos  (x  -+-  G  /i  w  sin  Ç  sin  ;i  =  o. 
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On  peut  écrire  l'intégrale    première    et  exprimer  t  à 

l'aide  d'une  quadrature  relative  à  [jl;  mais,  si  l'on  néglige 
le  terme  en  w^,  on  voit  que  l'axe  du  gyroscope  oscille  par 
rapport  à   CM  ou  à  son  prolongement,  selon  que  /i^o, 

comme  la  tige  d'un   pendule    de   longueur  ^ — ^-r-p  par 

rapport  à  la  verticale  ;  la  durée  d'une  petite  oscillation  sera 

éofale  à  ir  K/  7\ r-^-  Ce  résultat  a  été  vérifié  par  Fou- 

^  \    G/iu>sin(  ^ 

cault  :  si  l'on  prend  pour  le  plan  P  l'horizon  de  l'observa- 
teur, 'C^  est  égal  à  la  colatitude;  si  l'on  prend  le  méridien, 

t:  -  9o^ 

Équations  d'Hamilton  et  de  Jacobi. 

247-  Quand  il  existe  une  fonction  des  forces  U,  pouvant 
contenir  t  implicitement,  mais  indépendante  des  q' ,  les 
équations  de  Lagrange  peuvent  conduire  à  un  système 
d'équations  remarquables  que  Poisson  a  nommées  équa- 
tions canoniques  et  qu'Hamilton  a  étudiées  le  premier. 
Posons 

les  q\  entrent  linéairement  dans  ces  équations  et  le  déter- 
minant A  de  leurs  coefficients  n'est  jamais  nul.  En  effet, 
supposons  d'abord  les  liaisons  indépendantes  du  temps  : 
T  et  ses  dérivées  partielles  sont  des  fonctions  homogènes 

des  a-'  si  A  était  nul,  on  pourrait  annuler  tous  les  3—7 

*■  ^qi 

par  des  valeurs  des  q'i  dont  quelques-unes  ne  seraient  pas 

nulles;  la  force  vive,  égale  à  S—,  ^^, s'annulerait  sans  que 

tous  les  q\  s'annulent,  ce  qui  serait  absurde.  Quand  les 
liaisons  dépendent  de  t^  T  n'est  plus  homogène  ;  mais  ima- 
ginons un  déplacement  virtuel  pour  lequel  on  regarde  t 
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comme  une  constante;  la  force  vive  correspondant  à  ce 
déplacement  est  fonction  homogène  des  q\  ;  ses  dérivées 
partielles  ne  différeront  des  dérivées  (i)  que  par  des  termes 
constants,  et  si  A  était  nul,  on  pourrait  annuler  la  force 
vive  sans  annuler  tous  les  q\  ce  qui  est  aussi  absurde  dans 
un  mouvement  virtuel  que  dans  un  mouvement  réel. 

On  peut  donc  toujours  tirer  des  équations  (i)  les  q^  en 
fonction  des/?i  et,  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'expres- 
sion 

K  est  une  fonction  de  ^,  des  qi  et  des  pt  qui  se  réduit  à  T 
quand  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  et  l'on 
trouve  les  relations 

^  -_  ?L  d_K  _    ,  _dqi 

àqt  Oqt'  dpi  "  ^'  ""    dt  ^ 

—  ayant  dans  la  première  le  même  sens  que  dans  les  équa- 
tions de  Lagrange  ;  si  l'on  pose  enfin 

K  — U  =  H, 

H  est  une  fonction  connue  de  ^,  gr| ,  .  .  . ,  gr^,  p^^  . . . ,  p^ 
et  l'on  peut  mettre  les  équations  du  mouvement  sous  la 
forme  canonique 

.  dpi  dW  dqt        ^H  .  .  ^  _ 

Considérons  maintenant  avec  Jacobi  l'équation 

(3)  ^H-H(^^,^„...,^.,  —,   .,.,_j  =  oî 

si  l'on  enconnaît  une  intégrale  complète  S^  renfermant  n 
arbitraires  a, ,  a2,  . . .,  a,,  autres  que  celle  qu'on  peut  in- 
troduire par  simple  addition,  les  intégrales  des  équations 
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(  2  )  pourront  se  mettre  sous  la  forme 


(4) 
(5) 


=  P„ 


^Pi 


•  î 


as. 


=  P«, 


Pu- 


Pour  éviter  toute  difficulté,  il  faut  que  les  équations  (5) 
soient  bien  distinctes  ou  qu'on  en  puisse  tirer  les  valeurs 
de  ai,  as,  .-.,  a^  quels  que  soient  ^,  ^i, ...,  ^r,^;  le  déter- 
minant fonctionnel 

a»  Si         d«Si 


dqi  (^«1      dçi  daj 


a«s,       a«s, 


d^Si 

àqi  à(Xn 

d^Sy 

àqn  àoLn 


dqn  àoii     àqn  à^^ 

doit  être  différent  de  zéro. 

Quand  les  liaisons  et  la  fonction  U  ne  dépendent  pas 
explicitement  du  temps,  il  en  est  de  même  pour  H;  on 
simplifie  l'intégration  de  l'équation  (3)  en  posant 

S  =  e  —  A^ 

h  étant  une  constante,  précisément  celle  des  forces  vives, 
et  0  une  fonction  de  q^^  q^^  ...,  qn\  l'équation  (3)  de- 
vient 

(6)  h(ç,.   ...  9„,  ^^,    ...,    É^J-k  =  o. 


Soit  Si  une  valeur  de  S  qui  satisfait  à  cette  équation  et 
qui  contient  n  —  i  arbitraires  a,,  as,  ...,  OLn-t  différentes 
de  celle  qu'on  peut  introduire  par  simple  addition;  les 
équations  (4)  et  (5)  qui  formaient  les  intégrales  du  système 
canonique  prennent  la  forme 


<Ja.  ■    P"     •• 

de, 

de. 

=  p«-l, 


=  Pn- 


dh 


=  t-^e, 
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On  ne  possède  pas  de  méthode  générale  pour  obtenir 

une  intégrale  complète  de  l'équation  de  Jacobi  :  dans  les 

cas  les  plus  connus,  où  Ton  peut  prendre  Téquation  (6), 

on  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

• 

Qi-t-Qi-i-...-HQ„=o, 

Kli  ne  contenant  que  qi  et  -r— ;  posons 

Qi=aj,     ...,     Q„.i=art_i,         Q/»=  —  («i -»-.  •  .-4- a;,_i); 

on  a  /i  équations  différentielles  ordinaires  et  si  leurs  in- 
tégrales sont  6|,  62,  ...,  0/ï,  il  est  clair  qu'on  peut  prendre 

Oj  =  ôj  -h  62  -h  .  .  .  4-  ô/t. 

248.  J'appliquerai  d'abord  la  théorie  précédente  à  un 
problème  excessivement  simple,  mais  qui  permettra  de 
former,  d'intégrer  toutes  les  équations  et  de  se  rendre  bien 
facilement  compte  des  détails  :  il  s'agit  de  trouver  le  mou- 
vement que  la  pesanteur  imprime  à  une  petite  masse  m. 
J'admettrai  même  que  m  ne  doive  pas  sortir  du  plan  ver- 
tical mené  par  sa  vitesse  initiale,  en  sorte  que  sa  position 
sera  déterminée  par  ses  coordonnées  :r  =  gr, ,  j^  =  ^27  l'axe 
des  X  étant  horizontal,  l'axe  desj^  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur. On  a 

introduisons  les  dérivées  parti  elles /?i,/>2  >  il  vient 
mq\=pu        mq\=pi,        T  =  ^(/?î -h/>î); 
il  existe  une  fonction  des  forces  U  =  mgq^  et  l'on  a 
H  =  T  -  U  =  -^  (/?î  4-/^1)  -  mgq^. 
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Les  équations  canoniques  sont 

dt  '  dt  ^'  dt  m'  dt  m' 

rien  de  plus  simple  que  de  former  directement  et  d'inter- 
préter les  intégrales  de  ce  système;  mais  cberchons-les 
par  la  méthode  de  Jacobi.  H  étant  indépendant  de  t,  on 
part  de  l'équation 

on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

Posons  6  =  9i-+-02, 

on  sait  intégrer  chacune  de  ces  équations  et,  en  ajoutant 
les  intégrales,  on  aura 

% 

Les  intégrales  (4)  et  (5)  du  système  canonique  deviennent 

1  ,_ 

yj i{h -^  mg CL)  \'i{h->r  mga.) 

^imi^h-^-mga)  =/?,,         ms/ig^q^-^  (x)  =  p^] 

« 

la  première  représente  la  trajectoire,  la  seconde  donne  la 
loi  du  mouvement,  les  deux  dernières  font  connaître  les 

composantes  —  >  —  de  la  vitesse. 
^  mm 
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249.  Mouvement  d'un  point  M  attiré  vers  deux  cen- 
tres fixes  F,  Fi  par  des  forces  ^^  ^>  r^r^  désignantes 

r       r^ 

distances  MF,  MF|  et  la  masse  du  mobile  étant  Vunité. 

Je  supposerai  d'abord  la  vitesse  initiale  V  contenue  dans 
le  plan  qui  passe  par  FF^  et  par  la  position  initiale  A  de 
M;  le  mobile  ne  sortira  pas  de  ce  plan  et,  si  Ton  prend 
pour  axes  des  x  et  des  y  FF<  et  la  perpendiculaire  en  son 
milieu,  la  position  de  M  peut  se  déterminer  à  l'aide  des 
coordonnées  x^y\  mais  dans  les  équations  différentielles 
auxquelles  on  est  conduit,  les  variables  ne  se  séparent  pas. 
Il  n'en  est  plus  de  même  si  Ton  prend  des  coordonnées 
elliptiques,  savoir  les  demi-axes  focaux  q^  q^  de  l'ellipse 
et  de  l'hyperbole  qui  passent  en  M  et  dont  F,  Fj  sont  les 
foyers.  Soit  FF<  ==  2C  :  on  a 

/pS  yt  /p2  yî  «  «  . 


on  en  déduit 

le  carré  d'une  longueur  infiniment  petite  est 

(I)  ds^=dx^+  dy*=  ^^f^  dq^+  Ç^  dçr, 


on  a  donc 


T  =  -    -^r ^JD'-^  -  „      -     VPi* 


La  fonction  des  forces  est  ici  -  4-  —  et,  comme  on  a 

r         /'i      ' 


1 
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il  en  résulte 


U  = 


1^1 


^9i       9^9\ 


ou  prend  les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  suivant  que  M 
est  du  même  côté  que  F  ou  que  Y^  par  rapport  à  OY  ;  on 
peut  supposer  qu'il  soit  d'abord  du  côté  de  F  et,  s'il  tra- 
verse Taxe  des^,  on  donnera  à  q^  des  valeurs  négatives; 
qx  pourra  varier  entre  —  c  et  c  et  l'on  se  bornera  aux  si- 
gnes supérieurs  dans  la  valeur  de  U.  On  a  donc,  pour  la 
fonction  d'Hamilton, 


(2) 


Sans  écrire  les  équations  canoniques,  il  nous  suffira 
d'obtenir  leurs  intégrales  par  le  théorème  de  Jacobi  :  on  a 
l'équation 

^  g^—Çi\àq )  '^ -^q^—qAàqJ      q  —  qt      q-^qi 

qu'on  peut  écrire 


Nous  chercherons  une  intégrale  complète  de  la  forme 
8-f-8o  ô  étant  une  fonction  de  q^  6,  une  fonction  de  qx 
définies  par  les  équations 

//ft2 
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Oi  s'exprime  au  moyen  de  deux  intégrales  elliptiques 


^^ 


les  intégrales  du  problème  sont  donc 

d^  =  P'       dÂ  ='-*-''        ^^-P'       5^=^" 

mais  nous  discuterons  seulement  la  première,  qui  repré- 
sente la  trajectoire^  après  l'avoir  formée,  il  sera  plus 
simple,  pour  Tétudier,  d'en  prendre  la  différentielle  et 
Ton  aura 

(3)   "^^  ---  "^^^ 


Les  constantes  A  et  a  se  déduisent  des  circonstances 
initiales  :  si  nous  représentons  par  V,  R,  R|,  Q,  Qi  les 
valeurs  initiales  de  (^,  r,  r<,  y,  q^^  l'intégrale  des  forces 
vives  nous  donne  d'abord 

A  =  T-U  = -V2-^  — 1^. 

En  second  lieu,  l'expression  générale  (2)  de  ds^  montre 
que  le  rectangle  compris  entre  deux  ellipses,  et  deux  hy- 
perboles infiniment  voisines  a  pour  côtés 


l'angle  w  sous  lequel  la  trajectoire  rencontre  en  M  l'ellipse 
coordonnée  qui  y  passe  a  pour  tangente 

De  S.-G.  —  Âec.  35 
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en  tenant  compte  de  l'équation  (3);  il  suffit  d'appliquer 
cette  formule  à  l'instant  initial  pour  former  une  équation 
du  premier  degré  en  a. 

Pour  déterminer  les  limites  entre  lesquelles  peuvent 
varier  q  et  q^  d'après  l'équation  (3),  remarquons  que 
q^ — c'  et  c* — q^  n'étant  jamais  négatifs,  les  trinômes 

doivent  être  de  même  signe;  mais  on  a 

/(<7)+?(?i)=(î'-?î)(A-  ^+^)=  ;(?'-??)•"; 

il  faut  donc  que/(5r)  et  ^(^qC)  ne  soient  jamais  négatifs. 
La  trajectoire  ne  peut  s'étendre  à  l'infini  que  si  h  est  po- 
sitif; mais  elle  peut  affecter  trop  de  formes  pour  que  nous 
les  discutions  :  cherchons  seulement  quelles  doivent  être 
les  circonstances  initiales  pour  qu'elle  se  réduise  à  une 
ellipse  de  foyers  F  et  F< .  Il  faut  que  /(y)  admette  i^q  —  Q)* 
pour  diviseur,  ce  qui  donne 


|x_i_p.,  =— 2/iQ, 


AQ*; 


la  seconde  condition  détermine  a  et  la  première  donne, 
en  se  rappelant  la  valeur  de  A, 


"    U        Q         Ri         Q  ' 

la  valeur  de  V^  est  égale  à  la  somme  de  celles  qu'il  faudrait 
lui  attribuer  si  l'attraction  de  F  ou  celle  de  F|  était  seule 
enjeu;  nous  sommes  ramenés  au  cas  particulier  du  théo- 
rème de  M.  Bonnet  que  j'ai  signalé  au  n®  149. 

Si  l'on  suppose  [Ji  et  [jl^  nuls,  la  trajectoire  est  évidem- 
ment une  droite  définie  par  une  équation  de  la  forme 


Aa7-^B7-+-G  =  o,        A^^,-i-  B  v^(^*--  c'-)(c-— g^jf) -t- Gc2=  o; 
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d'ailleurs  l'équation  (3)  devient 

d± ^  dq\ . 

c'est  l'équation  d'Euler  et  M.  x\ppell  signale  le  résultat 
précédent  comme  établissant  d'une  façon  intéressante 
l'existence  d'une  intégrale  algébrique  pour  cette  équa- 
tion. 

Lorsque  V  n'est  pas  contenue  dans  le  plan  AFF^,  la 
trajectoire  n'y  est  plus  contenue  elle-même  :  je  conserve 
les  coordonnées  q^  q\  pour  définir  la  position  du  point  M 
dans  le  plan  MFFi  et  je  leur  adjoins  l'angle  q<2,  dont  ce 
plan  a  tourné.  Il  faudra  ajouter,  à  l'expression  donnée  pour 
T,  le  terme 

et,  par  suite,  au  premier  membre  de   l'équation  (2),  le 
terme 


2    (çr2— C2)(C2 


-q\)\àqj 


La  nouvelle  équation  de  Jacobi  ne  contenant  pas  expli- 
citement ^2?  nous  ferons  un  changement  de  variable  ana- 
logue à  celui  par  lequel  nous  avons  introduit  0  au  lieu 
de  S  :  nous  poserons 

e  =  kq^-^^, 

\  étant  une  constante  et  $  une  fonction  de  q  et  de  q^ 
seulement  :  l'équation  devient 


■2.     q'^—q\\àq]         '^q'^  —  q\\àq\ 


2(gr5i— c2)(c2--^2)        q  —  qx        q -^  q\ 
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multipliant  par  i{q* —  9\)  ^^  observant  que 


nous  ramènerons  l'équation  à  la  forme  Q  14-  Q^  =  o  ;  nous 
savons  en  trouver  une  intégrale  complète  ^i  et,  en  prenant 
6i  =  ^4  H-  Xgrj,  nous  en  déduirons  sans  peine  les  intégrales 
du  mouvement. 

250.  Un  point  M,  de  masse  i ,  assujetti  à  rester  sur  un 
hyperboloïde 

^  "^   62  "■  ^  "■*' 

où  Von  suppose  b>a,  est  attiré  vers  le  centre  O  par 
une  force  to^r^  r  désignant  la  distance  OM;  à  l^ instant 
initial,  le  mobile  est  à  la  distance  b  du  centre  sur  l^ hy- 
perbole principale  située  dans  le  plan  OXZ  et  sa  vi- 
tesse Vo  €st  parallèle  à  OY.  Mouvement  du  point  M  ; 
discussion  de  sa  trajectoire.  (Agrégation,  1888.) 

La  solution  du  problème  repose  sur  des  calculs  assez 
connus  du  lecteur  pour  que  je  les  indique  brièvement.  La 
position  du  point  M  sur  Thyperboloïde  sera  déterminée 
par  les  coordonnées  elliptiques  X,  [x  que  définissent  bien 

les  équations 

x^  y2  z'^      _  y^  •    a?*       •       z«      _ 


quand  on  suppose  X  ;>  c^  et  a^  <  [Ji  <  6^.  Partant  de  l'iden- 
tité 

,  .  x^  y^  z^  __         M(X-+-a)(fx — m) 

^^^      a^—u  "^  62— M  ~  c^'^'u'^^  "~  (a2— M)(62—  u){c'^-^  a)' 

Binet  en  a  déduit 

a2(X-4-aï)(fx  — a») 


x^ 


(,,)  _62(62-^X)(62-^) 

,  _    c2(X--c2)({X-t-c2), 

'^^  ■"   (a2-hc2)(62-hc2)  ' 


SUR  LA  MÉCANIQUE  RATIONNELLE.  549 

égalant  encore  les  coefficients  de  u^  quand  on  a  chassé  les 
dénominateurs,  on  a 

(3)  r»=a7*-i-j^«-l--3*=  X— [jL-f-a2-f-62— c*. 

Nous  pouvons  former  la  fonction  des  forces 

I                  (1)2 
U  =—  -w2/-2= (X_u.^-a2-^62— c2). 

Pour  calculer  T,  prenons  les  dérivées  logarithmiques 
des  équations  (2)  : 


(4) 


TlX' 

z=z 

V 

-+- 

\^' 

X 

X-t-a* 

\^ 

~a2^ 

y 

= 

X' 
62+ X 

— 

6J 

É,. 

2Z' 

Z 

= 

X' 

X-C2 

-H 

V- 

donc,  eu  égard  à  l'orthogonalité  des  surfaces  coordonnées, 


T  = 


^    l  r__î!__  +     y^      -H  __i! 1  x'î 

8  L(X  +  «2)2  (X  H-  62)2   "^   (X  _-  c2)2j 

I  r      a?*  y^  ^2       1    ^ 

"^  8  [((X  —  a-^y^  "^  (6=^— {x)2  "^  (c2-f.{x)2j  ^   • 

Jacobi  obtient  les  coefficients  de  )v'^  et  de  [Ji'*  en  diffé- 
rentiant  Fidenlilé  (i)  par  rapport  à  w  et  faisant  dans  le 
résultat  u  égal  à  —  )w  ou  à  fx  :  on  trouve 

..  ^^  X(X+H^)X-2  ^  j,(X+Jx)fx'2 


8(X  +  a^)(X  +  62)(X-c2)       8({Ji  — a2)(62— {x)(c2-+-  fx) 

On   forme,  comme  dans  les  problèmes  précédents,  la 
fonction  H  d'Hamilton,  qui  ne  contient  pas  t  explicite- 
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ment;  on  est  alors  conduit  à  Téquation  de  Jacobi 

y^(\  ^ a^)(l  ^ i,^)(\ ^ c^)  /dey 


X(X  +  (ji) 


c')  /de\ 


2({x— a«)(6»— pL)(c«-+-[ji)  /dey 

■+-  -  a)*(X  —  [a)  H — a)*(a*-i-  6*—  c*)  —  A  =  o. 

En  multipliant  par  )v  +  [x,  on  peut  encore  dédoubler 
Féquation  en  deux  parties  dont  l'une  ne  renferme  expli- 
citement que  X,  l'autre  p.,  et  l'on  trouve  une  intégrale  com- 
plète formée  de  la  somme  de  deux  fonctions  , 

dl  /X(a-h2X:X—  w«X«) 
6i 


-/ 
-/ 


2/(X4-a2)(X-+-62;(X  — c^») 
e/}x\/(j.(o)*[x^-i-  2^{j.  —  a) 

A:  désignant,  pour  abréger,  la  somme  A «^(a^H-ô' — c^). 

Les  équations  du  mouvement  sont  encore 

Nous  ne  considérerons  que  la  première,  ou  plutôt  sa  dif- 
férentielle 

d\\/ï 


(6)    l  v/(XH-a«)(X-f-6«)(X  — c»)(a-r2A:X  — a>2Xî) 
,  d\t.^ 


Les  facteurs  binômes  qui  figurent  dans  les  dénomina- 
teurs sont  essentiellement  positifs  ;  il  faut  donc  que  les 
deux  trinômes 

/"(X)  =  a  -h  a/cX  —  aj2X2,         ^(l*-)  =  (o'(JL*-f-  2/* p.  —  a 


/.M 
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soient  de  même  signe;  or  leur  somme  est 

(X-+-fJi)[2A:-a)î(X-(JL)]; 
h  est  la  constante  des  forces  vives  et  Ton  a 
(7)  'ik^  ih  —  ti}^{a'^-h  b^—  c^)  =  p2-j-u)2(X  —  jjl), 

Cette  somme  est  positive  :  fÇk)  et  o(^k)  doivent  être 
positifs;  X  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  comprises 
entre  les  racines  /,  It  de  l'équation  /(a)  =  o;  [jl  doit  au 
contraire  être  pris  en  dehors  des  racines  de  <p([jL)  =  o  et 
l'on  voit  que  ces  racines  sont  —  /  et  —  /|.  Nous  devons 
calculer  /,  /|  et,  pour  cela,  nous  servir  des  conditions  ini- 
tiales :  yo  étant  nul,  [Ji©  doit  être  égal  à  b-  ;  Tq  étant  égal 
à  6,  l'équation  (3)  nous  donne 

Xo=  c2h-^>î— a2. 

Un  arc  infini-ment  petit  MM'  de  la  trajectoire  est  la 
diagonale  d'un  rectangle  dont  les  côtés  sont  des  éléments 
des  lignes  de  courbure  correspondant  aux  valeurs  de  "k  et 
de  [A  qui  conviennent  au  point  M;  l'expression  (5)  de  T 
montre  immédiatement  que  les  carrés  de  ces  côtés  ont  pour 

valeurs 

X(X-hjji)rfX2 


ds\ 


4(X-f-aî)(X-f-62)(X  — c2) 

fx(X  -+-  fX)<i(JLÎ 


dgt  — 

'       4((x-a«)(6«-(ji)(c2-i-(i.) 

Le  rapport  de  dst  à  €ls2  représente  la  tangente  de  l'an- 
gle ii)  que  fait  au  point  M  la  trajectoire  avec  la  ligne  sur 
laquelle  "X  est  constant;  mais,  en  vertu  de  l'équation  (6)^ 

il  se  réduit  à -/^    L  Or,  au  point  de  départ,  to  est  nul;  il 

v/<p(^i) 
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faut  que  ^Q^)  s'annule;  Tune  des  racines  /<  est  donc  égale 
à  Xoî  l'autre  racine  est 

a  A"  se  déduisant  de  l'équation  (7),  appliquée  à  Pinstant 
initial. 

Nous  pouvons  écrire  Téquation   de  la  trajectoire  sous 
forme  explicite  : 

dks/î 

.  v/-  (X  -f-  a^)(l  +  6»)(X  -  cî)(X  -  Xo)  (X  -  /) 


V/((X- a2)(^,2_  jj,)(c2+ ^Xfx-f- XoKfx-i- 0 

Le  paramètre  [jl,  compris  entre  a^  et  6^,  est  toujours 
>  —  ^0»  niais  il  doit  aussi  être  au  moins  égal  à  — /;  la 
forme  de  la  trajectoire  dépend  de  la  grandeur  de  /.  Si 
Ton  a 

"k  varie  entre  \o  et  /,  [a  entre  a^  et  b^:  la  trajectoire,  corn- 
prise  entre  les  lignes  de  courbure  correspondant  à  X.  =  X^o 
et  à  X^  r=  /  d'un  même  côté  de  l'ellipse  de  gorge,  fait  une  in- 
finité de  fois  le  tour  de  l'hyperboloïde  :  elle  se  confond 
avec  la  ligne  de  courbure  X  =  Xo  si  /  =:  Xvq, 

p  J  =  0)2  (  2  62  -4-  c*  —  a'-  )  ; 

pour  /  =  c^j  elle  est  asymptote  à  l'ellipse  de  gorge. 

Quand  /  est  compris  entre  c^  et  —  a^,  [x  peut  encore 
prendre  toutes  les  valeurs  entre  a^  et  b^  et  la  trajectoire 
fait  encore  une  infinité  de  tours  sur  la  surface,  mais  elle 
coupe  le  cercle  de  gorge  et  est  comprise  entre  les  deux 
lignes  de  courbure  correspondant  à  X  =  Xq.  Le  cas  de 
/=o,  çl=z{x}^b^j  est  remarquable:  la  trajectoire  est  la 
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section  circulaire  qui  passepar  la  position  initiale  et  on 
s'en  rend  compte  directement;  quant  à  l'équation  (7),  elle 
est  vérifiée  si  l'on  fait 

ce  qui  est  l'équation  des  sections  circulaires. 

Enfin,  si  /  est  compris  entre  — a^  et  — ly^^  ç'J  entre 
0)^(6^  —  a^)  et  zéro,  [x  doit  varier  entre  —  /et  6',  \  entre 
\q  et  c^\  la  trajectoire  est  renfermée  dans  un  quadrilatère 
curviligne  formé  par  les  lignes  de  courbure  correspondant 
àX=:Xoet[jii=:  —  /;  elle  est  asymptote  à  l'hyperbole  si- 
tuée dans  le  plan  des yz  pour  /  =  —  a^ .  pour  /  =  —  6^^ 
le  mobile  ne  sort  pas  du  plan  des  xz. 

EXERCICES. 

1.  Uae  barre  pesante  et  homogène  AB  peut  tourner  autour  de 
son  extrémité  A  ;  l'autre  extrémité  est  soutenue  par  un  fil  de  lon- 
gueur /  qui  passe  sur  une  poulie  O  située  verticalement  au-dessus 
de  A  et  se  termine  par  un  poids  P  :  déterminer,  dans  un  plan  ver- 
tical passant  par  OA,  une  courbe  G  sur  laquelle  il  faudrait  faire 
glisser  P  pour  que  le  système  fût  en  équilibre  indifférent;  il  n'y  a 
pas  de  frottement. 

Soient  AOP  =  0,  OP  ==  r,  OA  =  a,  AB  =  2/,  Q  le  poids  de  la 

barre  : 

Q^-2_.2(QZ  —  2PaCosô)r  =  const. 

2.  Une  barre  pesante  et  homogène  AB,  de  masse  m,  de  longueur 
2  a,  s'appuie  sur  une  horizontale  OX  et  sur  une  verticale  OY  :  cha- 
cun de  ses  éléments  est  attiré  vers  le  point  O  par  une  force  qui  varie 
suivant  la  loi  de  Newton  et  qui  serait  égale  au  poids  à  la  distance 

-—  :  positions  d'équilibre,  stabilité.  (W.  Walton.  ) 

/a 

On  calculera  la  fonction  des  forces 
mga 


4sme-L[cot^ang(^±^)]j 


on  prend  le  signe  ûi  suivant  que  l'angle  6  de  AB  avec  l'horizon 
est^o  :  tang  6  est  donnée  par  une  équation  du  troisième  degré. 


1 
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3.  Positions  d'équilibre  d'une  planche  carrée,  de  côté  ac,  sou- 
tenue par  un  fil  de  longueur  2^,  qui  passe  sur  une  cheville  hori- 
zontale et  dont  les  extrémités  sont  fixées  en  deux  points  situés  sur 
un  côté  de  la  planche  à  la  distance  a  du  milieu  de  ce  côté. 

Si  le  côté  auquel  le  fil  est  fixé  fait  l'angle  6  avec  l'horizon, 

8U  =  2Psiner— 2:^£?i_-cl86; 

Lv^/2— a2cos»Ô  J 

la  position  correspondant  à  6  =  o  est  stable  si  c'est  la  seule  qui 
convienne  à  l'équilibre  :  sinon,  instable. 

4.  Mouvement  d'un  point  pesant  dans  un  plan  qui  tourne  uni- 
formément autour  d'une  de  ses  horizontales. 

5.  Déterminer  la  forme  que  peut  prendre  un  fil  pesant  et  homo- 
gène dont  chaque  point  tourne  avec  une  vitesse  constante  w  au- 
tour d'une   verticale   OZ,   une  extrémité  du  fil  étant  fixée  en  0. 

(Gilbert.) 
Équations  d'équilibre  entre  les  forces  extérieures  agissant  sur 
un  fil  et  les  forces  d'inertie  : 

'^•'^ S +(^- 'S) ''*  =  •''  •••' 

ici  x"  =  —  oj^x,y  =  —  tû^Vj  z"  —  o;  si  e  =  i , 

d.T'^=~(»i^xds,     d.T^  =^^tyds,     d,1^  =  —  gds\ 
ds  ds  -^  ds  ^ 

« 

le  fil  est  dans  un  plan  qui  tourne  avec  la  vitesse  a>  autour  de  OZ, 
et  la  courbe  qu'il  décrit  dans  ce  plan  a  pour  équation 


(■ 


/p2  — f-  v' 

gz — ^— 0)2  )dz  =  g{l  —  s)ds. 


6.  Calculer,  à  l'aide  des  équations  de  Lagrange,  les  composantes 
de  l'accélération  suivant  les  normales  à  un  système  de  surfaces 
triplement  orthogonales  dont  les  paramètres  sont  pj,  pj,  p3. 

La  portion  de  normale  comprise  entre  les  surfaces  p/etp/-hrfpi 

est  égale  à  -r-^\  soit  /i/= •  La  force  vive  d'un  point  de  masse. 

Aip/'  Aip/ 

1  est 
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soit  J/  l'accélération  suivant  la  normale  à  p/  :  on  a 

7.  Mouvement  de  deux  sphères  homogènes  pesantes  dont  les 
éléments  s'attirent  proportionnellement  aux  masses  et  aux  dis- 
tances: l'une,  de  poids  5,  ne  peut  que  rouler  sur  un  plan  horizon- 
tal; l'autre,  de  poids  ai,  est  libre;  à  l'instant  initial,  1-es  vitesses 
sont  nulles  et  la  composante  verticale  de  l'attraction  résultante  est 
égale  à  42.  (Gaen,  1880.) 

Équations  de  Lagrange;  la  sphère  libre  décrit  un  arc  de  para- 
bole; le  mouvement  est  périodique. 

8.  Mouvement  d'un  point  M  assujetti  à  rester  sur  un  cône  et  sol- 
licité par  deux  forces  :  l'une  égale  à        ^  est  dirigée  vers  le  sommet 

CM 

O,  l'autre  égale  à        ^  est  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  MN 

MN 
abaissée  sur  une  droite  fixe  OZ;  A  et  B  sont  des  constantes. 

2T  est  de  la  forme  /-'^-t-  QX''r*,  r  étant  la  distance  OM,  X  un 
paramètre  qui  détermine  chaque  génératrice,  Q  une  fonction  de  X. 
Voir  une  Note  que  j'ai  publiée  en  i885  dans  le  Journal  de  Liow- 
ville, 

9.  Petites  oscillations  d'un  tube  étroit,  de  formé  circulaire,  pou- 
vant tourner  dans  un  plan  vertical  autour  d'un  de  ses  points  O  et 
renfermant  dans  son  intérieur  une  bille  pesante. 

Soient  [jl,  m  les  masses  du  tube  et  de  la  bille,  G  le  centre,  du 
tube,  6  l'angle  de  OC  avec  la  verticale,  cp  le  supplément  de  OGM  : 

T  =  (xRïe'2-t-  /mR«  (aÔ'îcos*  2  -+-  i  cp'*-h  2  0'cp'cos2  ?") , 

8U  =:=  —  [A^R  sineSÔ  —  m^R[sine80  -h  sin(e  -h  cp)(8e  -f-  8cp)]. 

En  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre  en  6  et  cp,  les  équa- 
tions de  Lagrange  deviennent  linéaires. 

10.  Appliquer  l'équation  de  Jacobi  et  les  coordonnées  elliptiques 
à  la  recherche  des  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde.  —  Voir  n**  170. 

11.  Ghaque  élément  d'un  fil  homogène  est  sollicité  par  une  force 
dont  les  composantes  sont  y-  as,  -r—  as,  -^  as,  en  sorte  que  la  ten- 
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sion  est  égale  à  — (U  -t- A);  démontrer  que  les  équations  d'équi- 
libre sont  de  la  forme 

àSi  de,  ÔBi 

61  désignant  une  intégrale /(a?,  y,  Zy  a,  p,  A)  de  Téquation 

(£)'-(|)'-(£)*=(''-^ 

(Appell,  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse j  1886.) 
Démonstration  analogue  à  celle  du  théorème  de   Jacobi  :    on 

trouve  d'abord  -r-^  =  (U  -t-  A)  — ,-  =^ —  T  -7- ,  ...  ;  on  différentie  en 

ox  as  as 

tenant  compte  de  ce  que  ©1  est  une  intégrale  et  on  arrive  aux 

équations  bien  connues  de  l'équilibre. 

12.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  paraboloïde  elliptique 
dont  l'axe  est  vertical  et  le  sommet  au  point  le  plus  bas. 

(De  Saint-Germain,  Journal  de  Liouville,  1878.) 

h*^  =2-5  représentant  la  surface,  on  pose 

q  <C\»-<.p  <i^'  Équation  de  Jacobi  :  trajectoire 

d\  y/)x  d\i  v/{x 


f{u)=^  gu'^  —  {ih-\'gp-\-gq)u-^<x, 

f(u)  =  o  a  une  racine  supérieure  à /?,  une  entre  p  tlq\  — /(X)  et 
/((jl)  doivent  être  positifs. 


APPENDICE  A  LA  CINÉMATIQUE. 

exercices  sur  le  mouvement  d'un  solide. 

1.  On  fait  rouler  une  courbe  plane  i**  sur  une  droite,  a*  sur  une 
courbe  égale  et  constamment  symétrique  :  les  rayons  de  courbure 
des  lieux  décrits  par  un  point  M  et  la  normale  MI  forment  une  pro- 
gression harmonique;  les  rayons  de  courbure  de  l'enveloppe  d'une 
droite  et  la  normale  IN  forment  une  progression  arithmétique. 

Il  suffît  d'appliquer  les  formules  de  Savary. 
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2.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  qui  rouie  sur  une  parabole 
égale  et  symétrique  :  enveloppe  de  Taxe;  lieu  du  centre  des  accé- 
lérations en  supposant  que  la  parabole  mobile  ait  une  vitesse  an-- 
gulâire  constante. 

Premier  lieu  une  cissoïde;  le  second  défîni  par  les  équations 

37  =  —  cot^  u  —  ip  cos*  u,    y=  2p  cot  u  cos^  u  ; 

le  lieu  des  centres  est  la  directrice  de  la  parabole  fixe. 

3.  Un  segment  de  droite  reste  tangent  à  un  cercle  tandis  qu'une 
de  ses  extrémités  A  glisse  sur  une  tangente  fixe  à  ce  cercle  :  lieux 
du  centre  instantané  dans  l'espace  et  sur  la  figure  mobile. 

(Besançon,  1884.) 
Deux  paraboles  égales  ayant  pour  foyer,  l'une  le  centre  du  cercle, 
l'autre  le  point  A.  —  Voir  n°  108. 

4.  Équation  différentielle  de  l'épicycloïde  engendrée  par  un  point 
d'un  cercle  de  diamètre  b  qui  roule  sur  un  cercle  de  rayon  a  ayant 
son  centre  fixe  en  O.  Lieu  décrit  par  O  quand  on  fait  rouler  Tépi- 
cycloïde  sur  une  droite  fixe. 

Si  [JL  est  l'angle  de  la  tangente  à  l'épicycloïde  avec  r,  on  a 

cos*fJi  sin*(ji  1  d^^        (a-hby         r^—a^ 


=  ^>     /•« 


pour  passer  au  lieu  de  0,  la  première  donne 

y2    dY^  v' 

5.  On  considère  le  mouvement  de  la  figure  formée  par  une  tan- 
gente à  une  spirale  logarithmique  et  le  rayon  vecteur  qui  aboutit 
au  point  de  contact  :  lieu  des  centres  instantanés  dans  le  plan 
fixe  et  sur  la  figure  mobile;  cercle  des  inflexions.  (Paris,  1886.) 

I**  Une  spirale  égale  à  la  proposée.  1°  une  droite.  3"*  a  —  /-  cot'fji. 

6.  Une  figure  plane  se  mouvant  dans  son  plan,  trouver  le  lieu 
des  points  dont  l'accélération,  à  un  instant  donné,  va  rencontrer 
un  point  donné.  (Paris,  i885.) —  Cercle. 

7.  Un  cercle  roule  sur  un  cercle  de  rayon  égal,  de  manière  que 
sa  vitesse  angulaire  soit  constante  :  déterminer  1°  l'accélération 
du  point  en  contact  avec  le  cercle  fixe;  2°  le  centre  des  accéléra- 
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lions  ;  3°  le  lieu  des  points  qui  décrivent  des  courbes  convexes 
d'aire  donnée;  4**  le  centre  de  gravité  du  limaçon  décrit  par  un 
point  de  la  circonférence  mobile  en  supposant  la  densité  en  chaque 
point  proportionnelle  à  la  courbure.  (Paris,  ï88i,  1882.) 

1°  -  a>*R  —  3°  cercle  —  4**  au  centre  du  cercle  fixe. 
1 

8.  Une  extrémité  A  d'une  droite  de  longueur  /  se  meut  sur  un 
cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a,  pendant  que  l'autre  extrémité 
B  glisse  sur  une  droite  OX;  lieux  du  centre  instantané  I  dans  le 
plan  et  par  rapport  à  AB. 

Si  dans  le  plan  01  =  r,  lOX  =  G;  (r*  —  2ar)cos26  =  /2— ««; 

relativement  à  AB,  le  lieu  est  une  conchoïde  de  conique  : 

« 
AI  =  p,     IAB  =  a);     l^ — ap-^l(a  —  p)cosa>  =  o. 

9.  Lieu  décrit  par  le  pôle  d'une  spirale  logarithmique  qui  roule 
sur  un  cercle  (développante);  par  le  centre  d'une  hyperbole  équi- 
latère  qui  roule  sur  une  droite.  (W.  Besant.) 

10.  Enveloppe  d'une  droite  liée  à  une  chaînette  qui  roule  sur 
une  droite  (développante  de  parabole).  (W.  Besant.) 

Jl.  Montrer  que  la  normale  au  lieu  G  du  sommet  d'un  angle 
droit  circonscrit  à  une  conique  passe  au  centre  de  cette  courbe  ; 
en  déduire  la  nature  fle  la  courbe  G.  (Ghasles.) 

12.  Une  droite  se  meut  dans  un  plan  de  manière  que  ses  extré- 
mités glissent  sur  deux  axes  rectangulaires  et  que  son  milieu  ait 
une  vitesse  constante  :  lieux  des  points  dont  l'accélération  totale, 
tangentieile  ou  centripète,  a  une  valeur  donnée  :  —  Un  cercle,  — 
Deux  limaçons.  (Caen,  i885.) 

13.  Un  triangle  isoscèle  AOB  tourne  autour  de  son  sommet  0  : 
montrer  que  la  vitesse  du  point  A  estimée  suivant  OB  et  celle  de 
B  suivant  OA  sont  égales  et  de  signes  contraires.  (Paris,  1880.) 

14.  Dans  un  solide  animé  d'un  mouvement  quelconque,  déter- 
miner les  points  dont  la  vitesse  passe  en  un  point  donné;  cône 
dont  les  génératrices  sont  dirigées  suivant  ces  vitesses.  —  Gône 
droit.  (Paris,  1886.) 

15.  Sur  une  sphère  de  rayon  i,  les  extrémités  A,  B  d'un  arc  de 
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grand  cercle  égal  k  ia  glissent  sur  deux  arcs  de  grands  cercles 
rectangulaires  OP,  OQ;  déterminer  le  lieu  des  axes  instantanés 
dans  l'espace  et  par  rapport  à  la  figure  mobile. 

G  étant  le  centre  de  la  sphère,  CO  Taxe  des  Zj  on  a  pour  le  pre- 
mier lieu 

relativement  à  la  figure  mobile,  l'axe  des  z  étant  bissecteur  de 
AGB,  et  le  plan  de  cet  angle  étant  celui  desyzy 

j^2  =  (z*sin2a  —  x^cos^a)cos2a. 

46.  Les  vitesses  des  divers  points  d'une  droite  mobile  AB  sont 
dirigées  suivant  les  génératrices  d'un  paraboloïde;  leurs  projec- 
tions sur  AB  sont  égales.  Déduire  de  la  seconde  propriété  une 
relation  nécessaire  entre  les  directions  a,  p,  y  des  vitesses  de 
trois  points  A,  B,  G  d'un  solide. 

cos(a,AB)cos(p,BG)cos(Y,GA)=cos(a,GA)cosO,AB)cos(Y,BC). 

17.  Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangulaires  :  un  plan  S, 
qui  coupe  toujours  OZ  au  même  point  H,  se  meut  de  telle  sorte 
que  deux  de  ses  points,  A  et  B,  glissent  sur  OX  et  sur  OY;  déter- 
miner l'axe  central  pour  une  position  quelconque  de  S. 

Soient  a,  h  les  longueurs  AB,  OH,  cp  l'angle  de  OX  avec  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  O  sur  AB  :  le  mouvement  élémentaire  de 
S  résulte  de  deux  rotations,  l'une  égale  à  cp'  autour  de  la  parallèle 
à  OZ  menée  par  le  quatrième  sommet  du  rectangle  construit  sur 

^.               /-vr>    i>             ,     1     .  d                 asinçcosQ  . 

OA  et  sur  OB;  1  autre,  égale  a-j-arctang i i-,  autour  de 

AB  :  on  sait  les  composer. 

18.  On  suppose  que  le  centre  de  la  Terre  décrive  uniformément 
un  cercle  autour  du  Soleil  tandis  que  la  Terre  tourne  avec  une  vi- 
tesse constante  w  autour  d'un  axe  de  direction  invariable  passant 
par  ce  centre  :  déterminer  les  surfaces  décrites  par  les  axes  de 
Mozzi  dans  la  Terre  et  dans  l'espace. 

Soient  a  le  rayon  de  l'écliptique,  fx  la  vitesse  angulaire  de  ce 
rayon,  e  l'obliquité  de  l'écliptique  :  dans  la  Terre  le  lieu  est  un  cy- 
lindre elliptique  dont  la  base  a  pour  axes  et  coss;  dans 
l'espace,  c'est  un  cylindre  ayant  pour  base  l'épicycloïde  décrite  par 
un  point  à  la  distance  ^— sin*  -  e  du  centre  d'un  cercle  de  rayon 


